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Chapitre 1
Nombres : R

1.1 Introduction

On se représente souvent 'ensemble des nombres réels, noté R, comme tous les points d"une
droite :

2 R

Méme si cette image est utile pour 'intuition (en particulier pour se représenter des distances ou
comparer des grandeurs), elle ne constitue évidemment pas une définition rigoureuse. En parti-
culier, elle n’exprime pas le fait que les réels se prétent bien au calcul, a savoir a la manipulation
abstraite de quantités, qu’elles soient positives ou négatives, (trés) petites ou (tres) grandes.

De plus, les concepts fondamentaux de 1’analyse (limite, continuité, dérivabilité, intégrabilité) se
définissent précisément a 1’aide de quelques notions simples qui utilisent toute la structure des
réels.

Donc avant de commencer a présenter I’analyse a proprement parler, on se doit de définir quelles
sont exactement les propriétés qui caractérisent R. On listera en particulier les regles de calcul qui
donneront aux réels la structure de ce qu’on appelle un corps.

1.1.1 Nombres et mesures

La construction des nombres commence, en général, avec l'introduction des nombres naturels/entiers,
avec lesquels on peut déja compter (“un mouton, deux moutons, trois moutons, ...”) :

N:={0,1,2,3,4,...}.
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1.1. Introduction

Puis viennent s’ajouter les entiers relatifs, obtenus a partir de N en rajoutant toutes les quantités
entieres négatives (“il fait froid : —15 degrés!”, ou “3 — 7 = —4"):

Z:={...,—-4,-3,—-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

L’étape suivante est de considérer en plus toutes les proportions possibles entre deux grandeurs
i

entieres (“un demi litre de lait”, “une heure et quart”, “deux tiers des étudiants”,...), pour obtenir
les nombres rationnels :

Q={%|pgeZ,q#0}.
Les rationnels contiennent Z (prendre ¢ = 1), donc ils contiennent des nombres arbitrairement
grands, et peuvent étre utilisés pour décrire des grandeurs astronomiques. Mais ils contiennent
aussi des quotients aussi petits que I'on veut (55 = 0.1, 775 = 0.01, etc.), et peuvent donc étre
utilisés pour décrire des grandeurs atomiques ou subatomiques.

Pourquoi, alors, ne pas se contenter de garder Q pour faire de 1’analyse ?

Méme s’il permet a priori de mesurer des grandeurs a toutes les échelles possibles nécessaires de
l'univers, Q souffre d'un défaut majeur : il ne permet pas de tout mesurer! En effet, beaucoup de
grandeurs physiques sont des quantités irrationnelles.

Voyons deux exemples.

1.1.2 Irrationnalité du nombre 7

Le nombre 7 est défini comme la longueur de la circonférence d'un disque dont le diametre est
égalal:

Il est surprenant d’apprendre que le développement décimal de ce nombre ne présente pas de
régularité apparente :
T = 3.1415926535897932384626433 . . .

On peut facilement trouver des rationnels qui approximent 7 a un niveau essentiellement arbi-
traire de précision (les décimales en rouge indiquent a partir d’ou le rationnel cesse de donner
une bonne approximation) :

22

- = 3.14285714286...
333 = 3.14150943396...
106
103993
= 3.14159265301... tc.
33102 o
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1.1. Introduction

Pourtant, Johann Heinrich Lambert a montré en 1761 que = est irrationnel : il n’existe aucune paire
p,q € N* telle que

m==.
q

Pour une preuve relativement courte, mais qui requiert beaucoup des notions d’analyse présen-
tées dans ce cours, voir cette vidéo (lien web), ou encore celle-ci (lien web) (les deux présentent
la méme preuve de l'irrationnalité de 7, due a Niven).

1.1.3 Irrationnalité de v/2

Bien avant la preuve de Lambert, un probleme géométrique encore plus simple montrait de ma-
niére embarrassante 'importance des irrationnels :

L’école Pythagoricienne (env. 500BC) avait observé le fait suivant. Considérons un triangle rec-
tangle dont les deux cathetes ont longueur 1 :

x =2

i

La longueur de I'hypothénuse est donnée par la solution = > 0 de I'équation
?=1+1"=2.
Lemme 1. Le nombre x, solution de I'équation x? = 2, est irrationnel.

Preuve: On démontre l’affirmation par I'absurde.

Supposons que z € Q, a savoir qu’il existe des entiers p et ¢ tels  peut s’écrire x = g. On peut en fait
supposer que p et g sont premiers entre eux, c’est-a-dire qu’ils n’ont aucun diviseur commun (s’ils ont un
diviseur commun, on peut toujours simplifier la fraction).

Mais si « = £, alors z* = (%)2 = 2, cest-a-dire p* = 2¢?, ce qui implique que p? est pair (un multiple de

2), et donc que p est pair aussi (exercice!). On peut alors écrire p sous la forme p = 2e, ol e est un entier.
2

Ceci implique également que ¢*> = & = 2¢?, et donc ¢, par le méme argument qu’avant, est aussi pair.

Ceci implique que p et ¢ sont tous deux divisibles par 2, ce qui représente une contradiction, puisqu’on a

supposé que p et ¢ n’avaient aucun diviseur commun. O

Etant irrationnel, 'expansion décimale v/2 n’a pas de “fin”, et ne présente aucun motif particulier
(pas de périodicité, etc.) :

V2 = 1.414213562373095048801688724209 . . .

De nos jours, on connait plus de dix mille milliards de décimales (lien web) de cette expansion.

Sans surprise, la circonférence du disque et I'’hypothénuse du triangle sont loin d’étre les seuls ir-
rationnels, donc cette discussion montre que méme si QQ constitue un ensemble de nombres allant
des échelles subatomiques a superastronomiques, il ne contient pas tous les nombres nécessaires
pour faire de la géométrie élémentaire.
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1.2. Reglesdecalcul : +, —, -, +

“On sait que les nombres de ce genre (en parlant de v/2) ont tourmenté Pythagore et son école
presque jusqu’a puisement. Etant accoutumés a des nombres si étranges depuis notre premiére
enfance, nous devons prendre garde a ne pas sous-estimer l'intuition mathématique de ces an-
ciens sages. Leur tourment était hautement honorable. Ils se rendaient compte qu’on ne peut
trouver aucune fraction dont le carré soit exactement égal a 2. On peut en donner des approxi-

mations trés approchées, comme par exemple 1%, dont le carré, 229, est tres proche de 28, c’est a

1447
dire de 2. On peut s’approcher encore plus prés de 2 en considérant des fractions constituées au

moyen de nombres plus grands que 17 et 12, mais on n’atteindra jamais exactement 2. ”

E. Schrodinger, Physique quantique et représentation du monde

Et en fait, dans un sens que nous ne détaillerons pas ici, il y a beaucoup plus d’irrationnels qu’il
n’y a de rationnels...

1.1.4 Sur la construction de R

Il y a dong, dans la construction d"un bon ensemble de nombres, une étape finale, qui consiste a
compléter Q en lui ajoutant tous les irrationnels pour obtenir R. Cette construction est délicate, et
nous ne la décrirons pas en détails car elle sortirait du cadre de ce cours.

Mais ce que nous ferons, dans les sections suivantes, sera de définir R en listant ses propriétés.

Nous dirons d’abord que c’est, comme Q, un ensemble dans lequel on peut faire de I’arithmétique,
c’est a dire des calculs a I'aide d’opérations telles que addition et multiplication.

Puis nous exigerons de R une propriété additionnelle, naturelle mais délicate a formuler (voir
supremum et infimum plus loin), qui le distinguera radicalement de Q, et qui nous permettra de
commencer a construire I’analyse. (En passant, nous montrerons que dans R, l’existence de /2
est bien garantie.)

Remarque 1.1. Ce que nous ne ferons pas, c’est de montrer qu’on peut effectivement construire un
ensemble R jouissant de toutes ces propriétés. Pour plus de détails sur la construction des réels,
je renvoie le lecteur aux livres d’analyse plus avancés. o

Deux références pour le lecteur intéressé :

* Les nombres irrationnels (Voyage au pays des maths ARTE) (lien web).

* Pour aller dans ’espace, de combien de décimales de 7 a-t-on vraiment besoin ? (lien web)

1.2 Regles de calcul: +, —, -, =

Les nombres réels forment avant tout un ensemble dans lequel on peut faire de 1'arithmétique,
c’est-a-dire dans lequel on peut additionner, soustraire, multiplier et diviser. (En mathématiques,
un ensemble muni de ces opérations est appelé un corps. )

La premiére opération, I’addition notée “+”, est une opération qui associe a une paire de réels
z,y un nouveau réel noté x + y. Cette opération satisfait aux propriétés suivantes :

1) x +y =y + x pour toute paire z,y € R

2) 4+ (y+2)=(x+y)+zpourtousz,y,z € R

3) Il existe un élément 0 € R, appelé élément neutre pour 1’addition (ou simplement “zéro”),
telque z + 0 = 0 4+ z = x pour tout z € R.

4) Pour tout z € R il existe un unique élément noté —x € R et appelé opposé de z, tel que
r+ (—z) =0.
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1.3. Ordre: <, >, <, >

=
= e

Siz,y € R, on peut définir leur soustraction :

r—y:=z+(-y).
La deuxieme opération, la multiplication, notée “.”, associe a une paire de réels =, y un nouveau
réel noté z - y. Elle satisfait aux propriétés suivantes :
1) z-y=y-xpourtousz,y € R
2) x-(y-2) = (z-y)- 2z pour tout triplet z,y, 2 € R
3) z-(y+z2)=x-y+az-zpourtousz,y,z R,

4) 1l existe un élément 1 € R, appelé élément neutre pour la multiplication (ou simplement
“un”),telque 1 -2z =2 -1 = x pour tout z € R.
5) Pour tout z € R, z # 0, il existe un unique élément noté =~ € R, appelé inverse de z, tel

quex-xil:xfl-le.

5e
= e

Souvent, on écrit zy au lieu de x - y.

Siz,y € Retsiy # 0, on peut définir leur division :
r+—Yy:=a- y’l .

En général, on écrit ¥ au lieu de z + y.

Remarque 1.2. Q est aussi muni de ces opérations, et les mémes propriétés sont satisfaites. Ce
n’est pas le cas de N (dans lequel, par exemple, 3 n’a pas d’opposé), ni de Z (dans lequel, par
exemple, 2 n’a pas d’inverse). o

1.3 Ordre: <, >, <, >

La deuxieme caractéristique de I’ensemble des nombres réels est que deux réels z, y peuvent tou-
jours étre comparés. Si ils sont égaux, + = y, il n'y a pas lieu de les comparer, mais si ils sont
distincts, z # y, alors il y en a nécessairement un qui est plus petit que 'autre :

* Si z est plus petit que y, on note z < y.

* Si z est plus grand que y, on note z > y.
Le fait que 'on puisse ainsi comparer n'importe quelle paire de réels distincts représente ce qu’on
appelle un ordre total .
Lorsqu’on veut comparer deux réels sans forcément se préoccuper de savoir s’ils sont distincts :

* Six est plus petit ou égal a y, on note x < y.

* Si x est plus grand ou égal a y, on note x > v.
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1.4. Intervalles

Enoncons les propriétés des relations “<, >, <, >"

1) Pour toute paire z,y € R, ona soitx < y, soity < z.Siona ala foisz < yety < z, alors

r=1y.
2) z < x pour tout z € R.

3) Six <yety <z alorsz < z.
4) Six

<
5) Si0 <

ret0O <Ly, alors0 < x -y

y,alors x + z < y + z pour tout z € R.

Informel 1.3. La troisiéme propriété est constamment utilisées en analyse. En effet, pour montrer
qu'un nombre z est plus petit ou égal & un nombre z, on passera souvent par 1'utilisation d'un

réel intermédiaire y, et on vérifiera les deux relations “z < y

que r < z.

1.3.1 Signe

Un réel z € R est dit

* positif (resp. strictement positif) si z > 0 (resp. z > 0),

* négatif (resp. strictement négatif) si x < 0 (resp. z < 0).

Quiz 1.3.1. (Ordre total sur R.) Vrai ou faux ?

<L

1) O Siz <yeta<b,alors /

Q= 218

2) O Si0<a<b,alors § <
3) OSix<yeta<b, alorsax < by.

4) O Six <y—+ e pourtoute > 0,alors x < y.
5) O Sixy < apourtoutk =1,2,...,n,alors

max{zi,,..

Quiz 1.3.2. Vrai ou faux?

1) O 1l existe un nombre réel strictement positif plus petit que tous les autres.

LTn} < a.

2) O Tout nombre réel posséde un successeur immeédiat.

1.4 Intervalles

aari

;Y S

2", qui ensemble garantissent

Avant de compléter la définition de R, utilisons les relations d’ordre, <, <, >, >, pour introduire
certains sous-ensembles particuliers de R appelés intervalles.

Soient a,b € R, a < b. On définit les intervalles bornés :

[a,b] :={z €R : a<z<b}, (1.1)
la,b:={x €R : a <z < b}, (1.2)
[a,0[:={z €R : a <z <b}, (1.3)
la,b) :={x €R : a<x<b}, (1.4)
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1.5. Valeur absolue et distance

On dit que ]a, b] est ouvert, et que [a, b] est fermé. (On reviendra plus loin sur les notions d’en-
semble borné/ouvert/fermé, qui sont générales et ne s’appliquent pas uniquement aux inter-
valles.) Pour représenter ces intervalles graphiquement, on utilisera une boule pleine pour indi-
quer que l'extrémité de l'intervalle est inclue, et vide pour indiquer que I'extrémité est exclue.
Donc on représente [a, b comme suit :

Ensuite, introduisons les intervalles non-bornés :

o b
[a,+oo[:={x eR : z >a},
Ja,4oo[:={x €R : x> a},
| — 00,0 :={xeR : x <b},
| —o0,b[:={zx€eR : x <b}.

On définit en particulier les ensembles des réels positifs et strictement positifs,

Ry ={zeR:2>0}=10,00[, (1.5)
RY :={z € R: 2> 0} =]0,00], (1.6)

ainsi que les ensembles des réels négatifs et strictement négatifs,

R_:={reR:z<0}=]— 00,0, (1.7)
R* :={zx e R:z <0} =] — 00,0]. (1.8)

1.5 Valeur absolue et distance

Définition 1.4. La valeur absolue de x € R est définie par

T siz >0,
|z| :== <0 siz=0,
—x six<O0.

Exemple 1.5. Puisque —3 est négatif, ona | — 3| = —(—3) = +3. o
Les propriétés suivantes suivent de la définition :

D |—a2l=lz[>0

2) |x| = 0sietseulementsiz =0

3) —lz| < <zl

4) Sia > 0, alors |z| < a si et seulement si —a < < +a.

5) |-yl =z - [yl

6) Siy#0, |2 = £l

lyl*
7) Sion divise un réel non-nul = par sa valeur absolue, on obtient son signe :

r )+l six>0,
|| -1 siz<O.
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1.5. Valeur absolue et distance

Proposition 1. (Inégalité triangulaire) Pour tous z,y € R,
[z +yl <z +y].

Preuve: Si z +y > 0, alors
lz+yl=x+y < |z[+]yl.

Siz+y <0, alors
z+yl=—(z+y)=(—z)+ (—y) <[z +[y].

O

L'inégalité triangulaire sera utilisée trés souvent lorsqu’on aura besoin de montrer gu une somme de
petits nombres est aussi petite. Plus précisément, considérons la somme de deux nombres z et y, que
l’on sait étre “petits” dans le sens ol on a trouvé un € > 0 tel que |z| < € et |y| < . (Remarquons
que ceci n'implique rien sur les signes des nombres x et y.) Alors, l'inégalité triangulaire permet
de garantir que

v+ y| <|z|+ |yl <ede=2e.

Remarque 1.6. On peut utiliser la valeur absolue pour caractériser le nombre “zéro” : c’est 'unique
nombre dont la valeur absolue est plus petite que tout nombre positif :

r=0<=|z|=0<|z|<e Ve>0.

1.5.1 Distance

La valeur absolue permet de mesurer la proximité de deux réels z,y, € R, en définissant leur
distance :
dist(z,y) = |z — y|.

Lemme 2. (Propriétés de la distance)
1) d(x,y) = 0 pour tous x,y € R. De plus, d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.
2) d(z,y) = d(y, ) pour tous x,y € R

3) Pour tous x,y,z € R,
dist(z,y) < dist(z, z) + dist(z,y) .

Preuve: Les deux premieres affirmations suivent directement des propriétés de la valeur absolue. Pour la
troisieme, on insere —z + z = 0, et on utilise I'inégalité triangulaire :

dist(z,y) = [z —y[ = [(z = 2) + (z = )|
Sle =2+ ]z -yl
= dist(z, 2) + dist(z,y) .

On utilisera souvent les équivalences suivantes :

dist(z,a) <e <= |r—a|<e¢
<— a—c<Lr<a+te
< z€la—¢,a+¢]
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1.6. Supremum et infimum

a-g o a+g

Quiz 1.5.1. Soit a > 0.
1) O Siz < a,alors |z| < a.
2) O Sixz > a,alors |z| > a.

3) O Si|z| < a, alors soit x = a, soit —a < x < a.

Quiz 1.5.2. Vrai ou faux?
1) O Sidist(z,y) > 0, alors © # y.
2) aSix>aetlyl <af2alorsx+y > a/2.
3) O Six < y,alors dist(z,y) < 0.
4) O Six < z <y, alors dist(z, z) < dist(z, y).
5) O Siy = x/2,alors dist(z,y) = %.
6) O Sidist(z,y) = aet dist(y, z) = §, alors dist(z, z) = a + S.
7) O Siz < z <y, alors dist(z, y)* < dist(z, 2)* + dist(z,y)*.
8) O A Sidist(x,y) < e pour tout e > 0, alors z = .

Quiz 1.5.3. Vrai ou faux?
1) O Sixz > 0, alors |sin(z)| = sin(z).
2) O Pourtoutz €R, |22 +x+ 1] =22+ + 1.
3) O] cos(8)| = cos(8).

1.6 Supremum et infimum

Ici, nous introduirons la propriété cruciale qui différencie les réels des rationnels. En particulier,
nous verrons comment cette propriété permet de garantir que dans R, ’équation 2% = 2 possede
bel et bien une solution.

Avant de commencer, il nous faut introduire un peu de terminologie.

1.6.1 Minimum, maximum

L’ordre introduit plus haut sur R permet de distinguer certains éléments d"un sous-ensemble de
R.

Définition 1.7. Soit A un sous-ensemble non-vide de R.

* Un élément 2* € A est dit maximal si z < z* Vo € A. On dit aussi que z* est le maximum de
A, et on note : £* = max A.

% Un élément z, € A est dit minimal si z, < z Vx € A. On dit aussi que ., est le minimum de
A, etonnote : z, = min A.

Exemple 1.8.51 A = {—1,—-3,—5,2,1}, alors max A = 2 et min A = —5. o
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1.6. Supremum et infimum

On réalise que quand un ensemble contient un nombre fini d’éléments, il possede toujours un
minimum et un maximum : on les trouve en parcourant la liste! Par contre, lorsque 1'ensemble
posséde un nombre infini d’éléments, 1'existence d’un minimum ou maximum n’est pas toujours
garantie.

Exemple 1.9. Vu comme sous-ensemble des réels, I'ensemble des entiers N = {0,1,2,3,...} C R
posséde un élément minimal, min N = 0, mais il ne possede pas d’élément maximal. o

Plus intéressant :

Exemple 1.10. Considérons 1’ensemble (la couleur, c’est juste pour voir ’ensemble sur le dessin
du dessous) de tous les nombres de la forme = = %, ou n > 0 est un entier :

A= {1300

Clairement, A posseéde un élément maximal : * = max A = 1. En effet, + < 1 pour tout z € A, et
depluslec A:

o veseens 1,.' ‘/3 ”z_ 4
s @ & ’.

max (A)

Par contre, A ne possede pas de minimum. En effet, aucun élément de A n’est plus petit que les
autres. o

Informel 1.11. On a peut-étre envie de dire que le minimum de A4, c’est z, = 0, mais 0 n’est pas
un élément de A, donc il ne satisfait pas a la définition de minimum.

Exemple 1.12. Soit B = [0, 1|. D’abord, B possede un minimum, donné par z, = min B = 0. (En
effet, 0 < x pour tout x € B, et 0 € B.) Par contre, B n’a pas de maximum. En effet, pour tout
r € B, il existe toujours un autre élément 2’ € B tel que 2’ > z. On peut par exemple prendre

r = x;rl, qui est le point milieu entre z et 1 :
0 z =1
L —)
Donc aucun élément de B n’est maximal. o

1.6.2 Majorants, minorants

Définition 1.13. Soit A C R.

1) A est majoré si il existe M € R tel que x < M pour tout x € A; on dit qu'un tel M majore
A, ou que c’est un majorant pour A.

2) A est minoré siil existe m € R tel que z > m pour tout z € A; on dit qu'un tel m minore 4,
ou que c’est un minorant pour A.

3) Si A est a la fois majoré et minoré, il est borné.
Exemple 1.14. B = [0, 1] est majoré; M = 1, M = 2 sont des majorants. En fait, n'importe quel
M > 1 majore B.

Par contre, M = 0.9 n’est pas un majorant; en effet, si on prend par exemple le point z = 0.95,
alors x € B, et x > M. B est aussi minoré : n'importe quel réel m < 0 minore B.
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1.6. Supremum et infimum

*3

*=

&

Informel 1.15. Un ensemble A est borné si et seulement si il peut étre “rangé dans une boite”,
c’est-a-dire placé a I'intérieur d'un intervalle [m, M|, ot m et M sont des nombres finis.

Exemple 1.16. Vus comme sous-ensembles de R,

* N est minoré puisque 0 < n pour tout n € N. Par contre N n’est pas majoré. En effet, pour
tout M € R, il existe un n € N tel que n > M. Nous utiliserons ceci constamment par la suite.

* Z n’est ni minoré, ni majoré.

1.6.3 Supremum, infimum
Passons maintenant a la notion essentielle de ce chapitre sur les réels :

Définition 1.17. Soit A C R un ensemble non-vide.
Un réel s € R est appelé borne supérieure (ou supremum) de A si
1) s majore A (c.-a-d. que x < s pour tout z € A),
2) s estle plus petit majorant de A (c.-a-d. que pour tout s’ < s, il existe z € A tel que x > ).
Si s est supremum de A, on le note s = sup A.
Un réel s € R est appelé borne inférieure (ou infimum) de A si
1) s minore A (c.-a-d. que z > s pour tout z € A),
2) s estle plus grand minorant de A (c.-a-d. que pour tout s’ > s, il existe z € A tel que z < §').

Si s est I'infimum de A, on le note s = inf A.

Remarque 1.18. Il est clair que
* Si A possede un élément maximal, alors sup A = max A.
* Si A possede un élément minimal, alors inf A = min A.
Mais en général, le maximum et le minimum peuvent ne pas exister, alors que le supremum et

I'infimum comme on verra, existent toujours dans les réels. o

On reformulera souvent la deuxiéme condition, dans le supremum par exemple, en disant que
pour tout € > 0 il existe un = € A tel que

s—e<zT<Ss.

Informel 1.19. (Interprétation “physique” de l'infimum et du supremum pour un ensemble
borné.) On a dit qu'un ensemble A borné peut toujours étre “rangé dans une boite” [m, M]. Et
bien parmi toutes les boites qui contienne A, la plus petite est celle pour laquelle m = inf A et
M = sup A.
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1.6. Supremum et infimum

Exemple 1.20. Reprenons 1’ensemble de tout a I'heure :

_fq 11111 1
A_{172’374’5’ n’n—‘rl""}'

Puisque 1 € A et que tout x € A est plus petit ou égal a 1, 1 est 'élément maximal de A, et
sup A =max A = 1.

Vérifions maintenant que inf A = 0. D’abord, 0 minore A puisque tout nombre de la forme 1 est
plus grand ou égal a 0. Pour montrer que 0 est le plus grand minorant, considérons un nombre
quelconque s' > 0, et montrons que s’ n’est pas un minorant pour A. En effet, si s’ > 0, alors il
existe un entier n > 1 tel que n > %, ce qui est équivalenta 1 < s'. Or comme + € A, ceci montre
que s’ minore pas A.

On a donc bien montré que 0 est le plus grand minorant : inf A = 0.

O wuntyty 7 4
e e > B ;

max (A)

<&

Exemple 1.21. Soit encore B = [0, 1[. On a vu que B n’a pas de maximum ; montrons maintenant
quesup B = 1.
1) Premierement, on a = < 1 pour tout z € B, donc B est majoré par 1.
2) Deuxiémement, si s’ < 1, alors il existe # € B tel que = > s'. En effet, si s < 0, n'importe
quel 2 € B suffit. Sinon, si 0 < s’ < 1, on peut par exemple prendre 7 := %
Ensuite, on a inf B = 0. En effet, 0 est le plus grand minorant :
1) 0 < z pour tout z € B, et

2) pour tout s’ > 0, il existe un z € B tel que z < &'

1.6.4 La différence entre R et

Passons a 'axiome qui confére a R une propriété qui permet de 'utiliser pour faire de 1’analyse :
Dans R,

* tout ensemble non-vide majoré possede un supremum,

* tout ensemble non-vide minoré possede un infimum.
Pour des ensembles qui ne sont pas bornés, la convention suivante est parfois adoptée (ce n’est
qu’une notation) :

* Si A n’est pas majoré, sup A := +o0.

* Si An’est pas minoré, inf A := —oo.

Exemple 1.22. Calculons l'infimum/supremum de I'ensemble
B={zeRy :sin(z) >1i}.
Remarquons pour commencer que

sin(z) >3 & we|f+2kn, X +2%kn], kel

N =
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1.7. Solutions de 2% = 2

Comme on veut z € R, on doit se restreindre a k£ € N, ce qui donne

B =% + 2k, 5 + 2kr |
keN

On a donc inf B = %, et comme cet ensemble n’est pas majoré, sup B = +cc. o

Quiz 1.6.1. Soit A C R un ensemble non vide. Si M € R ne majore pas A, cela signifie
1) O que M minore A.
2) O que x < M pour tout v € A
3) O qu'il n’existe aucun x € A tel que x = M.
4) O qu'il existe x € A tel que v > M.

5) O que A contient des éléments arbitrairement grands.

Quiz 1.6.2. Soit A C R un ensemble non-vide majoré. Si s = sup A, cela signifie que
1) O sest le plus grand élément de A.
2) O il existe L > 0 tel que x > s — L pour tout x € A.
3) O tout nombre M > s majore A.
4) ODse A
5) Osé¢A.
6) O l'ensemble {M € R : M majore A} posséde un minimum.
7) O l'ensemble {M € R : M majore A} est majoré.
8) O A contient un nombre fini d’éléments.

9) Osix < fpourtout x € A, alors s < 3.

1.7 Solutions de z2 =2

Revenons a la question posée précédemment : si I'équation
z? =2

ne possede pas de solution dans Q, en possede-t-elle une dans R?

Montrer qu’il existe effectivement un z € R tel que z* = 2, “directement” est trop difficile. On fait
donc un petit détour, en commengant par définir I'ensemble

A={rcR, : 2* <2},
Remarquons que par exemple 0 € A, ou encore 1 € A, et donc A n’est pas vide.
Lemme 3. A n’a pas d'élément maximal.

Preuve: 1l s’agit de montrer que pour tout élément = € A, il existe toujours un 2/ € A qui est strictement
plus grand que z.

Cherchons un z’ de la forme z/ = = + %, avec n € N*. Dans ce cas,

2x 1

n  n?’

? =+ 1) =2+
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1.7. Solutions de 22 = 2

Puisqu’on veut 2’ € A, c’est-a-dire 2/? < 2, imposons

9  2x+1
7+

<2,
n

qui est équivalente a

2 +1

2—z2
Le membre de droite est bien défini et positif puisque 2 — z? > 0. Et un n satisfaisant a cette propriété existe
toujours puisque, quelle que soit la valeur de 221}, il existe toujours un n plus grand que ce nombre (ceci
découle du fait que N n’est pas majoré). Si on prend un tel n, onadonc 2’ =z + + > z, et

2z 1
2 _ 12 _ 2 2T
r=(r+ ;) =2+ g
9 2z 1
<"+ —+ =
n n
9 2z +1
n
2z +1
2
<z el = 2
2—x2
Ceci montre que A n’a pas d’élément maximal. O

Ensuite, remarquons que A est majoré : x < 3 pour tout 2 € A. En effet, si z > 3, alors 22 > 9 > 2,
etdonc x ¢ A.

On peut maintenant considérer le réel défini comme le supremum de A :
s:=supA.
Théoréme 1.23. Le nombre s défini ci-dessus satisfait s* = 2.

Preuve: Si on avait s € A, cela impliquerait que s est un élément maximal pour A. Comme on vient de voir
que A ne possede pas d’élément maximal, on en déduit que s ¢ A, et donc que

s2 > 2.
Nous allons maintenant montrer que
s2 <2
Pour ce faire, commengons par définir le réel
2+ 52
M =
2s

et montrons que M majore A. En effet, observons que si z > M, alors

1? = (s+ (v —5))? = 5% +2s(x — 5) + (z — 5)?
———
>0
> 52 + 2s(z — 5)
> 52 +25(M — )

= 32—1—23(2'2:82 —s) =2,
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etdoncz ¢ A. Ceciimplique quesix € A, alors x < M ; donc M majore A. Mais, comme s est par définition
le plus petit majorant de A, on a que s < M, c’est-a-dire

2+ s?
§S 5o
qui est équivalente a s? < 2.
Comme s? est a la fois > 2 et < 2, ceci implique s* = 2. O

Le nombre s est appelé racine carrée de deux (lien web), et est noté

s=V2.

Puisque V2 € R mais v2 ¢ Q comme on a vu, V2 est par définition irrationnel .

1.7.1 La fonction “racine”

On peut, en utilisant la méme idée que celle présentée dans la preuve de la section précédente,
montrer que pour tout y € R, ’équation

r =Yy
possede une solution dans R, .
Cette analyse montre que la fonction
z 2’

et une surjection. On montre ici (lien vers la sectionm_fonctions _generalites_fonctions_
reelles) que c’est également une injection, et donc que cette fonction est une bijection.

Siy > 0, 'unique z > 0 tel que 2?2 = y senote x = /Y, et se nomme racine carrée de y. Toute la
fonction réciproque s’appelle la fonction racine carrée :

f_1:R+—>R+
T T

Comme on sait, son graphe s’obtient en réfléchissant celui de f(z) = 2? & travers la diagonale du
premier quadrant :
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1.8. Densité dans R

Remarque 1.24. La méthode se généralise, et permet de montrer que pour tout n € N*, et pour
tout y € R, I'équation

=y
possede une unique solution dans R.. Celle-ci se note {/y et se nomme racine n-éme de y. o

L'utilisation de la notion de supremum/infimum, pour construire la racine carrée ci-dessus, n’est
évidemment qu'un exemple de ce que l'on peut faire dans les réels. Comme on verra dans la
suite, l'utilisation de ces notions sera utilisée constamment, et fournira un socle sur lequel toute
I’analyse réelle pourra étre construite.

Quiz 1.7.1. Pour montrer que dans R, I'équation “z* = 2" possede une solution...

1) O ... on prend une calculatrice, on appuie sur la touche |2, puis sur |/ |, et on voit bien que c’est
un nombre qui commence par 1.41421356 . . ., donc ¢a existe.

2) O ... on prend la racine carrée des deux cotés, Vv 2% = V2, et comme V22 = x, on a bien © = /2.

3) O ... on peut simplement calculer I'élément maximal de I’ensemble
{r eR: 2? <2}.

Quiz 1.7.2. Vrai ou faux?
1) 0v9=43
2) O Pour tout v € R, Va2 = x.
3) O Pour tout z € R, Va2 = |z].

1.8 Densité dans R

Intuitivement, méme si les rationnels sont un sous-ensemble (strict) des réels, ils doivent quand-
méme étre un peu “partout” sur la droite des réels, dans le sens ot on doit pouvoir en trouver
dans n’importe quelle région de la droite, aussi petite soit-elle. On caractérise ceci précisément a
I'aide de la notion de densité.

Définition 1.25. Un sous-ensemble £ C R est dense dans R si pour toute paire z,y € R, z < y, il
existeun z € Etel que z < z < y.

I1 est clair que R est dense dans lui-méme, puisque pour toute paire z,y € R, x < y, on peut

toujours considérer le point milieu z := £, Donc entre deux réels quelconques distincts, il y a

2
toujours un autre réel.

Ce qui est plus intéressant, ce sont les ensembles denses dans R qui sont des sous-ensembles
stricts de R, c’est-a-dire qui sont plus petits que R.

Théoreme 1.26. L'ensemble des rationnels Q est dense dans R.

Dans la preuve de ce théoréme, nous utiliserons la notion suivante.

Définition 1.27. Pour tout x € R, la valeur entiére de z, notée |z, est le plus grand entier n € Z
tel que n < x.

Exemple 1.28.
3l=1, l-3l=-1, [-v2]=-2, |7]=3.
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La définition de |z | implique
lz] <z < |z]+1 Ve eR.
Donc I'image qu’il faut garder en téte est la suivante :
/4
/N i«

7 R
LxJ Lx)+4

Cette derniere peut aussi s’écrire
r—1<|z|] <z Ve e R.

Passons a la preuve du théoréme.
Preuve: Soient deux réels = < y, et soit n un entier suffisamment grand, tel que n > ﬁ On rappelle qu'un
tel entier existe car N n’est pas borné. Posons maintenant
ri= Inz] +1 .
n
Comme c’est un quotient de deux entiers, r est rationnel. Et puisque

nr—1< |nx| <nx,

ona Dl .
nr—1)+ nr +
% <r < ,
n n
—— S——
=z :x+%<y
ce qui implique z < r < y. O

La conséquence principale de ce résultat est que 1’on peut approximer les réels par des rationnels,
dans le sens suivant :

Corollaire 1. Soit z € R un réel quelconque. Alors pour tout € > 0, il existe un rationnel £ € Q tel que

|x—§\<€.

Preuve: Posons 2’ := z — ¢,y = = + ¢. Par le Théoréme, il existe un rationnel % tel que 2’ < g <y, ce qui
implique bien que —e < z — 2 < +e. O

_Q

En particulier, n'importe quel irrationnel peut étre approximé par un rationnel, a un degré arbi-
traire de précision.
Exemple 1.29. Nous avons donné des approximations de 7 dans l'introduction. Dans le langage
de la présente section, ces approximations s’expriment ainsi :
22
7 - | <001

‘ 333

"7 106
| 103993

7T j—
33102

< 0.0001

< 0.000000001

Donc méme si 7 est irrationnel, on sait maintenant qu’on peut fixer un ¢ > 0 aussi petit que 'on
veut, et le théoréme garantit qu'il existe un rationnel ? & distance au plus € de  :

mT——| < ¢€.

’ p
q
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1.9. Ensembles ouverts et fermés

Il se trouve que les irrationnels, eux aussi, permettent d’approximer n’importe quel réel :

Théoreme 1.30. L'ensemble des irrationnels R \ Q est dense dans R.

Preuve: (exercice)

O

On utilisera souvent les deux résultats ci-dessus, de la fagon suivante : Si z € R est un réel quel-
conque, alors quel que soit ¢ > 0 (sous-entendu : aussi petit que 1’on veut), il existe toujours un

rationnel r, € Q et un irrationnel i, € R\ Q tels que

re€lr—e,x+el, L€lr—er+e.

Quiz 1.8.1. Vrai ou faux?

1) O Si E est un sous-ensemble de R possédant un nombre infini d'éléments, alors il est dense.

2) O Si E est un sous-ensemble dense de R, alors il posséde un nombre infini d’'éléments.
3) O R est dense dans lui-méme.

4) 0O Si E est un sous-ensemble dense de R, et si E' C E, alors E’ est dense dans R.

Quiz 1.8.2. Vrai ou faux ? Pour tous réels x,y,

1) oz >0
2) O lz+y] = lz] + |y
3) O | x| = A|z| pour tout A € R

Quiz 1.8.3. Soit x un réel quelconque. Vrai ou faux?
1) O Pour tout entier n > 1, il existe un rationnel y tel que 0 < |z — y| < 5=
2) O Pour tout entier n > 1, il existe un irrationnel y tel que 0 < |z — y| < 10%
3) O Pour tout entier n > 1, il existe une infinité de rationnels y tels que 0 < |z — y| <
2 <

4) O Pour tout entier n > 1, il existe une infinité d’irrationnels y tels que 0 < |x — y|

1.9 Ensembles ouverts et fermés

La notion de “ouvert/fermé”, introduite précédemment pour les intervalles, est en fait une notion

plus générale, et s’applique a d’autres sous-ensembles de R :
Définition 1.31. Soit G C R.
1) G est ouvert si pour tout = € G il existe un € > 0 tel que
]ZE—€7I‘+€[C Ga

c.-a-d. tel que 2’ € G pour tout 2’ €|z — ¢, 2 + €.

2) G est fermé si son complémentaire (c.-a-d. G := R\ G) est ouvert.

Un intervalle ouvert (au sens des sections précédentes) est effectivement ouvert au sens de la défi-

nition qui précede :
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Exemple 1.32. Considérons G =|0, 1[. Si on fixe un « € G quelconque, alors en prenant un nombre
e > 0 qui est a la fois plus petit que |z| (distance de x a I'extrémité gauche de l'intervalle) et
que |z — 1| (distance de x a I'extrémité droite de l'intervalle), alors 'intervalle |z — ¢,z + <[ est
entierement contenu dans G. Clairement, le choix du ¢ dépend de ou se trouve z : plus = est
proche du bord, plus ¢ doit étre pris petit. L'essentiel est que pour tout = € G, on trouve toujours
un ¢ > 0 tel que |z — ¢,z + ¢[C G. (Sur 'animation ci-dessous, on a épaissi un peu pour y voir

quelque chose.) o
* _
————— e = 0.400
»
r—£& T+ €
e 1
0 T 1

De la méme fagon, on montre que les intervalles de la forme | — oo, a et |b, +-00[ sont ouverts.
Exemple 1.33. G = {z € R : 2 < 2} est ouvert (voir exercices) o

Proposition 2. Si un ensemble G C R est une union d’ensembles ouverts, alors il est ouvert.

Preuve: On donne la preuve dans le cas ol G est une union finie d’ouverts Gy, :
G=GIUGUG3U---UG,.

Siz € G, alors il existe au moins un indice % tel x € Gj. Mais puisque G}, est ouvert, on sait qu’il existe

e > 0tel que |z — ¢,z + £[C Gi. Comme G, C G, ceci implique |z — ¢,z + ¢[C G. O

Exemple 1.34. Considérons G = [a, b]. Cet ensemble n’est pas ouvert, puisque quel que soit la
valeur de ¢ > 0, l'intervalle Ja — ¢,a + ¢[ contient des points qui ne sont pas dans G (utilisez
I’animation ci-dessus pour I'apprécier!). De plus, puisque son complémentaire est

G = [a7b]c :] - OO,G[UV% +OO[7

qui est une union d’ouverts, G un ouvert. Donc G est fermé. o

Exemple 1.35. x Un ensemble contenant un seul point, {z}, est fermé. En effet, son complé-
mentaire est {2} = |—o0, x[ U |z, +00|, qui est ouvert.

* Z est fermé. En effet, son complémentaire est

z¢ = Jn,n+1[,

ne”l

et donc une union d’ouverts, donc ¢’est un ouvert.

Il existe des ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés.
Exemple 1.36. Si a < b, alors I = [a, b n’est ni ouvert ni fermé. En effet,

* I n’est pas ouvert, car si on prend z = q, alors il n’existe aucun ¢ > 0 tel que |z —¢, 2 +¢[C I.

* I n’est pas fermé non plus, parce que son complémentaire est /¢ =| — oo, a[U[b, 400, et si on
prend cette fois 2’ = b, alors il n’existe aucun ¢ > 0 tel que |2’ — ¢, 2" + ¢[C I°.

Exemple 1.37. Q n’est ni ouvert ni fermé.
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* Q n’est pas ouvert. En effet, fixons un r € Q. On a dit plus haut que les irrationnels sont
denses dans R, donc quel que soit ¢ > 0, l'intervalle |r — ¢, r + £[ contient toujours un irra-
tionnel. Donc il n’existe aucun ¢ > 0 tel que |r — ¢, + ¢[C Q.

*x Q n’est pas fermé. En effet, son complémentaire est I'ensemble de tous les irrationnels, et
n’est pas ouvert non plus : puisque les rationnels sont denses dans R, pour tout irrationnel
y, un intervalle |y — ¢, y + €[ contient toujours un rationnel, quel que soit ¢ > 0.

Quiz 1.9.1. Si A C R n’est pas ouvert, alors
1) O il est fermé.
2) O son complémentaire est ouvert.
3) O il existe au moins un x € A tel que |x — e,z + €[¢ A pour tout € > 0.
4) O pour tout x € A, il n’existe aucun € > 0 tel que |x — ¢,z + ¢[C A.

5) O son complémentaire n’est pas ouvert non plus.

Quiz 1.9.2. Soit A C R un ensemble ouvert. Vrai ou faux?
1) O A est borné.
2) OSize A, ye Aetsix <z <y,alors z € A.
3) O Pour tout x € A, il existe ¢ > 0 tel que v — 2¢, x + 2¢[C A.
4) O Il existe € > 0 tel que pour tout x € A, |x — e,z + ¢[C A.
5) O Si B C A est aussi un ensemble ouvert, alors A\ B est un ouvert.

6) O A Il existe une famille d’intervalles ouverts Iy, Iy, I, . . . telle que

A=6LULUI3U---
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Chapitre 2
Nombres : C

2.1 Introduction

Les nombres complexes sont apparus de maniere “accidentelle”, en 1545, lorsqe Cardan généra-
lisa une méthode (inventée par Tartaglia) pour résoudre des équations du troisieme degré de la
forme

2’ +pr+q=0,

en la variable réelle . Sa méthode était innovante du fait qu’elle passait par un calcul qui mani-
pulait “4/—1” comme si ¢’était une quantité réelle.

Une vidéo qui présente I'histoire de cette méthode : How imaginary numbers were invented
(Veritasium) (lien web)

Ce n’est que plus tard que les complexes furent introduits et étudiés de maniere systématique,
par Gauss en particulier.

Apres les avoir introduit de maniere axiomatique, nous présenterons quelques notions élémen-
taires au sujet des nombres complexes, en particulier leur représentation dans le plan complexe,
et la formule de Moivre. Nous utiliserons aussi quelques-unes de leurs propriétés dans la factori-
sation de polyndmes, qui sera utilisée tout a la fin du cours dans le calcul de certaines primitives
de fonctions réelles.

2.2 Définition

Comme R, 'ensemble des nombres complexes, noté C, est un corps, c’est-a-dire un ensemble
muni des opérations +, —, -, +, satisfaisant aux propriétés usuelles.

Ce qui rend ce corps particulier est qu'il est formé de paires de réels, pour lesquelles la définition
d’un produit “-” n’est pas forcément naturelle :

Définition 2.1. On note C I'ensemble des paires de réels, z = (z,y), muni des deux opérations
suivantes. Si z = (z,y) et 2/ = (2/,¢/),
* leur addition est définie
z+2 =@+ y+y),

% et leur multiplication par
22 = (zd — gy zy + 2'y).

Exemple 2.2. (1,2) - (—3,4) = (=11, -2).
)

Exemple 2.3. (a,0) - (z,y) = (ax — 0-y,ay + 0 - z) = (az, ay).
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Lemme 4. (Propriétés des opérations + et -)
1) z+ 2 = 2' + z pour toute paire z, 2" € C
2) z+ (#+2") = (2 +2') + 2" pour tous z, 7', 2" € C

3) L'élément (0,0) est appelé élément neutre pour I’addition, puisque z + (0,0) = (0,0) + z = 2
pour tout z € C.

4) Pour tout z € Cil existe un unique élément noté —z € C et appelé opposé de z, tel que z+(—z) = 0.
En fait, si z = (x,y), alors —z = (—xz, —y) = (—1,0) - z.

5) z-2 =2 zpourtous z,2 € C
6) z- (2 -2") = (2-2')- 2" pour tout triplet z,2', 2" € C
7) z-(Z+2")=2z-2"+ 2z 2" pourtous 2,2/, 2" € C,

8) L'élément (1,0) est appelé élément neutre pour la multiplication, puisque (1,0)-z = z-(1,0) = z
pour tout z € C.

9) Pour tout z € C, z # (0,0), il existe un unique élément appelé inverse, noté 271 tel que
z-27t =21 2=(1,0).

En fait, si z = (x,y) alors

o= ()
72 I y2’ 12 JL y2 :
Preuve: (Voir exercices.) O]

* Une fois que 1’on a I'addition et la notion d’opposé, on a aussi une soustraction :si z’, 2" € C,
on définit leur soustraction :
Z/ _ Z// - Z/ + (_Z//) )

* Une fois que 1’on a la multiplication et la notion d’inverse, on a aussi une division :si z, 2’ € C
et si 2/ # 0, on définit leur division :

n fois

Informel 2.4. Remarquons que I'on n’introduira pas d’ordre total sur C, c’est-a-dire que 1'on ne
définira pas, comme on le fait sur R, de symboles tels que “<, >, <, >".
En effet, entre (1,2) et (2, 1), lequel définir comme étant le “plus grand” ?

2.2.1 Un sous-ensemble de C identifié avec R

Remarquons que sur le sous-ensemble de C formé des paires dont la deuxieme composante est
nulle, (z,0), on a les propriétés suivantes :

* (x,0) + (2/,0) = (z + 2/,0)
* (x,0) - (2/,0) = (xa',0)
* Opposé : —(z,0) = (—=x,0)

x Inverse : Six # 0, alors (z,0)~! = (271,0)
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Ces propriétés montrent que les nombres complexes (z,0) se comportent essentiellement comme
des nombres réels. Ceci méne a faire l'identification suivante, méme si elle représente un abus de
notation :

“R={(z,0)€C : zeR}

Cela signifie que dorénavant, nous ferons comme si R était un sous-ensemble de C. De plus,

“_7

lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, on écrira simplement “z” pour un réel, au lieu de “(z, 0)”.
Par exemple, 0 sera considéré comme étant (0, 0). Cette simplification aura I'avantage de faciliter
'écriture et la lecture d’expressions.

2.2.2 L’équation z? + 1 = 0 et le nombre i

Définissons le complexe
i:=(0,1).

On remarque que
(_|>2 =i = (07 1) ’ (O’ 1) = (_]—70) =-1,

et donc que i et —i sont solutions de I’équation
Z4+1=0.

En d’autres termes, dans C, le polyndme 22 + 1 peut étre factorisé (ce qu’on ne peut pas faire dans
les réels!) :
Z2H+1l=(z-i)(z+i).

Puisque i est un complexe dont le carré vaut —1, on pourra abuser un peu de la notation suivante :

i=v—1.

“Toutes les expressions comme y/—1, /=2, ... sont des nombres impossibles ou imaginaires, puis-
qu’ils représentent les racines carrées de quantités négatives; de ces nombres, nous pouvons
seulement affirmer qu’ils ne sont ni zéro, ni supérieurs a zéro, ni inférieurs a lui, ce qui néces-
sairement les rend imaginaires ou impossibles. ”

Leonhard Euler, env 1750

Remarquons que

2.2.3 Partie réelle, partie imaginaire

On peut maintenant écrire, pour tout complexe (z,y) € C,

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (0, )y = = + iy,
Ainsi, I'expression du produit de (z,y) = z + iy et (2, y') = 2’ + iy’ se retrouve facilement :

(z,y) - («,y) = (x +iy)(a" +iy')
= za’ + ayi + 2yi +yy' P2
=—1
= (z2’ —yy') +i(zy + 2'y)
= (zz' —yy zy +2'y).
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Définition 2.5. Si z = (z,y) = x + iy,
* Re(z) := z est la partie réelle de z.

* Im(2) := y est la partie imaginaire de 2.

Ona
Re(z + 2') = Re(z) + Re(?')
Im(z + 2') = Im(2) + Im(2") .
Comme on a dit plus tot, les nombres sans partie imaginaire (Im(z) = 0) sont identifiés avec les

réels. Aussi, les nombres sans partie réelle (Re(z) = 0) sont les nombres purement imaginaires.
En particulier, i est purement imaginaire.

2.24 Conjugué et module

Remarquons que
(z+iy)(z —iy) = 2" +y°.
Ceci mene naturellement a introduire deux notions :
Définition 2.6. Si z = x + iy,
% le complexe Z := = — iy est appelé complexe conjugué a z,
* le réel |2| := /22 + y2 est appelé module de z.

Lemme 5. Le conjugué et le module jouissent des propriétés suivantes :

1) z==z 6) [z] = |2|
2) z=7Zsiet setﬁementszz eR 7) (B =2
3) z+2=Z+72
4) 27’ =z

5) 2z = |z|? 9) =22 =Imz

Preuve:
1) Siz =z + iy, alors

Z=stiy=x—iy=x+iy==z.
2) Siz = x + iy, alors z = 7 si et seulement x + iy = x — iy, qui signifie y = —y, c’est-a-dire 2y = 0, et
donc y = 0. Ceci signifie bien que z est réel.
3) 24+ =(@x+iy)+@+iy)=(+2)+ily+y)=(x+2")—i(y+y)
Les autres propriétés se démontrent de fagon similaire. O

On peut calculer une division % en divisant et multipliant par le conjugué de 2’ :

2 xtiy (x+iy) (2" —iy) 2.1)
o ! + iy’ o (ZE' + iy’)(x’ _ iy’) )
zz' +yy' +i(yr’ — xy)
_ o 2.2)
zz + yy/ . yx' _ xy’
= x’2+y’2 ! x/2+y/2 ’ (23)
~" - N/_/
=Re(%) =Im(%)

Cette expression permet aussi de retrouver la formule pour 'inverse :

P r .y ( z —y)
x2+y2’x2+y2 :

= | =
z  wrtyr 2 +y?
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2.2.5 Résoudre des équations complexes simples

Remarque 2.7. Soient z = = + iy, 2’ = 2’ + iy/. Alors
z=2 & r=1ety=1".
On utilise cette propriété pour résoudre des équations. o
Exemple 2.8. Résolvons I'équation du premier degré en » donnée par
z—3iz—=3+6i=0.
Une maniere de procéder est d’isoler z, et de faire la division a I'aide du conjugué :
1-3i 10 10
Sinon, on peut aussi poser z = a + bi, injecter dans 1'équation de départ et réarranger :
0 = (a+ bi) — 3i(a + bi) — 3+ 6i
=(a+3b—3)+i(b—3a+6).
Or pour qu'un nombre complexe soit le complexe nul 0 + i0, ses parties réelles et imaginaires
doivent toutes deux étre égales a zéro, ce qui implique que a et b sont solutions du systeme

a+3b—3=0
—3a+b+6=0,

ce quidonnea = &, b = 2. o

Quiz 2.2.1. Parmi les identités suivantes, lesquelles sont correctes ?
DoA+i1—i=2
20 (i+D30+2)(i+3)=6—i
3) O0l1+i+i2+d+..-+iM=0

2.3 Le plan complexe

2.3.1 Identifier C avec le plan cartésien

Il est naturel de représenter un nombre complexe z = (z,y) = = + iy a 'aide d'un point dans le
plan cartésien, dont 1’abscisse est = et 'ordonnée y. On remarque alors que le module |z| n’est
autre que la distance qui sépare z de I'origine, et que Z est obtenu en réfléchissant z a travers 1’axe
Ox :

|z| =1.879... z

.zrﬂ

LJ

Les z purement réels se trouvent sur I'axe Oz, que I’on nomme alors 'axe réel, alors que les z
purement imaginaires se trouvent sur I’axe Oy, que I'on nomme alors I’axe imaginaire. On parle
alors du plan complexe.
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2.3.2 Représentation polaire : module et argument

Mais il existe d’autres fagons de repérer un point dans le plan. Par exemple, on peut associer a
tout z € C sa distance a l'origine, donnée par son module |z| = r, et considérer I'angle orienté ¢
formé par z et 'axe réel :

r=1.221...
6 =0.960... r

Siz=z+iy,ona

On peut donc écrire z sous forme polaire :

z =r(cosf +isinf).

On appelle 6 I'argument de z, et on le note § = Arg(z). Si z = = + iy, et  # 0, son argument ¢
satisfait

tan@zg.

x
Bien-str, f étant défini a un multiple entier de 27 preés (puisque sinus et cosinus sont 2r-périodiques),
il n’est pas unique. Lorsqu’on considere I'unique argument pour lequel 6 €] — 7, 7], on appelle ¢
I’argument principal de z (comme celui de I'animation ci-dessus).

Remarque 2.9. Le seul complexe dont on ne définit pas I’argument est z = 0. o
Exemple 2.10. Mettons z = 2 — 2+/3i sous forme polaire, et calculons son argument principal.
D’abord,
r=lzl=v4+12=4,
et donc
2 =4(; - %)
Comme § = cos(—%) et =% = sin(—%), I'argument principal de z est § = —%. Sa forme polaire

peut donc s’écrire
z =4(cos(—%) +isin(—%))

o

La représentation polaire des nombres complexes représente des avantages trés importants par
rapport a la représentation cartésienne. La principale raison est que I'argument posséde quelques
propriétés remarquables, que nous listons dans une proposition. (Comme 1’argument n’est pas
défini de maniere unique, il faudrait rajouter partout “modulo 27”.)
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Proposition 3. (Propriétés de I'arqument)
1) Arg(z) = — Arg(2)
2) Arg(z2') = Arg(z) + Arg(2') &
3) Arg(%) = Arg(2) — Arg(/)
(

4) Arg(z") = nArg(z)

Preuve:
1) Trivial
2) ASiz=r(cos +isinf) etz =1/ (cost +isind’), alors
22" =rr'((cosfcosf —sinfsind’) + i(cos O sin 6’ + cos ' sin b))
—cos(6+0) —sin(0-+6")
= rr’(cos(6 + 6') + isin(f + ¢"))

On a donc Arg(zz') = 0 + ¢ = Arg(z) + Arg(2').
3) Calcul semblable :

z r cosf +isinf

2 1/ cosf +isin®
= 1/ ((cosﬂcos ¢’ + sin@sing’) + i(sinf cos ¢’ — sin ¢’ cos 9))
r

= 1/((308(9 —0') +isin(g —¢'))
r
4) Sin =1iln’y arien a démontrer :
Arg(z) = 1 Arg(z).

Supposons que la formule a été démontrée pour n, c’est-a-dire supposons que Arg(z") = n Arg(z).
On vérifie que la formule vaut aussi pour n + 1, en calculant

Arg(z"h) = Arg(2"z)
= Arg(z") + Arg(z)
=nArg(z) + Arg(z) = (n+ 1) Arg(z) .

Voyons les conséquences de ces propriétés.
D’abord, on apprend quelque chose sur l'interprétation géométrique de la multiplication com-
plexe :

Corollaire 2. Soit w € C un nombre complexe de module r et d’argument 6. Alors pour tout z € C, le
complexe wz est obtenu en faisant tourner z autour de I'origine, d'un angle de = Arg(w) (dans le sens
anti-horaire), et en multipliant son module par r.

Preuve: En effet, wz a pour module |wz| = |w]||z| = 7|z|, et pour argument
Arg(wz) = Arg(w) + Arg(z) = Arg(z) + 6.
0

En particulier, si |w| = 1, la multiplication de z par w revient a simplement faire tourner z d'un
angle § = Arg(w) (sur cette animation, on a représenté le cercle de rayon 1 en traitillé) :
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Wz

Si, plutot que de multiplier z par un complexe w, on le multiplie par lui-méme, un nombre arbi-
traire de fois, on obtient la formule de de Moivre (lien web) :

Théoreme 2.11. (Formule de Moivre) Si z = r(cos 8 + isin 8), alors pour tout entier n > 2,

2" = r"(cos(nfd) + isin(nb)) .

Preuve: Par la propriété Arg(z") = n Arg(z), utilisée pour le complexe cos € + isin6 :

2" = (r(cosf +ising))"
=1"(cos 0 +isin)"
= r"(cos(nh) + isin(nf)) .

O

Sur I'animation ci-dessous, on a représenté un complexe z, ainsi que ses puissances 2", pour n =
1,2,3,4,5,6 (déplacer z!) :

Cette animation permet de voir la formule de Moivre a 'oeuvre, “a 1’oeil nu”. En effet,
% l'argument de 2" est égal a 'argument de z multiplié par n, et

* le module de 2" est égale au module de z élevé a la puissance n. Par conséquent, si |z| < 1
(z est a l'intérieur du cercle de rayon 1, représenté en traitillé), alors les puissances 2" sont
plus proches de l'origine, et si |z| > 1 (z est a 'extérieur de ce cercle), alors les puissances 2"
sont plus éloignées de 'origine.)
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Quiz 2.3.1. Parmi les identités suivantes, lesquelles sont correctes ?
1) O Arg(z+ 2') = Arg(z) + Arg(2’) pour tous z,2' € C
2) O Arg(Az) = XA Arg(z) pour tous A € R, z € C
3) O Arg(z™') = Arg(z) pour tout = € C\ R
4) O | Arg(z)| = Arg(|z|) pour tout z € C
5) O | Arg(z)| = Arg(|z|) pour tout z € R

Quiz 2.3.2. Parmi les identités suivantes, lesquelles sont correctes ?
1) O z = z si et seulement = € R
2) O Z = —z si et seulement si z est nul ou purement imaginaire
3)02+z2=2-%

4) 0 z~' =z ' pour tout z # 0

5) O 2% = 0 pour tout z € C

6) 01+1+z=2+2

7) 0 G+1)(i+2)+3)=6—i

8) O1+2+3++(z—1)+2 =220

9) IZ\1+z+z2—|—-~-+z”:%(lorsquez;«él)
10) O 4z — (14+Re(2))?—Im(2)%2—2(1+Re(2)) Im(2)i

1-z [1+Z|
11) O |z + 2| = |2| + |#| pour tout z,2' € C
12) O Si|z| = |z|, alors z € R

2.4 Exponentielle complexe

Considérons la fonction ¢ : R — C définie par
©(0) :=cosf +isinb.

Par la propriété de I'argument,
p(O)p(0) = p(6 +6').

Cette relation n’est pas sans rappeler la propriété de base de la fonction exponentielle (définie sur
R):

On peut profiter de cette analogie pour introduire une nouvelle fonction sur C :

Définition 2.12. Soit z € C. Alors I’exponentielle de z est définie par

exp(z) := e**®) (cos(Im(z)) + isin(Im(z))).

Remarque 2.13. Dans cette définition, la partie “eR*(*)” est 'exponentielle classique (du réel Re(2)),
et “cos” et “sin” sont les fonctions trigonométriques usuelles. En particulier, si Im(z) = 0, c’est-a-
dire si z est un nombre réel, alors exp(z) coincide avec “l’exponentielle de z” au sens classique du
terme. Pour cette raison, par abus de notation, nous écrirons souvent “e*” au lieu de “exp(z)”. ©
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Proposition 4. (Propriétés de z — exp(z))
1) e?e? — er+
2) |€z‘ — eRe(z)
3) Arg(e®) =Im(z)

4) e* T2k = = (périodicité dans la direction imaginaire)

Preuve: 1) suit de la formule pour 'argument : si z = = + iy, 2/ = 2’ + i/, alors en utilisant la fonction ¢,

! / H /
o — et Hi(y+y)

= o te (cos(y +¢/) +isin(y +y'))
= "oy +y/)

=" p(y)ey)

=e"e

T

2)Siz = w+ iy, alors || = |e"p(y)| = |e”|lp(y)] = |e”| = €.

3) et 4) suivent directement de la définition de e*. O]

Informel 2.14. La définition de ¢* donnée ci-dessus peut paraitre un peu arbitraire. En analyse
complexe, I'exponentielle est en général définie par une série (nous ne traiterons pas des séries
complexes dans ce cours) :

n

exp(z) :== Z % :

n=0 ’

On peut montrer que cette définition satisfait a toutes les propriétés énoncées ci-dessus, et qu’elle
coincide avec I'expression que nous avons utilisée pour définir e.

2.4.1 Exponentielle de nombres purement imaginaires, Formule d’Euler

L’exponentielle d"'un nombre purement imaginaire iy n’est donc autre que ¢(y) :
e =cosy +isiny.

Ainsi, la fonction y — €Y jouit des propriétés suivantes :
Yy
* e =1
* el = el(-v)
* el = ilyty)

% €0 — cily=y)

e’
. _ eY—eTlY
* SINY = o
_ eV4e
* COSY = B —

Observons €Y pour quelques valeurs particulieres de y.
pour quelq p

[VE]

*x ez =],
*x e2km — 1 Vk € Z,
* Formule d’Euler: ¢™ = —1.
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2.4.2 Représentation polaire/exponentielle

Si un complexe z € C est tel que |z| = r et Arg(z) = 6, on peut maintenant le représenter sous
forme polaire/exponentielle (on dira plus simplement polaire) :

z=re
La formule de Moivre devient maintenant :

2" = (re?)" = 1" = r"(cos(nf) + isin(nd)) .

La représentation exponentielle des nombres complexes est utile dans de nombreuses situations,
par exemple pour calculer des puissances :

Exemple 2.15. Si z = 2 — 2+/3i, que vaut 2%%?
Calculer cette puissance en multipliant z par lui-méme 998 fois, a I’aide de la définition du produit

complexe uniquement, n’est probablement pas une bonne idée. Utilisons plutot la forme polaire
de z, déja calculée plus haut :

2= 4

Par la formule de Moivre,
999 _ 4999 ,i(—999F) _ 4999 ,i(—333m) _ 4999 i(—166-2n—m) (2.4)
_ 4999 ei(—166~2ﬂ') ei(—TF) (25)

=1 =1
= 499 (2.6)
o
Exemple 2.16.
NoE G

(' () ey
1+ \/ie'%

o

Finalement, la notation polaire/exponentielle est utile pour résoudre des équations en une va-

riable complexe z. Pour cela, on aura souvent besoin de se souvenir que si z, 2’ sont deux nombres
L ) : >

complexes écrits sous forme polaire, z = re et 2/ = r'e?, alors

!/

z2=2z 2 r=retd =0 +2kn

pour un entier k qui peut étre quelconque.
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Exemple 2.17. Considérons I'équation complexe

Z\ 2
<:> =z.
Z
On se rend vite compte, en essayant de poser z = a + ib, que 'approche cartésienne n’est pas la

bonne. Ecrivons plutdt z = re. L'équation devient alors

0

rel? \2 -
( i9> =re’,
re-

el49 — 7"6‘6 )

qui est

On a donc (voir la remarque ci-dessus) » = 1, et
40 = 0 + 2k,

ce qui donne 0 = k2F, et donc toute solution est de la forme z = ¢ . On obtient trois solutions

distinctes en prenant £ = 0, 1, 2. o

Dans la section suivante, nous verrons l'utilité de la notation polaire/exponentielle pour trouver
les racines d"un nombre complexe.

2.5 Racines de nombres complexes

Un autre avantage de travailler avec la forme polaire/exponentielle est qu’elle fournit une ap-
proche rigoureuse dans la recherche des racines d"un nombre complexe.

Définition 2.18. Soit w € C et n € N un entier. Un complexe z € C qui satisfait
M=w

est appelée racine n-éme de w.

Remarquons que w = 0 ne possede qu’une seule racine, car 2" = 0 n’a qu'une seule solution :
z = 0. Mais un complexe w # 0 possede exactement n racines n-émes :

Théoreme 2.19. Soit w = se'?, s > 0. Si n € N,, alors les racines n-émes de w sont données par

{oh="4s-¢"5 1 k=0,1,2,...,n—1}

Preuve: En écrivant z = re'?, par de Moivre, 2" = r"ei™ Dong, 2" = w si et seulement si "™ = se'¥, ce
qui entraine

" =s, nf = o+ 2km,
ou k est arbitraire, ce qui donne

+ 2km
r=13/s, =2
n

Remarquons que les entiers k qui donnent des solutions distinctes sont £ = 0,1,2,...,n — 1. O

Par I'expression ci-dessus, on voit que les racines n-emes de w sont réparties sur un cercle de
rayon {/s, aux sommets d’un polygone régulier.
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Exemple 2.20. Calculons les racines 2-émes (appelées aussi racines carrées) de —1 + i :
22 = —1+i

Commeiciw = —1+4i=+/2-¢€7T, les racines sont

3F 1ok

= V2-d T = V2. dFHY =01,

c’est-a-dire

4 s 4 jllm
20 =V2 €%, 2 =v2-€ew .

Les racines zj et z; sont sur un cercle de rayon V2, et leur carré est bien égalaw = —1+i (sur
'animation ci-dessous, déplacer z de fagon a ce que z? = —1+1) : o
-1+ 20 5
z
[ ]

Z1 A

Informel 2.21. Si 2* = —1 + i, on pourrait &tre tenté d’écrire = = ++/—1 + i. On évitera pourtant
d’utiliser le symbole “y/ ” pour les nombres complexes, la fonction “racine carrée” z — /z étant
une fonction qu'il est délicat de définir rigoureusement sur tout C.

Exemple 2.22. Calculons les racines cubiques de i :

27 =1.
Commei = 1-¢'3, les racines sont
L G2k s(m oy 2k
Ze=V1-e"35 = GETT) k=0,1,2,
c’est-a-dire
iT ST 3™
Zop=€6, zZ1 =€ 6, Zo = € 2 .

Ces racines sont sur le cercle trigonométrique, aux sommets d'un triangle équilatéral, rendu vi-
sible sur cette animation :

z1 z0 9

on
L A8

o<

<2
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o
Exemple 2.23. Calculons les racines sixiemes de 1'unité, c’est-a-dire les solutions de
A =1.
Sous forme polaire, 1 = 1€, et donc ses racines sixiémes sont
042k km
e=V1-e 5 =¢s | k=0,1,2,3,4,5.
22 21
ZG iz
z3 [ ] ZD
1
z4 zs
o

Quiz 2.5.1. Vrai ou faux?

1) O Siw € C est non-nul, et si n € N, alors I'équation 2" = w posseéde exactement n racines
distinctes.

2) O Si f(2) # 0 pour tout z, et si n € N*, alors I"équation 2™ = f(z) possede exactement n racines
distinctes.

2.6 Le Théoréme Fondamental de 1’Algébre

Soit P(z) un polyndome complexe en z :
P(2) = ag + a1z + ag2® 4+ - - - + a, 2",

ot les coefficients a;, € C. On dit que P est de degré n si a,, # 0.

Si z, € Cest tel que

z, est appelé racine du polyndéme.

On sait que dans les réels, certains polyndmes (comme par exemple 22 + 1) ne possédent pas de
racines réelles. Dans les complexes, c’est tres différent :

Théoreéme 2.24. (Théoreme Fondamental de I’ Algebre) Dans C, tout polyndme P de degré n > 1 possede
au moins une racine.

Nous ne donnerons pas la preuve compléte de ce théoréme, mais nous esquisserons un argument
géométrique qui contient I'idée centrale de I’argument, sur un exemple. L'adaptation au cas géné-
ral ne présente pas de difficulté supplémentaire (méme si des notions un peu plus avancées sont
nécessaires pour l'exprimer rigoureusement).
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Exemple 2.25. Considérons un polyndme de degré 5, par exemple :
P(z) = (24i) +iz+2°.

Comme ce polyndme contient un terme constant 2 + i # 0, la recherche d"une racine de P est un
probleme non-trivial.

Travaillons en représentation polaire,

et cherchons une racine de P en balayant tout le plan complexe, en passant des petites aux grandes
valeurs du rayon r > 0.

Pour commencer, remarquons que si r = 0, alors z = 0, et I'image de ce point par P est égale au
terme constant :

P(0)=2+i#0.
Donc z = 0 n’est pas racine de ce polyndme, et on commence a augmenter le rayon.

Pour un r > 0 fixé, considérons le cercle C, C C de rayon r centré a l’origine (en rouge sur
I’animation ci-dessous). L'image de C, par P,

P(C,):={P(z) : z€ C,},

est une courbe fermée dans C que nous appellerons lacet (en bleu sur 1’animation ci-dessous).
Si le lacet P(C,) touche l'origine, c’est qu’il existe un z € C, tel que P(z) = 0.
Remarquons ensuite que

* Sir est petit, P(C,) est un petit lacet qui entoure P(0) = 2 +i.

* Sir est grand, alors P(C,) est un grand lacet qui entoure 5 fois 1’origine.

En augmentant r progressivement, il doit donc exister au moins une valeur r, > 0 pour laquelle
P(C,,) touche l'origine. Donc pour cette valeur r,, il existe un z, € C,, tel que P(z,) = 0. o

r=0.887... P(z)=2+itiz+2°

P(z)=(2+1i)+iz+2".
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O
. .
..........

On comprend que la preuve du résultat général (pour un polyndme P quelconque) peut se faire
en adaptant 1'idée présentée ci-dessus. Le méme argument est présenté dans The Fundamental
Theorem of Algebra (Numberphile) (lien web).

Poursuivons :

Lemme 6. Soit P(z) un polynome de degré n > 1, et soit zy € C un complexe fixé. Alors il existe un
unique polynome ()(z), de degré n — 1, tel que

P(z) = (2 — 20)Q(2) + P(20) Vz e C.

Preuve: Supposons que P est de la forme
P(z) =ag+ a1z + az® + - + a,2".
Considérons les nombres by, b1, . .., b,—1 définis inductivement par
bp—1:=an
bp—2 := 20bp—1 + an—1
b1 := zoby + a9
bo := zob1 + ay,

et définissons

Q(2) :=bg + b1z +boz? + -+ b, 12" L.
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Remarquons que si on développe le produit (z — z9)Q(z) et qu’on regroupe les puissances de z, on obtient :

(2 — 20)Q(2) = — 20bo
+ (bg — 20b1) 2
———
=a1
+ (bl — Zon) 22
————
—=as
+ P
+ (bp—2 — 20bp—1) 2"
————
=0n—1
+bp1 2"
~—~—

=an

-1

= —zpbp + (P(z) — ayp) ,

c’est-a-dire
(Z — ZQ)Q(Z) + zobo + ap = P(Z) .

En évaluant cette identité en z = z(, on obtient zpby + ag = P(z9), et donc

(2 = 20)Q(2) + P(20) = P(2).

Ce résultat implique que si z; est une racine de P, alors P peut se factoriser en un produit :

P(z) = (2 = 20)Q(2) ,

ou () est la division de P par z — 2;; on peut obtenir () par division Euclidienne, ou alors a I’aide
de la formule de récurrence pour ses coefficients, vue dans la preuve du lemme (on appel cette
relation un Schéma de Horner).

On peut maintenant énoncer une version un peu plus forte du Théoréme Fondamental :

Théoréme 2.26. Dans C, tout polynome P de degré n > 1 possede n racines : il existe z1, . . ., z, € C tels
que
P(z)=0 Vk=1,2,...,n.

De plus, P peut se factoriser comme suit :

P(z)=apn(z—21) (2 —2z,) -

Preuve: Soit P un polynéme de degré n. Alors le Théoreme Fondamental et le lemme du dessus garan-
tissent qu'il existe z; € C et un polyndme Q)(z), de degré n—1, tel que P(z) = (2 — 21)Q(2). On peut ensuite
répéter 'argument avec () : il existe zp € C et un polyndme )’ (z), de degré n—2, tel que Q(z) = (z—22)Q'(2),
etc. Le procédé se termine lorsque P s’est exprimé comme un produit

P(z)=C(z—2z1)(z—22) - (2 — zn),

ou C € C est une constante. Puisque le terme de plus haut degré associé a ce produit est Cz", on en déduit
que C = ay. O

Dans la section suivante, nous verrons comment obtenir explicitement cette factorisation.
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2.7 Polynoémes et factorisation

Le Théoréme Fondamental garantit qu'un polynéme complexe quelconque de degré n,
P(2) = ag + a1z + azz® + - + ap,2", a, # 0,
posseéde n racines complexes 21, 29, . . ., 2,,, et peut se factoriser en
P(z)=an(z—21) (2 — zn) .

Passer de la premiere forme a la seconde est ce qu’on appelle la factorisation de P.

La factorisation est donc directement reliée a la connaissance des racines de P. Voyons quelques
exemples.

Exemple 2.27. Factorisons le polynome

P(2)=2"+22+2, (ag =1#0),

en commengant par chercher ses racines. L'équation P(z) = 0 ne posseéde pas de solutions réelles
puisque A = 4 — 8 = —4 < 0. Mais étant de degré 2, P(z) doit posséder deux racines complexes
(garanti par le Théoreme Fondamental de 1’Algebre). Voyons deux fagons de les trouver.

1) On pose z = a + bi (ot a et b sont réels!), que I'on injecte dans 1'équation 2% + 2z + 2 = 0,
pour trouver
(a® — b* +2a +2) +i(2ab+2b) = 0.

-~
=0 =0

On a donc un petit systeme

-0 +2a+2=0
2b(a+1) =0.

Considérons la deuxieéme condition : 2b(a + 1) = 0.
x Cas 1) : b = 0. Signifie que z est réel, or on a déja dit qu’il n'y a pas de solution réelle.
*x Cas 2):a = —1. Inséré dans la premiere condition, on obtient b = +/1 = +1.
On en déduit I'existence de deux racines, z; = —1 —ietzg = —1 +1i.
2) On utilise la formule classique
_ —bEVPE—dac -2+

2a 2
—2+2y-1

2
=—-1+v-1

=—-1%£i.

z

On a donc la factorisation de P :
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Remarque 2.28. Dans le cas général d"une équation du deuxieme degré de la forme
az> +bz+c¢=0,

ot a,b,c € Ceta # 0, on peut procéder comme dans le cas réel, en commengant par remarquer
que I'équation est équivalente a
N b\? b —dac
24+ — ) =— =w.
2a 4a?

Lorsque w # 0, on peut alors chercher ses deux racines (au sens de la section sur les racines de
complexes (lien vers la section m_complexes racines)), disons y, € C et y; € C, et conclure
que les deux racines du polynéme sont

b

2= —5= T Yk, k:071

2a
Donc la formule =t£vr-=tac V2b2_4ac, habituellement utilisée pour des polyndomes de degré 2 a coefficients
réels, peut aussi s’utiliser lorsque les coefficients sont complexes, sauf que dans ce cas, toutes les
grandeurs apparaissant sont complexes, et le terme “£+/b? — 4ac” doit se comprendre comme
étant la recherche des deux racines carrées du complexe b? — 4ac. o

La factorisation compléte d'un polyndme peut étre laborieuse, surtout si celui-ci est de degré
élevé. Nous verrons quelques exemples en fin de section.

Par contre, la factorisation d’un polyndéme de la forme P(z) = 2" — w s’obtient directement, a
partir des racines n-emes de w.

Exemple 2.29. Par un des exemples traités dans la section précédente, la factorisation de P(z) =

z3 — i est donnée par

5T 3T

P(2)=(z—€8)(z—€o)(z—e7).

2.7.1 Racines multiples

Ce que le théoreme fondamental ne dit pas, c’est si les racines sont distinctes; or elles ne le sont
pas toujours.

Définition 2.30. Si n, est le plus grand entier tel que (z — z.)"* divise P, on dit que z. est une
racine de P de multiplicité n..

Exemple 2.31. Le polyndme
P(z) =2 —2z—1= (2 —i)?
possede deux racines confondues : z; = 2z, = i. Donc i est une racine de multiplicité 2. o

En tenant compte des éventuelles multiplicités, la factorisation d'un polynéme de degré n est
donc de la forme
P(z) = an(z = 2,)" (2 = 25,)" -+ (2 = 2)"™

ol maintenant les racines z;,, ..., z;, sont toutes distinctes, et ou les entiers ny, ..., n; satisfont a
la condition: ny +ny +--- +ni = n.

Exemple 2.32. Le polyndme P(z) = z° — (4 — 3i)2? + (4 — 12i)z + 12i peut se factoriser ainsi :
P(2) = (2 + 3i)(z — 2)°.

Ainsi, la racine z; = —3i est de multiplicité n; = 1, et 2o = 2 est de multiplicité 2. o
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2.7.2 Racines d’un polynoéme a coefficients réels

Proposition 5. Soit P(z) un polyndme dont les coefficients sont tous réels (a;, € R). Si z, est une racine
de P,
P(z,)=0,

alors Z, est aussi racine de P :
P(z)=0.
Preuve: Soit P(2) = ag + a1z + azz® + - - - + a,2". Supposons que P(z.) = 0. Alors

P(Z%) = ag + a7 + a2 4+ - 4 an 7"

ap + a17x + agz2 + -+ + apzl

=ap+ a1z« + a2z + -+ apz?

(2)

i
o ol Ny

donc 7z, est aussi racine de P. O

Une conséquence intéressante est que si un polyndme a tous ses coefficients réels, alors a chaque racine
2, correspond une racine conjuguée : z,.

Exemple 2.33. On a vu plus haut que le polyndéme P(z) = 2? + 2z + 2, dont tous les coefficients
sont réels (agp = a; = 2, ay = 1), posseéde deux racines : z; = —1 — i et 25 = —1 + i. Et effectivement,
celles-ci sont conjuguées 1'une par rapport a 'autre :

29 — 21 .

Ce résultat a deux conséquences tres utiles. La premiére :

Corollaire 3. Si P est de degré impair et que tous ses coefficients sont réels, alors il posseéde au moins une
racine réelle.

Preuve: En effet, si P est de degré impair, alors par le théoreme fondamental de 1’algebre ’ensemble de ses
racines,
R:={z€C: P(z) =0},

contient un nombre impair d’éléments (méme si certaines racines sont confondues). Par la proposition ci-
dessus, si z € R est une racine telle que Im(z) # 0, alors R contient aussi Z # z. On peut donc retirer de R
toutes les paires de racines distinctes conjuguées de ce type.

¢ Z2 ig
2, E.s ek
N
2h TS
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Puisque R contient au départ un nombre impair d’éléments, on conclut qu’apres avoir retiré toutes ces
paires, il doit rester au moins une racine dont la partie imaginaire est nulle; cette racine est donc réelle. [

Remarque 2.34. Plus tard, on démontrera ce corollaire d"une autre maniere, a 1’aide du théoréme
de la valeur intermédiaire. o

Exemple 2.35. Le polyndme
P(z)=2"—nz8+v22—1

est de degré impair, et tous ses coefficients sont réels. Par le corollaire, il possede au moins une
racine réelle. o

2.7.3 Factorisation de polyndémes a coefficients réels
La deuxiéme conséquence est sur la structure de la factorisation des polynomes réels :

Corollaire 4. Tout polyndéme a coefficients réels P(x) peut se factoriser en un produit de polynomes irré-
ductibles de degré 1 ou 2, a coefficients réels eux aussi.

Preuve: Avec les mémes coefficients réels, laissons la variable devenir complexe : P(z). Par la proposition,
si z, est racine de P, alors Z, l’est aussi. Donc la factorisation de P sera de la forme

Or si on met ces deux termes ensemble, on obtient

(z—2) (2 —Zn) =22 — (2 + )2 + 2%
=22 (2Re(z4)) z + ]z*\Q ,
——— ~—

€R! €R!

qui est bien un polynome de degré 2 a coefficients réels. Ceci prouve l’affirmation. O

Exemple 2.36. Utilisons cette méthode pour donner une factorisation du polynéme réel
P(z)=2*+1

(dont tous les coefficients sont réels) par des polyndmes de degré 2 réels. On commence par cher-
cher ses racines complexes, qui sont solutions de P(z) = z* + 1 = 0. Ces racines satisfont donc
2* = —1; ce sont les racines 4-emes de w = —1. On trouve les racines 4-emes de —1, par la méthode

de la section précédente. On commence par écrire

w=-1=1 €7,
qui donne, par le théoreme,
s= V14T k=0,1,2,3.
On trouve donc
k::O:zo:ei%:—i—‘/?i—i—i‘/?§
l{:zl:zl:ei?’f:—‘/75+i*/75
:2.22— I%T:—\/Tﬁ—l\/T§
k;:3:ng,zei%:—P/Ti—i‘/T5
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La factorisation de P en facteurs irréductibles complexes est donc

P(z) = \1/(2 —20)(z — 21)(z — 22)(2 — 23) .

as=1

On remarque que

23:2:_07 =21

Les paires conjuguées de racines de P(z) = z* 4+ 1 sont donc (2o, 23) et (21, 22).

2, 2o

El=zz %,=£_‘

Z, 23

En regroupant ces termes dans la factorisation, on obtient des polyndmes de degré 2 a coefficients
réels :

(2 = 20)(2 = 23) = (2 = 20) (2 — =0)
=22 —2Rezz + |20)?
=22 V2241,

(2= 21)(z = 22) = (2 = 21)(z = =1)
=22 —2Reziz + ||?

=224 \/iz +1.
On obtient ainsi la factorisation de P en facteurs irréductibles réels :

P(z) = (2> = V22 +1) (22 + V22 +1).

Informel 2.37. Avec quelques bonnes idées, on peut parfois éviter de passer par tout ce forma-
lisme. Par exemple,
o e 1l = (A s L=
= (2 +1)? - 27°
= (2 +1)° - (V22)?
= (24+1-v22)(Z2 +1+v22)
= (22— V22 + 1)(P+ V22 +1).

Plus tard, on utilisera cette factorisation pour calculer I'intégrale indéfinie

/fld—jil:/(ﬁ—ﬁx—i-lc)lfﬁ—i—\/ﬁx—f-l)'
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2.7.4 Factorisation dans le cas général

Dans le cas général, pour factoriser un polynome complexe P(z), on pourra

* essayer de trouver une premiere racine z; par titonnement,
* effectuer une division euclidienne de P(z) par (z — 21), et donc obtenir P(z) = (z — 21)Q(z),

* recommencer avec ()(z), etc.

Exemple 2.38. Factorisons
P(z) = 2" — (2-30)2" — (1 +5)2+ 2 +2i.

Pour commencer, en testant avec quelques nombres simples, on remarque que P(1) = 0 . Mainte-
nant qu’on a cette racine, on sait que P peut se factoriser :

P(2) = (z = 1)Q(2).

On trouve ((z) en effectuant la division euclidienne de P(z) par (z — 1) :

N
22-(2-3¢c)e- (4+5)2+ 2420 | 2-1
2? --?.z 2 - (1-3) 2 - (2+2i)

| —(1-3c)2"-(4+50)2 + 242
-(e-3:)e® +(4-30)2

| ~(2+20)8 +24+2

={242{)2 +2+2¢

o

On a donc
Q(z) = 2% — (1 - 3i)z — (2 + 2i),

qu’on factorise a son tour. En remarquant que Q(—2i) = 0, on fait la division

\ -
2 - (4-3)e-2-2; | _2+2

2 +2a 2 -(1-¢)

-(1-¢i)e - 2-2
—(1-() 8 -2:(4-¢)

(=]

qui donne Q(z) = (z + 2i)(z — (1 —i)). On a donc factorisé P :

P(z)=(z—1)(2+2i)(z — (1 —1)).
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Quiz 2.7.1. (MAN 2021) Soit P le polyndéme a coefficients réels défini par
P(z)=z'+1, zeR.

Vrai ou faux ?
1) O Il n’existe aucun réel x, tel que P(x,) = 0.

2) O P ne peut pas se factoriser en un produit de monomes du premier degré (du type ax + b avec
a,b e R).

3) O P ne peut pas se factoriser en un produit de bindmes du second degré (du type az* + bx + c avec
a,b,c € R).
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Chapitre 3

Suites réelles

3.1 Définitions et exemples

(ici, Video: v_suites_intro.mp4)

Dans un cours comme celui-ci, le chapitre sur les suites représente le premier dans lequel on
rencontre pour la premiere fois quelques-unes de difficultés centrales de I’analyse. En particulier,
on y discutera pour la premiere fois de la notion de limite.

Informel 3.1. Si on souhaite aborder quelques-unes des principales difficultés liées aux suites et a
’analyse, de maniere informelle, en évitant le langage mathématique (qui est souvent responsable
du blocage des novices), on pourra consulter le texte suivant : Le marchand de billes (billes.
pdf).

3.1.1 Définition
Définition 3.2. Une suite est une famille infinie ordonnée de réels, indexée par des entiers :
a/nou an0+17 an0+27 LR
On utilisera la notation compacte suivante : (@, )n>n,
La suite peut commencer par un indice n, quelconque, mais le plus souvent on considérera ny = 0

ou ny = 1. Quand le premier indice n'importe pas ou peu (ce qui sera le cas lorsqu’on étudiera le
comportement de a,, pour des indices n grands), on écrira parfois (a,) au lieu de (@, )nzn,-

3.1.2 Représentations

On se représente en général une suite (a,),>1 de deux fagons.

La facon la plus simple est de la représenter simplement comme un ensemble de points sur la
droite, {a;,as,...} CR:

Qs Qs o Q.q Qa, Q, Qg-- R
4 = B -

Du fait que cet ensemble est ordonné, cette image peut aussi s’'interpréter comme une trajectoire :
une particule est au point a; au temps n = 1, puis au point a; au temps n = 2, etc.

52 NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


v_suites_intro.mp4
billes.pdf
billes.pdf
botafogo.saitis.net

3.1. Définitions et exemples

Mais une fagon plus intuitive de se représenter une suite est de la voir comme le graphe d"une
fonction

f:N"—=R
n— f(n):=a,.

Ceci revient a représenter les paires de points (n, f(n)) = (n, a,) dans le plan cartésien :

asg a Glsa
a 0'4.a5 dg o .g a3 @ .16
30 O ®
ajq @] a1 aq
® a O °
o
a2
€b7 ——
N o a0
[ ]
aig -
L
a1®

3.1.3 Exemples

Souvent, une suite est définie simplement en disant comment le n-eme terme a,, se calcule explici-
tement en fonction de I'indice n. Lorsqu’une suite est définie ainsi, chaque terme peut étre calculé
directement, indépendamment des autres, a 1'aide d"une formule.

Exemple 3.3. Soit (a,,),>1 la suite définie ainsi : pour chaque n > 1,

3n>+n—>5
In = Tpp2 +7
Dans cet exemple, a1¢000 peut se calculer directement, sans avoir forcément besoin de calculer les
autres. o
Exemple 3.4. Soit (a,,),>0, définie ainsi : ay = %, puis pour toutn > 1,

ap =4an,_1(1 —a,_1).

Cette suite est définie par récurrence : a part le premier, chaque terme est défini en fonction du
précédent. Donc on ne peut calculer a;p090 que si on a déja calculé ayggy, ayggs, etc. Ce type de
suite sera étudié dans un chapitre a part. o

On peut définir une suite de facon tout a fait arbitraire, ce qui meéne rapidement a des suites
difficiles a étudier :
Exemple 3.5. Considérons l'expansion décimale du nombre T,
T = 3.1415926535897932384626433 . . .,
et définissons la suite (a,),>1, comme suit :
ap =1, a=4, a=1, a=5 a=9, a=2,

Plus précisément : a,, est ’entier représentant le n-éme chiffre apres la virgule dans I’expansion
décimale de 7. Une suite facile a définir, mais tres difficile a étudier... o

Informel 3.6. Donc plus tard, quand on dira “soit (a,) une suite”, il faudra garder a 'esprit que
cela signifie que chacun de ses terme est bien défini, mais qu'un terme n’a pas forcément de lien
avec les autres.
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3.1.4 Suites majorées, minorées, bornées

(ici, Video: v_suites_particulieres.mp4)

Une propriété simplificatrice, pour une suite, est que ses termes ne soient globalement pas trop
grands :

Définition 3.7. Une suite (a,,) est

* majorée si il existe une constante M telle que a,, < M pour tout n,

<
* minorée si il existe une constante m telle que a,, > m pour tout n,

* bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Informel 3.8. Une suite bornée est une suite qui “vit” dans un intervalle, dans le sens ot on peut
trouver deux nombres finis m < M tels que

a, € [m, M] Vn.
Exemple 3.9. Considérons la suite
an =1—n?, n=0.
Alors (a,)n>0 est majorée. En effet, n> > 0 pour tout n, et donc
a,=1-n*<1, Vn>0.

et donc en prenant M =1, on a a,, < M pour tout n.

Qe

Par contre, a,, n’est pas minorée (et donc pas bornée). En effet, montrons que pour toute constante
m, il existe un indice n tel que a,, < m. Ceci est vrai lorsque m > 0 puisque a,, < 0 dés quen > 1.
Si maintenant m < 0, alors a,, = 1 — n? < m si et seulement si n > /1 —m (on a simplement
résolu I'inéquation). Donc en prenant n'importe quel entier n plus grand que /1 — m, on a bien
que a, < m. Ceci montre qu’il n’existe aucun minorant pour cette suite. o

Exemple 3.10. Considérons la suite
an = 2sin(5n + 1) — 3cos(v/n), n>=0.
Puisque
|a,| = [2sin(5n + 1) — 3 cos(v/n)|
< 12sin(bn + 1)| + | — 3cos(v/n)]

= 2|sin(5n + 1)| + 3| cos(v/n)|
<2+3=5,
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la suite est bornée :
—5<a, <+5, Vn.

&

Exemple 3.11. La suite (a,,),,>1, ol a,, := néme chiffre de 'expansion décimale de 7 en base 10, est
bornée, car minorée par 0, et majorée par 9. o

Exemple 3.12. La suite a,, = (—1)"n n’est pas majorée. En effet, fixons un seuil A/ > 0 (sous-
entendu : aussi grand que 1’on veut), et prenons un entier pair n = 2k quelconque, tel que & >
M /2. 0On a alors

an = ag, = (—1)**2k =2k > M .

Cette suite n’est pas minorée non plus. En effet, fixons un seuil m < 0 (sous-entendu : aussi grand
que l'on veut, négatif), et prenons un entier impair n = 2k + 1 quelconque, tel que £ > —(m—1)/2.
On a alors

an = Agppr = (—D)*TQ2k4+1) = —(2k +1) <m.

a2 [
ain [

[ aii

3.1.5 Suites monotones

Définition 3.13. Une suite (a,,) est
* croissante si a, < a,1 pour tout n,
* strictement croissante si a,, < a,1; pour tout n,
* décroissante si a,, > a,+1 pour tout n,
* strictement décroissante si a,, > a,, 4 pour tout n.

Si (ay) satisfait une de ces propriétés, elle est dite monotone.

Exemple 3.14. La suite a,, = n?, n > 0, est strictement croissante puisque

Exemple 3.15. La suite harmonique a,, = 1, n > 1, est strictement décroissante puisque

1 1
an+1:—<ﬁzan

n+1

NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net) 55


botafogo.saitis.net

3.2. Limite:a,, - L

Exemple 3.16. Considérons la suite a,, = ;%7 On peut écrire

n+1  n+1 n+1

n _(n—i—l)—l_1 1

n:

ce qui implique, puisque 2 > 1,

1 =1—-———=>1-
Ot n+2 n+1

et donc que (a,,) est croissante.

Quiz 3.1.1. Vrai ou faux?

1) O Si il existe une constante M telle que a,, < My pour tout n pair, et une constante My telle que
a, < My pour tout n impair, alors (a,,) est majorée.

2) O Siil existe une constante m > 0 telle que a, > —-- pour tout n, alors (a,,) est minorée.
3) O Si (ay) est majorée, alors il existe une constante M > 0 telle que a,, < % pour tout n.
4) O Si (ay) est bornée, alors il existe une constante C' > 0 telle que —< < a, < < pour tout n.

5) O Si (ay,) est bornée, alors il existe deux constantes, C_ < 0 et Cy > 0 telles que C_ < a,, < Cy
pour tout n.

Quiz 3.1.2. Vrai ou faux?
1) O Si une suite est croissante, alors elle est minorée.
2) O Si une suite est croissante, alors elle n’est pas majorée.
3) O Si (ay,) est croissante, alors (—a,,) est décroissante.
4) O Si une suite n’est pas croissante, c’est qu’elle est décroissante.
5) O Si une suite est constante, alors elle est croissante.
6) O Si une suite est constante, alors elle est décroissante.
7) O Si une suite est a la fois croissante et décroissante, alors elle est constante.

8) O Il n’existe aucune suite qui soit a la fois strictement croissante et strictement décroissante.

3.2 Limite:a, — L

La notion centrale de I’analyse est celle de limite, et on va 1’aborder ici pour la premiére fois, dans
le cadre simple des suites réelles. Définir rigoureusement ce que signifie “tendre vers L” est une

des difficultés rencontrées dans ce cours. Nous allons donc commencer par le cas L = 0 avant de
passer au cas général.

3.2.1 Tendre vers zéro

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_zero.mpd)

Pour un réel x, “étre proche de zéro” signifie que la distance qui le sépare de 0 est petite. Donc
pour voir si les valeurs d'une suite (a,,) s"approchent de zéro, il est naturel de considérer la dis-
tance

dist(an,0) = |a, — 0] = |a,],
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et de quantifier précisément ce qu’on entend par “cette distance devient toujours plus petite a
mesure que n augmente”.

Une autre fagon de le décrire est de dire qu’ une suite a,, tend vers zéro si ses éléments se concentrent
dans des régions de plus en plus petites autour de zéro, @ mesure que l'indice n augmente. Plus précisé-
ment :

Définition 3.17. On dit qu'une suite (a,) tend vers zéro (lorsque n — o0) si pour tout ¢ > 0 il
existe un entier N (qui dépend de ¢) tel que |a,| < € pour tout n > N, c’est-a-dire tel que

an € [—¢€, €] Vn > N.

On écrira alors lim a,, = 0, ou simplement a,, — 0.
n—oo

Une autre fagon de formuler cette définition : (a,,) tend vers zéro lorsque n — oo si pour toute > 0
(une fenétre), tous les éléments de la suite, a I’exception d"un nombre fini d’entre eux, sont dans
I'intervalle [—¢, ¢].

Sur 'animation ci-dessous, choisir un € > 0, et trouver un N tel que a,, € [—¢, | pour toutn > N :

°
aip
as ar 98 e dilgy 1. 214 a15 516 N7 g5 419 €
ao . ® 13
N e ¥ g o e e
°
a4
e =1.062. .0
Exemple 3.18. Considérons la suite
1
Ap = —, n=1.
n

Montrons que cette suite tend vers zéro, dans le sens défini ci-dessus.

Fixons un € > 0, et vérifions que 1'on peut toujours trouver un entier N tel que
lan| <e  Vn>=N.

Pour ce faire, remarquons que la condition |a,| < ¢ est en fait équivalente 8 £ < ¢, et comme
cette derniere est équivalente a n > 1. Pour I'entier N, on peut prendre n’importe quel entier plus
grand ou égal a 2. On peut par exemple prendre (rappelons que |z :=partie entiere de ) :

1
N = {—J +1.
€
On a ainsi trouvé un entier N tel que n > N implique |a,| < €. o
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[ ]
.. ag
H ) ® @ ¢ o & ©® o o
N=2

e=1.700...

Informel 3.19. On voit, dans ce dernier exemple, comme le N cherché dépend de ¢! Car en géné-
ral, plus € > 0 est petit, plus il faut augmenter n pour faire rentrer a,, dans l'intervalle [—¢, ¢].

3.2.2 Tendrevers L € R

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_IL.mp4)

La définition de “tendre vers L” est seulement une adaptation de la définition de “tendre vers
zéro” : pour que a, tende vers L, il faut que la suite a, := a,, — L tende vers zéro.

Définition 3.20. Soit L € R. On dit qu'une suite (a,,) tend vers L (lorsque n — o0) si pour tout
e > 0 il existe un entier positif NV tel que |a,, — L| < € pour tout n > N, c’est -a-dire tel que

a, € [L —¢e,L + €] Yn > N.

On dira alors que L est la limite de la suite (a,), et on écrira lim a,, = L ou simplement a,, — L.

n—oo

£=1.700...

Lorsqu’il existe un L € R tel que (a,) tend vers L, on dit que la suite converge; si elle ne converge
pas, on dit qu’elle diverge.
Exemple 3.21. Considérons la suite (a,,),,>0 définie par

_3n+2
o +1

Qp,
Montrons, en utilisant la définition de limite donnée plus haut, que
li = —.
i an =5

Fixons donc un € > 0, et vérifions que 'on peut trouver un entier N tel que

3
an—§‘<5 Vn>N.
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D’abord, écrivons explicitement la différence

1
22n+1)

_g‘:

3‘_ 3n+2

ap — =| =
2 2n+1

On voit que cette derniére expression peut étre rendue arbitrairement petite en prenant n suffi-
samment grand. Plus précisément : fixons un € > 0. Une simple manipulation montre que

1 1,1
< PEN >>(5--1).
22n+1) ~° "z

1

Pour N, il suffit donc de prendre n’importe quel entier plus grand ou égal a (5= — 1). Pour étre
tout a fait précis, définissons (rappel : || =valeur entiere de z)

S ECRIE

Par cette définition de N, n > N implique que |a, — 3| <e.
On a donc bien montré que (a,) est convergente, et que sa limite vaut 3.

Remarquons que peu importe comment il est choisi, N devient de plus en plus grand & mesure
que ¢ > 0 devient plus petit. o

Exemple 3.22. Considérons la suite (a,,),,>1 définie par
a, = (—1)".

Comme cette suite ne prend que les valeurs +1 (lorsque n est pair) et —1 (lorsque n est impair), elle
est nécessairement divergente. En effet, pour n'importe quel L € R, si e > 0 est pris suffisamment
petit (en fait: si 0 < ¢ < %), alors il existe forcément une infinité d’indices n tels que a,, & [L —
e, L+e¢]. o

as a4 ag as aio a2 aiq ais aig a
L] L] L] ® ® L] L] L] ® q

a as as ay ag an ai13 ais arr aig
L] L] L] e ] e L] L] L] ]

2
F&

Quiz 3.2.1. Soit (a,) telle que a,, — 0. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont toujours vraies ?
1) O (ay) est décroissante.
2) O |ay| — 0.
3) O a, = 0 pour tout n suffisamment grand.
4) O Si (b,) est une suite quelconque, alors a,b, — 0.
5) O Si (by) est une autre suite telle que b, — 0, alors 3 — 1.
6) O Il existe M > 0O tel que |ax| < M pour tout k.
7) O i — 00

8) O Pour tout 6 > 0, I'ensemble des entiers n tels que a,, ¢ |9, [ est fini.
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Quiz 3.2.2. Soit (a,) une suite tendant vers L € R. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont
toujours vraies ?

1) O L'ensemble {n € N : a,, = L} contient une infinité d’éléments.

2) O Pour tout n > 0, le nombre d’entiers n tels que a,, > L + 1) est fini.

3) O Pour toute > 0,0naa, € [L — ¢, L+ €| pour tous les indices n, sauf éventuellement un nombre
fini.

4) O Pour tout € > 0, il existe un entier N tel que |a,, — L| < e pour tout n > N.

5) O a, # L pour tout n.

6) O Si L > 0, alors le nombre d’indices n tels que a,, < 0 est fini.

7) O Pour tout entier N, il existe ¢ > 0 tel que |a,, — L| < € pour tout n > N.

8) O La suite b,, = e est bornée.

Quiz 3.2.3. Soit (a,) une suite qui ne tend pas vers L € R. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont toujours vraies ?

1) O Pour tout € < 0 il existe un entier N tel que |a, — L| > € pour tout n < N.
2) O Pour tout € > 0 il existe un entier N tel que |a,, — L| < € pour tout n > N.
3) O Pour tout € > 0 il existe un entier N tel que |a,, — L| > € pour tout n > N.
4) O Il existe un € > 0 tel que a,, ¢ [L — ¢, L + €] pour une infinité d'indices n.
5) O Il existeun e > 0 tel que a,, ¢ [L — ¢, L + €| pour tout n > N.

3.3 Propriétés de la limite

(ici, Video: v_suites_proprietes.mp4)

Le calcul de limites sera grandement facilité par 1'utilisation des propriétés générales satisfaites par
les suites convergentes, que nous commengons a décrire maintenant.

La premiere propriété dit qu’une suite ne peut pas tendre vers deux limites différentes :
Lemme 7. Si une suite est convergente, alors sa limite est unique.

Preuve: Supposons, par ’absurde, que a,, — L et a,, — L', avec L # L'. Si on suppose par exemple que
L < L', alors on peut toujours prendre un ¢ > 0 suffisamment petit, de maniére a ce que les intervalles
[L —¢e,L+¢|et[L' —e, L'+ ¢] soient disjoints :

L Qan on L
r 2 - [ d 5 | N
T 3 g8 3 >
L-6 L+€ L-¢ L'+¢

Plus concrétement, on peut garantir que ces intervalles sont disjoints en prenant par exemple

I-L

£ 3

Maintenant,

* Comme a,, — L, il existe N tel que a,, € [L — ¢, L + €| pour toutn > N.

* Comme a,, — L', il existe N’ tel que a,, € [L' — ¢, L’ + ¢] pour tout n > N'.
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Cela implique que pour n > max{N, N'}, a,, doit étre dans les deux intervalles en méme temps, une
contradiction puisque ces intervalles sont disjoints. O

La deuxieéme est que les valeurs des termes d’une suite convergente ne peuvent pas devenir trop
grands :

Lemme 8. Si une suite converge, alors elle est bornée.

Preuve: Soit (ay,)n>1 une suite convergente. Nommons L sa limite. La convergence de a,, vers L implique
en particulier que l'on peut fixer, par exemple, ¢ := 1, et considérer 1’entier N tel que a,, € [L — 1, L + 1]
pour toutn > N :

a,
4 GZ

N S

En particulier on a, pour toutn > N, que L — 1 < a,, < L + 1. Si on définit maintenant

M := max{ay,as,...,an—1,L + 1}

m := min{ay,a9,...,an—_1,L — 1},

alors on a bien garanti que m < a,, < M pour toutn > 1. O

Lemme 9. Si a,, — L, alors |a,| — |L|.

Preuve: L'inégalité triangulaire permet d’écrire
|an| = [(an = L) + L < lan — L] + |L],

ainsi que
IL| = [(L = an) + an| < |an — L] + |an|,

En combinant ces inégalités, on obtient
—lan — L| < |an| — |L| < |an, — L],
qui est équivalente a
\lan| = |L|| < |an — L]

Soit maintenant ¢ > 0. Puisque a,, — L, il existe N tel que |a, — L| < ¢ pour tout n > N. Par l'inégalité
ci-dessus, ceci implique aussi que ||a,| — |L|| < € pour toutn > N. O

Remarque 3.23. Remarquons que la suite des valeurs absolues |a,| peut avoir une limite, méme
si a,, est divergente. C’est par exemple ce qui se passe avec la suite a,, = (—1)". Ceci implique que
la réciproque du lemme précédent est fausse en général. o

Finalement, listons quelques propriétés qui sont utilisées constamment dans les calculs de limites.
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Lemme 10. (Opérations sur les limites) Soient (a,) et (b,) deux suites convergentes : a,, — L1, b, — L.
Alors

1) Limite de la somme :

lim (a, + b,) = (lim an) + (lim bn) =11+ L.

n—oo n—oo n—oo

2) Limite du produit :
lim (a, - b,) = (lim an) . (lim bn) =LL,.

n—o0 n—oo n—oo

3) Limite du quotient : si Ly # 0, alors

lim a,

o o BB L
n—oo b, lim b, Ly
n—oo

4) Sia, < b, pour tout n suffisamment grand, alors Ly < Lo.

Remarque 3.24. Dans la derniere propriété, les “<” ne peuvent pas étre remplacés par des “<”. En
effet, on peut trés bien avoir deux suites convergentes telles que a,, < b,, pour tout n suffisamment
grand, mais telles que lim,_, a, = lim,_, b,. Comme exemple simple, on peut considérer les
suites a, = —= et b, = =. o
Preuve: 1. Par 'inégalité triangulaire,

|(an +bn) — (L1 + L2)| = [(an — L1) + (bn — L2)|
< ]an —L1| + ‘bn —LQ‘.

Fixons un ¢ > 0, et posons ¢’ := ¢/2. Comme a,, — L1, il existe N, tel que |a, — L1| < & pour tout
n > N,. Comme b, — Lo, il existe N, tel que |b, — La| < &’ pour tout n > Nj. On a donc, pour tout
n > N := max{Ng, Np},

|(an +bp) — (L1 + La)| < |an — L1| + |by, — La| < 26" = €.
2. Comme a,, converge, elle est bornée : il existe C' > 0 telle que |a,| < C pour tout n. On peut donc écrire

|anbn - L1L2| = |anbn —anlo +apls — LILQ‘
< |an||bn - L2| + |L2||an - L1|
< C|bn - L2’ + |L2||an - L1| .

Soit € > 0. Soit N, tel que |a, — L1| < ﬁ pour tout n > N, (serait dommage que Lo = 0!), et soit IV, tel
que |b, — La| < 5 pour tout n > Nj. On a alors que pour tout n > N := max{N,, Np},

’anbn - LILQ‘ < C‘bn - L2| + ‘L2Han - L1|
g g
<C— L =c.
a0 Tkl =«

3.1l suffit de montrer la propriété dans le cas oti a,, = 1 pour tout n, c’est-a-dire de montrer que b,, — Lo # 0
implique que
1 1

— = —.
bn L2

(En effet, on utilise alors la propriété du produit démontrée plus haut, pour conclure dans le cas général que
P = an- é — Ly- L%Z.) Pour ce faire, commengons par utiliser le fait que b,, — Lo implique |b,| — |L2| > 0:
donc il existe Ny tel que |b,| > |L2|/2 > 0 pour tout n > Ny. Ensuite, on peut écrire, pour tout n > Ny, que

1 1
bn Lo

_ ’bn - L2’
Lol - [bn]

2
< by, — Lo .
e
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2
Fixons maintenant ¢ > 0, et posons ¢’ = % Comme b,, — Lo, on sait qu’il existe N’ tel que |b, — La| < &’

pour tout n > N'. Sion pose N = max{Ny, N'}, on a aussi, pour toutn > N,

1 1 2 2
— — — | < by — La| < &' =¢.
by Lo |L2|2‘ o= Dl | Lo
On a donc montré que 1/b,, — 1/Lo.
4. La preuve de la derniere propriété est laissée en exercice. O

Exemple 3.25. Considérons la suite (z,,) définie ainsi :

6n +4
Ty = ———
8n3 + 4n?

La convergence de cette suite peut paraitre a priori difficile a étudier, mais remarquons qu’on peut
I’écrire comme un produit :

13n+21 1 b
Ty = = — = —a,b,,
"o22p+1n2 27T
olt a, = 42 p, = . On a montré précédemment que a, — 3, et on montre facilement que

b, — 0; en effet, sie > 0, alors |b,| < ¢ des que n > N, ol N est un entier quelconque plus
grand que 1/1/¢. On peut maintenant utiliser la propriété ci-dessus pour des limites de produits,
et conclure que

|
B | o
o

I

o

1 1
lim z, = lim -a,b, = —( lim an) ( lim bn) =
On a donc montré que z,, converge et que sa limite est égale a zéro. Il est important d’apprécier
le fait que si on avait voulu le montrer uniquement a partir de la définition de limite, il faudrait
montrer que pour tout € > 0, il existe un N tel que

6n + 4

— | < ¢, > N.
8n3 + 4n? c vn

Partir a la recherche de ce N est possible, mais représente une tache considérablement plus com-
pliquée que la simple utilisation de la propriété pour la limite d"un produit. o

Quiz 3.3.1. Vrai ou faux?
1) o Sia, — Leta, — 2L,alors L = 0.

2) OSia,+b, — L+ Ly, alors a,, — L, etb, — L.

3) OSia, — a,b, — betc, — ¢, alors

a, + b, +c, > a+b+c,
anbyc, — abe.

4) O Si a,b,, converge, alors a,, et b, convergent.
5) OSi ‘g—: — L, alors b, ne tend pas vers zéro.
6) O Si a, < by, pour tout n suffisamment grand, et si a,, — L1, b,, — Lo, alors Ly < Ls.

7) O Si a,, < by, pour une infinité d'indices n, et si a,, — L1, b, = Lo, alors Ly < Ls.

3.4 Le Théoréme des deux gendarmes

(ici, Video: v_suites_gendarmes.mp4)
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Théoreme 3.26. Soit (z,,) une suite. Soient (a,,), (b,) deux suites telles que
1) a, <z, < by, pour tout n suffisamment grand,
2) lim a, = lim b, = L.
n—yoo n—yoo
Alors (x,,) converge, et sa limite vaut L :

lim x, = L.
n—oo

Preuwve: Soit Ny un entier tel que a,, < z,, < b, pour tout n > Nj.

Fixons ¢ > 0.
* Puisque a, — L, il existe N, tel que a,, € [L — ¢, L + €] pour tout n > N,.
* Puisque b, — L, il existe N}, tel que b,, € [L — ¢, L + €] pour tout n > Np.

Définissons 1’entier
N := max{Ny, Ny, Ny} .

Sin > N, alors on a en particulier que a,, > L — ¢ et b, < L + ¢, ce qui implique
L—-—e<a,<o2p<by<L+e.

De ces dernieres inégalités, on tire que |z, — L| < €.

On a donc bien montré que pour tout € > 0 il existe un entier N tel que |z, — L| < € pour tout n > N. Ceci
signifie que x,, — L. O
Exemple 3.27. Considérons la suite (z,,),>1, définie par

2+ cos(19n* +n")

Ty i
n

La partie contenant cos(- - -) étant compliquée, on peut utiliser le fait qu’elle est bornée : —1 <
cos(--+) < +1, ce qui permet d’écrire

1 2—-1 2+1 3
- = \xn< = -
n n n n
~— \g./

Mais, puisque lim, o @, = limy o0 = = 0 et limy, 00 b, = 3lim,0e + = 0, le théoréme des deux
gendarmes garantit que lim,,_,, z,, = 0. o

Informel 3.28. Une bonne utilisation du théoreme, pour montrer qu’une suite (z,,) converge
et trouver sa limite, nécessite de trouver deux “gendarmes” (a,) et (b,) qui non seulement en-
cadrent (z,), mais qui possedent en plus la méme limite! Dans des situations simples, comme
dans I'exemple précédent, on obtient souvent des gendarmes efficaces en majorant/minorant cer-
taines parties de x,, qui ne sont pas essentielles dans le comportement pour des indices n grands.
Mais parfois, trouver des gendarmes qui ont la méme limite peut s’avérer plus difficile!

Exemple 3.29. Considérons la suite (z,,),>1, définie par
—, nz=l1.

Comme le numérateur est un produit de » fois le méme nombre “2”, alors que le dénominateur
est un produit de n nombres dont presque tous sont plus grands que 2, le dénominateur doit croitre
beaucoup plus vite que le numérateur. Ceci suggere que z,, — 0, ce que 1’on va essayer de montrer
a l'aide du théoréme des deux gendarmes.

Comme z,, > 0, il suffit de trouver une suite b,, telle que
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* 0< z, <b,, et
* b, — 0.

Or si on écrit explicitement, pour tout n > 3

2:2-2---2
T, =

nn—1)n-2)---3-2---1

22 2 2 2 2

non—-1n-2 3 2 1
e—— Y~ =N =
<1 <1 <=l

1

—=:b,.

n

Puisque b,, — 0, ceci implique bien que z,, — 0. o

Voyons ensuite une conséquence trées utile du théoreme des deux gendarmes :
Corollaire 5. Si (x,,) est bornée et si y,, — 0, alors x,y,, — 0.

Preuve: Comme (z,,) est bornée, il existe C' > 0 telle que —C < z,, < C pour tout n. Ona donc 0 < |z,y,| =
|z ||yn| < Clynl, ce qui donne
—Clyn| < 2nyn < Clyn] .

Puisque y,, — 0, ceci implique +C|y,,| — 0. Par le Théoreme des deux gendarmes, on conclut que |z,y,| —
0, ce qui implique z,y,, — 0. O
Quiz 3.4.1. Vrai ou faux?

1) O Sia, < x, < b, pour tout n suffisamment grand, et si x,, ne converge pas, alors a,, et b, ne
convergent pas non plus.

2) O Siay, <, <b, pour tout n suffisamment grand, et si a,, — L et b, — L, alors x,, — L.
3) O Siay, < x, < b, pour tout n suffisamment grand, et si |a,, — b,| — 0, alors x,, converge.

4) O Si il existe N, tel que x,, > a, pour tout n > N et s'il existe Ny tel que z,, < b, pour tout
n > Ny, et sia, et b, convergent vers la méme limite, alors x,, est convergente.

5) O Sia, < x, < b, pour tout n suffisamment grand, et si lim,,_,, a,, # lim,,_,, by, alors x,, n’a pas
de limite.

6) O Si|x,| < netsiy, — 0,alors x,y, — 0.

7) O Sie* est bornée et si y,, — 0, alors x,y, — 0.

3.5 Les suites monotones et bornées

(ici, Video: v_suites_monotones_bornees_convergent .mp4)

On a vu qu’une suite convergente est forcément bornée. Mais le contraire n’est pas vrai : une suite
bornée ne converge pas forcément.

Exemple 3.30. La suite a,, = (—1)" ne converge pas, mais elle est bornée, puisque |a,| = 1, ce qui
implique —1 < a,, < 1 pour tout n. o

Par contre, si une suite est bornée et monotone, alors elle converge :

Théoreme 3.31. Soit (a,,) une suite.
1) Si (ay,) est croissante et majorée, elle converge.

2) Si (ay) est décroissante et minorée, elle converge.
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3.5. Les suites monotones et bornées

Q, o, a, a, a,

Preuve: Soit (a,,) une suite croissante et majorée. Considérons 'ensemble A C R défini comme étant I’en-
semble de tous les points de la suite :

A= {al,ag,ag,...}.

Puisque la suite est bornée, A est majoré; on peut donc considérer le réel L défini par
L:=supA.

Nous allons montrer que a,, — L.

Par définition, le supremum est un majorant, et donc a,, < L pour tout n. De plus, comme le supremum
est le plus petit majorant, on a que pour tout ¢ > 0, il existe n, tel que L — ¢ < a,,. Or comme la suite est
croissante, on a

L—-e<ap, <an+1<ap42<--< L,

ce qui implique |a,, — L| < € pour tout n > n,.

On a ainsi montré que pour toute > 0, on a |a, — L| < € pour tout n suffisamment grand. Ceci montre que
ap, — L.

(Dans le deuxieme cas, lorsque la suite est décroissante et minorée, on adapte cet argument apreés avoir
défini L := inf A.) O

Sile résultat peut paraitre intuitif, la preuve a montré qu'il repose entiérement sur 'existence d"un
supremum pour les ensembles majorés de R.

Le théoréme ci-dessus garantit que si une suite est monotone et bornée, alors elle possede une
limite L, qui est soit un supremum (si la suite est croissante et majorée), soit un infimum (si la
suite est décroissante et minorée). Parfois, on peut calculer cette limite L explicitement :

Exemple 3.32. Considérons la suite (a,,),,>0 définie par

n
n+1"

Ay =

Nous avons montré précédemment que cette suite est strictement croissante. Or elle est aussi
majorée, puisque n < n + 1 implique

1
n n -+ 1

an: < e
n+1 n+1

Le théoréme ci-dessus garantit donc qu’elle converge, et que sa limite est égale a
L = sup{ag,a,as,...}.

On peut vérifier (exercice!) que L = 1. o

L'exemple suivant présente un cas dans lequel le théoreme permet de montrer qu’une certaine
suite converge, mais sans pour autant donner la valeur de la limite.
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Exemple 3.33. Soit (b,,) la suite définie ainsi :

1
bl::ﬁ
1 1
bgizﬁ‘i‘?
1 1 1
=Rt Ty
1 1 1 1 1
hEpt ettt oty
1 1 1 1 11
R PR O R R S R

Cette suite est croissante puisque b, 1 = b, + —L_ > p,. Pour montrer qu’elle est bornée, remar-

(n+1)?
quons que pour tout & > 2,
L1 111
k2 k-k k(k—1) k-1 k°
En utilisant cette inégalité pour £k = 2,3,...,n, on obtient une borne supérieure dans laquelle
beaucoup de termes se téléscopent :
1 1 1 1 1
bn:ﬁ_‘_ﬁ_‘_?—{—ﬁ_'—.“—i_ﬁ
1 1 1 1 1
<E+tE-)+GE-3)+G-)+G— =)+ GEE )
A\ -~ o’ -~ o’ -~ - \ /
On a donc que
1 1 1 1
by < — 4 - ——=2— - <2.
12 * 1 n n
On a ainsi montré que (b,) est majorée par M = 2, et comme elle est aussi croissante, elle
converge : il existe L € R tel que
lim b, = L.
n—o0
Puisque 1 < b, < 2,onaaussiquel < L < 2. o
Informel 3.34. Euler a montré en 1734 que cette limite vaut
b=l L T 6eaoas
1222 a2 6
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Quiz 3.5.1. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont toujours vraies ?
1) O Si a, est majorée et a,, < a,41 pour tout n suffisamment grand, alors a,, converge.
2) O Sia, < C pour tout n et si a,, est croissante, alors a,, — C.
3) O Si a, est monotone mais pas bornée, elle ne converge pas.
4) O Si a, est bornée mais pas monotone, elle ne converge pas.
5) O Si a, est majorée et croissante mais pas strictement, alors elle converge.
6) O Si a, tend vers sup{ay, as, as, . .. }, alors a,, est croissante.

7) O Si (ay,)n>1 est croissante, alors
sup{ay, as, as, ...} = sup{as,as,...}.

8) O Si a, est bornée et si a,, < a2 pour tout n et a,, > a,41 pour tout n pair, alors a,, diverge.

9) O Si a,, est majorée et a,, < a,+1 pour tout n pair, alors a,, converge.

3.6 Suites qui tendent vers 1'infini

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_2.mp4)

Dans les sections précédentes, on a surtout considéré les suites convergentes, c’est-a-dire celles qui
tendent vers une limite finie lorsque n — oo.

On n’étudiera pas systématiquement les suites divergentes, dont les comportements peuvent étre
aussi compliqués que variés, mais nous introduirons quand-méme quelques outils qui permet-
tront de décrire certains de ces comportements divergents.

Par exemple, une classe importante de suites divergentes est celle des suites qui tendent vers I'in-

fini.

Définition 3.35. Soit (a, ) une suite réelle.

1) On dit que (a,) tend vers +oco (lorsque n — o0) si pour tout M > 0 il existe un entier positif
Ny (qui dépend en général de M) tel que

a, = M Vn = Np.

On notera, formellement, lim a,, = +00, ou simplement a,, — +oc.

n—o0
2) On dit que (a,) tend vers —co (lorsque n — o0) si pour tout M < 0 il existe un entier positif
Ny (qui dépend en général de M) tel que

a, <M Vn > Ny.

On notera (formellement) lim a,, = —o0, ou simplement a,, - —oc.

n—0o0

Donc a,, tend vers +oo si elle dépasse et reste au-dessus de n'importe quel seuil M > 0 (sous-
entendu : arbitrairement grand) lorsque son indice n est pris suffisamment grand.

Sur 'animation suivante, fixer une valeur du seuil M > 0, puis chercher un N tel que a,, > M
pour toutn > N :
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3.6. Suites qui tendent vers l'infini

- wiy
o (
ay
ain !
e ®
a L ] aig a6
8
a Qg [
6 @] °® a2 13
[ a [ ] '
Me ¥
as a ay as 4
o e o
Kina
N=3 o

Exemple 3.36. Montrons que la suite (a,,) définie par

2n —5
7

Ay =

tend vers +o0. Pour cela, fixons un seuil arbitraire M/ > 0, et remarquons que

2n—5 TM +5
a4 > M "M e a2

7 2
Soitdonc N := |45 | 4+ 1.Sin > N, alors n > ™2 et donc a,, > M. Comme on peut trouver un
tel N pour tout seuil M > 0, ceci montre bien que a,, — oc. o
Exemple 3.37. Considérons ensuite

n2
ap = ——
n n+ 1 3

et montrons que a,, — co. Pour un seuil M > 0, on a
a,>M < n*—Mn—M>=0
Le polyndéme P(z) = 2* — Mz — M possede deux racines,

M+ VM?4M
- - ,

T4

et il est positif partout en dehors de l'intervalle [x_, z]. En définissant N := |z, | + 1, on a bien
a, > M des quen > N. o

3.6.1 Propriétés des suites qui tendent vers l'infini

Tout comme les suites convergentes, celles qui tendent vers l'infini obéissent a certaines proprié-
tés.
Théoreme 3.38. Soient (a,) et (b,) deux suites. Si a,, — 400,

1) alors = — 0.

2) etsib, — +oo,alors a, + b, — +oo et a,b, — +o0.

3) et si b, est bornée, alors a,, + b, — +oo et Z_Z — 0.

4) et s’il existe § > 0 tel que b, > § pour tout n suffisamment grand, alors a,b,, — +o00. (En particulier,
si b, — L,avec L > 0, alors a,b,, — +00.)

5) etsib, > a, pour tout n suffisamment grand, alors b, — +o00. (Théoréme du “Chien méchant”)

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_preuves.mp4)
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Exemple 3.39. Considérons la suite
T, =n’ — Tsin(%) cos(v/n),
que l'on peut écrire comme z,, = a,, + by, ot
an = n?, by, = —7sin(%) cos(v/n).
On voit que a,, — oo. On ne sait pas grand chose sur le signe de b, mais on sait qu’elle est bornée
puisque
|b,] = |—7sin(2) cos(v/n)| < 7,
et donc

lim z, = lim (a, + b,) = +0.

Exemple 3.40. Considérons
T, = /n(2 + cos(n”)),
que l'on peut écrire comme z,, = a,b,, ol
a, =\/n, b, = 2 + cos(n”).

On a a,, — oo, mais b, n’a visiblement pas de limite. Pourtant, on peut remarquer que cos(n®) >
—1, et donc

bp=2+cos(n’)>2—-1=1=:6>0.
On a donc

lim z, = lim a,b, = +00.
n—o0 n—0o0

&

Quiz 3.6.1. Soit (a,) une suite qui n’est pas majorée. Parmis les affirmations suivantes, lesquelles sont
correctes ?

1) O Il existe M tel que a,, > M pour tout n.
2) O Pour tout M > 0, il existe n tel que a,, > M.
3) O a, — oo lorsque n — oo

4) O a, > M pour tout M.

Quiz 3.6.2. Si une suite (a,,) ne tend pas vers +oo, alors
1) O soit elle tend vers —oo, soit elle tend vers une valeur L € R.
2) O (ay) est majorée.
3) O il existe N telle que (a,,) est décroissante a partir de N.
4) O pour tout M > 0, il existe un entier N tel que a,, < M pour tout n > N.
5) O il existe un M > 0 tel que a,, < M pour une infinité d’indices n.

Quiz 3.6.3. Soit a,, — +oc. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont toujours vraies ?
1) O Si a,, < b, pour une infinité d'indices n, alors b,, — oo.
2) O Sia, < b, pour tout n, alors i — 0.
3) O Sib, < ay, alors (b,) est majorée.
4) O Si b, est minorée, alors a,b,, — oo.
5) O Siil existe 6 > 0 tel que b, >  pour tout n suffisamment grand, alors a,b, — oo.
6) O Sir > 1,alors % — 0.
7) Oe % =0
8) O Snlen)

an
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3.7 Comportements polyndémiaux, logarithmiques, exponentiels

(ici, Video: v_suites_comportement_polynexplog.mp4)

3.7.1 Suites et fonctions élémentaires

Dans cette section, on compare différents types de comportements a 'infini, a savoir

* les exponentielles de base » > 1,

n

en =T
* les puissances positives o > 0,
Pn = n®
* et les logarithmes de base b > 1:
by = logb(n) :

Toutes ces suites tendent vers l'infini lorsque n — oo :

lim e, = +0, lim p, = 400, lim ¢, = 4+00.
n—oo n—oo n—oo

Pourtant, elles ne tendent pas vers l'infini a 1'infini : certaines tendent vers l'infini plus vite que
d’autres.

° €20
pr €19
[ ]

e €12 °

p3 ) €10 €1 L - oY
53 :flo:fl l:flz.fls.fu.fls.flﬁ.gll. ‘?13.{19. E-':"

L ]
P2 g B
, 85 F§
%o%;fgl&'g' o8 8

- 7 =1130 —~———— a=1.2

26
FB

I est donc naturel d’établir rigoureusement une hiérarchie entre ces trois comportements :

Théoréme 3.41. (Comparaison des divergences lorsque n — o)

1) Un exponentielle tend vers l'infini plus vite que n’importe quelle puissance : pour toute base
r > 1 et toute puissance o > 0,

2) Une puissance tend vers l'infini plus vite que n’importe quelle puissance de logarithme : pour
toute base b > 1, et tous o, 5 > 0,

lim (10gb(n)) ’

n—00 n<

=0.

NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 71


v_suites_comportement_polynexplog.mp4
botafogo.saitis.net

3.7. Comportements polyndmiaux, logarithmiques, exponentiels

Preuve: 1. Remarquons d’abord que si on sait traiter les cas oi1 « est entier, alors on sait aussi traiter le cas
, a la]+1 . o

d'un o quelconque. (En effet, pour tout n > 1, %5 < “—5—, doncsi % — 0,avec o’ = |a] + 1 > «, alors
« .

o — 0 aussi.)

Pour simplifier, considérons le cas o = r = 2. On aimerait donc montrer que

L’idée est d’utiliser la formule du bindme pour montrer que le dénominateur est plus grand qu’une puis-
sance supérieure a n?. En effet, la formule du bindme avec z = y = 1 donne

2" = (141)" = kzn:_o (Z) 1"k = kZiO (Z) .

Or comme tout les termes de cette derniere somme sont positifs, la somme est plus grande que n’importe
lequel de ces termes. Dans notre cas, il suffit de ne garder que le terme correspondant a k = 3

i <Z> > <Z> " —n;)!S! e 1(2@ 2.

k=0

Ceci implique que
2 n? 672

< — < = .
VS 2 S WeT T a(m - - 2)

3

[\)

On voit que dans ce dernier quotient, le numérateur se comporte en n?, alors que le dénominateur se
comporte en n3, ce qui implique que sa limite est nulle. Plus précisément,

: 6n’ 1 6
lim = lim -— T 1Na 2N =0.
n—soon(n—1)(n—2) n—ooo n (1— 5)(1 — 5)
—0 _)VG

Z Y 2
Par le théoreme des deux gendarmes, on conclut donc que 7 — 0.

Dans le cas général, pour une exponentielle de base > 1 et une puissance entiére a quelconque, on peut
adapter la preuve ci-dessus. En effet, en écrivant » = 1 + A, ou A > 0, et en utilisant & nouveau la formule
du bindme, on peut minorer

n
n_ (1 )\n> Aa—i—l.
" (1+2) <a+1>

Le reste de la preuve s’adapte facilement (voir la vidéo ci-dessus), et méne a :}—Z — 0.

Une preuve semblable de cette premiere affirmation, méme si ¢a ne se voit pas tout de suite, peut se trouver
ici (lien web).

2. On peut démontrer la deuxiéme affirmation a ’aide de la premiere. O

Informel 3.42. Le théoreme implique par exemple que

1000

1
lim 18 7 _

n-soo  10-0001

Pourtant, la petitesse du quotient est difficile a observer (sur I’animation ci-dessus par exemple),
dans le sens ot il faut que n soit vraiment treés grand pour que ce quotient commence a se rappro-
cher de zéro...

On reviendra sur les limites étudiées ci-dessus, lorsque nous étudierons la Regle de Bernoulli-
I"Hopital (lien vers la sectionm_derivee Bernoulli lHopital).
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3.8 Indéterminations

On a pour l'instant considéré deux types de limites :

* celles qui convergent vers une limite finie : lim z,, = L,
n—oo

* celles qui tendent vers l'infini : lim z, = +o0.
n—00

Or les limites importantes de 1’analyse, celles qui permettent de faire avancer le développement
du calcul différentiel et intégral, sont toutes des limites qui impliquent une forme ou une autre
d’indétermination.

Une limite représente une indétermination lorsqu’elle fait intervenir une combinaison de gran-
deurs qui est telle qu’on ne peut pas déterminer sa valeur directement a 1’aide d"une des pro-
priétés de base des limites vues précédemment . Plus précisément, une indétermination apparait
lorsque une suite est composée d’autres suites, présentant des comportement du type “tend vers
zéro” ou “tend vers l'infini”.

On décrit les principales indéterminations en considérant une suite z,, formée a partir de deux
autres suites, que 'on notera a,, et b,. On suppose les comportements de a,, et b, connus lorsque
n — oo.

St etsi.. ... alors la limite de... | ... est une indétermination
a, = +o0o | b, = +00 Ty = Gy, — by, Yoo — 00"
a, — 0 b, = +o0 W == B b “0. 00"
a , 00
a, — 00 b, = o0 P ies Bp
b, 00
a 0
an — 0 b, — 0 Ep = “_r
b, 0
a, — 1 b, = 4+ T (;'.._?;'* e
an — +00 bn — 0 Iy = (I-?l” o
an — 0 b, = 0 T = a.f,’;* o~

Nous ne traiterons pas les indéterminations de fagon générale puisque justement, leur présence
indique qu'une étude au cas par cas est nécessaire. Nous allons donc discuter certaines de ces in-
déterminations, et présenter quelques techniques qui permettent de les résoudre, sur des exemples.
Notons que ces techniques ne sont pas spécifiques au cas n — oo : toutes seront utiles plus tard,
dans d’autres types de limites (comme = — ).
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"7

3.8.1 Indéterminations du type “=

Exemple 3.43. Nous avons déja rencontré (lien vers la sectionm_suites_limites_infinies)

la suite

TL2

n+1’
qui est du type “2” puisque n* — +oo et n + 1 — +00. Nous avions également montré qu’elle
tend vers +o0o, I'intuition derriére ce fait étant la présence de 1'exposant “2” fait que le numérateur
I'emporte dans la limite n — oo.

Ty =

Une autre fagon de traiter ce quotient est de 1’écrire comme un produit :

n n
= n .
n+l1l ~~n+1

=an W—/

On a alors a,, — +oo et b, — 1, ce qui implique (par une propriété énoncée et démontrée ici (lien
vers la sectionm_suites_limites_infinies))que

n2

n+1

=ayb, —> +o0.

Ainsi, en récrivant notre suite, on a pu la mettre sous une forme qui permet de déduire son com-
portement a 1’aide d"une propriétés de base des suites. o

Informel 3.44. Lorsqu’on est en présence d'un quotient 3* dans lequel a, et b, sont les deux
grands, on essaiera d’extraire ce qui est a I’origine de cette grandeur, en mettant un terme dominant
en évidence. On pourra alors faire des simplifications dans la fraction $*, et éventuellement faire
disparaitre 'indétermination.

Exemple 3.45. Considérons
. 3P —1Tn+1
lim —————,
n—oo Hn? + sin(n)

qui est effectivement une indétermination de la forme puisque

* a, =3n* — 17n 4+ 1 — +oo (polyndme de degré 3, dont le coefficient principal est 3 > 0),

x b, = 5n3 +sin(n) — +oo (5n® — oo et sin(n) est bornée).
Ce que l'on peut faire ici est extraire les termes dominants dans a, et b,, qui sont les termes
contenant la puissance n? :

a, 3nP—1m+1 n’B-%+%) 3-H+-5 d

b,  5nd+sin(n) n3(54 2y 5 sin(n) a

n3

En simplifiant par n® on a obtenu un nouveau quotient qui dans la limite n — oo n’est plus

indéterminé. En effet, a;, — 3 et b/, — 5, et donc

!/

. (7% .
lim — = lim 2 =

, - .
n—oo b, n—o0 bn 5

o

Exemple 3.46. Les comparaisons des comportements logarithmiques, polynomiaux et exponen-
tiels (lien vers la section m_suites_hierarchie), ont consisté a résoudre les indéterminations

“22” suivantes :
B
(log,(n)) n®
In:—a—>0, l’n:—n—>0
n T
Remarquons que ces limites ont requis une analyse plus fine, puisque numérateur et dénomina-
teur sont de nature différente (on n’a pas pu simplement extraire de “terme dominant”). o
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3.8.2 Indéterminations du type “oo — 00”

(ici, Video: v_suites_tendent_vers_infini_conjugue.mp4)

Souvent, une suite est définie par une différence de deux nombres qui deviennent de plus en plus
grands a mesure que n augmente. Or la différence de deux nombres grands peut, a priori, avoir
n‘importe quel type de comportement.

Exemple 3.47. Considérons
lim (n3 — 5n2) ,
n—o0
dans laquelle a,, = n®* — +oc et b, = 5n* — co. Comme a,, tend vers l'infini plus vite que b, da
au fait qu’il contient un terme de degré 3 > 2, on a avantage a mettre n® en évidence et obtenir un
produit,
b}
a, — b, =n>—5n%= n? (1——)
S~~~ n

/

an

by
Maintenant, on a toujours a,, — co, mais puisque b, = 1 — 2 — 1 # 0, leur produit tend vers +oo.
On a donc

lim a,b, = lim a b, = +o0.
n—oo n—oo

L’identité élémentaire
(a—b)(a+b)=a®>—b

est souvent utile lorsqu’on a affaire a une différence a — b, si on la formule comme suit :
(@ —b)(a+Db) 1

—b: — 2_b2
¢ (a+0b) peACHLY)

Ici, on a multiplié et divisé par le conjugué de a — b. Ainsi, a la différence “a — b” se substitue la
différence “a? — b*”, qui est parfois plus facile a traiter.

Cette approche est particulierement efficace lorsqu’on a des différences de racines :
Exemple 3.48. Considérons

lim {\/n+ 1-— \/ﬁ} ,
n—oo
qui est bien du type “co — 0o”. En multipliant et divisant par le conjugué,

Vn+1—+n= (\/n+1—\/ﬁ)—\/—%i$

(n+1)—n

T Vntltn
1
T Vntl+vn

Ce quotient n’est plus indéterminé :

lim{\/n—i— —\/ﬁ}: lim 0.
n—o0o

1
noo \/n+14++/n

o

Parfois, on pourra (méme si c’est assez rare) résoudre une indétermination “oo — 00”, de la forme
lim,, o0 (@, — by,), en extrayant explicitement de a,, et de b, la méme partie divergente :
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Exemple 3.49. Considérons le cas “oo — 0o” suivant :

lim (log(e¥™ + 2) — log(eY™ + 1))

n—oo

Ici, on peut remarquer qu’en écrivant

an = log(eV™ +2) = log(eV™(1 4 2¢7V™)) = v/n + log(1 + 2e~V")
b, = log(eV™ 4+ 1) = log(eV™(1 + ¢~ V™)) = v/n + log(1 + e~ V"),

ce qui montre que a,, et b, contiennent tous deux un “y/n”, qui tend vers l'infini, et qui disparait
lorsqu’on fait la différence :

lim (a,, — b,) = lim (log(l +2e7V™) —log(1 + 67\/ﬁ)>

n—oo n—oo

— log(1) — log(1)
=0.

C’est donc un cas d'une indétermination “oo — co” dans laquelle on peut montrer que les infinis
se “compensent exactement”. o

3.8.3 Indéterminations du type “3”

Nous reviendrons au indéterminations “3”, puisqu’elles sont au coeur du probleéme de la dériva-
tion, un outil central de 1’analyse.

Pour l'instant, donnons déja une limite classique “2” :

Théoreme 3.50. Soit (x,,) une suite représentant des mesures d’angles en radians. Si x,, # 0 pour tout n,

et si x,, — 0, alors
. sin(x
lim (zn)

n—00 T

=1

Informel 3.51. Attention, il est important de mentionner que le sinus, dans sin(z,,), est calculé en
supposant que 'angle z,, est mesuré en radians. Sinon, la limite n’est pas la méme!

sin(x)

Preuve: Comme la fonction x +— est paire, on peut supposer que x,, > 0 pour tout n.

Puisque z,, — 0,ona 0 < z, < § pour tout n suffisamment grand. Considérons donc un angle sur le cercle
trigonométrique, dont la mesure en radians ,, est entre O et 7 :

76 NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

3.8. Indéterminations

Remarquons que le triangle O AP est inclus dans le secteur circulaire OB P, qui est lui-méme inclus dans
le triangle OB M. On a donc

aire(A OAP) < aire(secteur OBP) < aire(AOBM).

On explique ici (lien vers la section m_elementaire_trigo)comment calculer I’aire d'un secteur. Ainsi,
en exprimant chacune de ces aires en fonction de z,,

3 cos(zy,) sin(z,) < 32,17 < §tan(xy,) .

Ce deux inégalités sont équivalentes a

sin(zy,) < 1

—— r,  cos(zy)
an Hb,_/

Puisque z,, — 0, on a a,, = cos(xz,) — 1letb, — % = 1. On conclut donc avec le théoréeme des deux

gendarmes. O

3.8.4 Surl’équivalence entre les indéterminations

Toutes les indéterminations du tableau présenté plus haut sont équivalentes, dans le sens ot on
peut toujours transformer une indétermination en une autre. Voyons les principaux cas.

* Supposons par exemple que la limite de 3= soit “>”. Cela implique que ;- — 0,etdoncen
écrivant §* = a,, - -, la limite devient du type 00 - 0”
* Supposons ensuite que la limite de §* soit “22”. En écrivant

22 = exp(log 7 ) = exp(log(an) — log(bn))

n n

on voit que l'on fait apparaitre log(a,,) — log(b,,), qui dans la limite est du type “oco — c0”.

* Soit finalement a’ une suite qui dans la limite n — oo est du type “1°°”. En écrivant a’» =
exp(by log(a,)), comme a, — 1 implique log(a,) — 0, b, log(a,,) est du type “oco - 0”.

Quiz 3.8.1. Parmi les formes suivantes, indiquer celles qui sont indéterminées.

1) 0 /100 + oor/ 8) 0 //10011 15) 0 /100_0011
2) 0 /100 - OO// 9) 0 //1_0011
16 0 1 i 77
3) O “o00 — 200" 10) O e ) e
4) O /1%// 11) 0 //Ooo// 17) O /1%//
5 0O /19 7 12 0 //00//
) //(1) 77 ) o 7 18) u e
6) 0“5 13) O “o0” >
7) 0O //%// 14) 0 /1000011 19) O //8%//

Quiz 3.8.2. Vrai ou faux?
1) o Sia, — b, — +oo, alors \/a,, — b,, = +00.
2) O Sia, — b, = +oo, alors \/a, — /b, — +o0.
3) O Si‘;—: —>ooetsiZ—: — 1,alorsi—: — 00.
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3.9 Série géométrique et applications
(ici, Video: v_suites_serie_geometrique.mpd)
Théoreme 3.52. Soit r € R, et, pour tout n > 1, définissons la suite
Spi=1+r+r2+r3+- iy,

Dans la limite n — oo,
* s, divergeet s,, — +oosir > 1,
* s, — T si|r] <1,
* S, diverge sir < —1.
Preuve: Sir = 1, alors
$p=14+14+124+13+ - 4+1"=n+1,
ce qui implique s,, = +00.

Sir #1,onavu (lien vers la sectionm_elementaire_ sommes_produits)que

1 — T,n+1
0=
On peut alors considérer séparément les cas :
x 1> 1. Dans ce cas, on écrit plutot
rrtl —q
i

Commer —1>0etr"! — 0o, 0na s, — +o0c.
* —1 <r < 1.Danscecas. |[r"| = |r[" = 0car 0 < |[r| < 1, etdonc s, — .
* 7= —1.Dans ce cas, s, = 5(1 — (—1)"*!), et donc ne converge pas.

x r < —1. Dans ce cas, r" = (—|r|)" = (=1)"|r|", et puisque |r|" — 400, s, n'a pas de limite lorsque
n — 0.

O

On peut observer le comportement de la suite (s,),>o en fonction de —1 < r < 1 sur l'anima-
tion suivante. (On peut en particulier voir comme la suite n’est plus monotone pour des valeurs
négatives de )

1 540512513514 515 516 517 518 510 520 521 522 523 524 ¢
1—r sssggmgoo¢°""'.'..‘
56 57 [ ] . ¢
55 o ¢
S.-_l ®
53 @

52
S1

° b r = 0.800

Co
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Dans le cas |r| < 1, on écrit souvent le résultat sous la forme

1
1—r

T+r+r4+r4+... =

La somme infinie, dans le coté gauche, s’appelle la série géométrique, et sa somme est la valeur
du coté droit, a savoir ﬁ (On étudiera les séries dans un chapitre ultérieur.)

On peut utiliser la série géométrique pour obtenir des formules utiles pour des sommes infinies
de méme nature :

Exemple 3.53. Fixons un |r| < 1, et considérons la somme
l—r+r—r4rt—pr ...
Remarquons que cette derniére peut se récrire
T4 (=) + (=) + (=) + (=) + (=) + -+,

qui n’est autre que la série géométrique de raison —r. Comme | — 7| = |r| < 1, cette derniere
converge et sa somme vaut

L—r4r? =gt =P =

o
Exemple 3.54. Fixons un |r| < 1, et considérons la somme
I S S SRR
On peut récrire cette derniére ainsi :
r+rt et = (Ut ) =1
1
= 1
1—r
T
Sl
o

Exemple 3.55. Partons, a I'étape zéro, d'un triangle équilatéral que 1'on suppose d’aire égale a
AO =1:

nb itérations: n =|0

run
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Puis, a I’étape 1, on divise chacun de ses trois cotés en trois parties égales, et on remplace chaque
partie du milieu par un triangle équilatéral. L’objet obtenu apres cette premiére itération (mettre
n = 1 dans I'animation ci-dessus) a un bord constitué de 12 segments. Remarquons que l'aire de
chacun des trois triangles équilatéraux rajoutés vaut §, et donc apres une itération 1'aire totale
vaut

1

Puis on recommence avec chacun des segments du bord de A, que l'on divise en trois parties
égales, et dont on remplace la partie du milieu par un triangle équilatéral d’aire (3)%. On obtient
ainsi un objet dont 1’aire vaut maintenant
1 1
Ap=1+3-—-+3-4- .
’ 9 92
(Voir aussi I'explication de la vidéo ci-dessus.)

En itérant ce processus a l'infini (diviser a chaque étape les segments du bord en trois parties
égales, remplacer celui du milieu par un triangle équilatéral, etc), on obtient un objet limite appelé
flocon de von Koch (lien web), qui est un objet fractal (lien web). (Attention : dans I’animation,
ne pas tester des n trop grand, cela risque de faire du mal a votre browser!)

Quelle est laire totale du flocon, obtenu apres avoir fait n — oo ?

Remarquons qu’a chaque étape, le nombre de segments du bord est multiplié par 4, et qu’a I’étape

n, I’aire de chacun des petits triangles rajoutés vaut 5. On a donc

Ag=1

1

1 1

1 1 1
Ag=14+3--4+3-4-—+3-4-4.—
3= itorgt 0z T 93

1 1 1
An:1+3-§+3-4-—+3~4-4-—+---+3-4"*1-9—n,

que l'on peut récrire plus proprement :

A—1+1{1+4+42+43+ 4n1}
"3 9 92 93 TTTgnt
On reconnait ici une somme géométrique de raison r = § < 1, qui dans la limite n — oo devient
une série géométrique convergente pour laquelle on peut utiliser notre formule :
1 1 19 8

lim Ay =142 —— =1f--2=2.
nosoc T3 TCIT T35
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3.9.1 Application : existence du nombre ¢

(ici, Video: v_suites_nombre_e.mp4)

Dans cette section, on étudie la suite

1\
e, = (1—1——) .
n

Dans la limite n — oo, e, méne a une indétermination de la forme “1°°”, et il n’est pas clair, a
priori, de comment se comporte vraiment e,,.

Informel 3.56. Donnons deux arguments légitimes, mais tous les deux faux, concernant le compor-
tement de ¢, = (1 + 2)” dans la limite n — oo.

* On peut penser, que lorsque n est grand, le terme = devient négligeable, et donc écrire
en (14+0)" =1,

ce qui meéne a penser que la limite de e, est égale a 1.

* En se rappelant que méme s'il est petit, le terme ¢ = + est toujours strictement positif, ce qui
mene a penser, puisque 1 +¢ > 1, que

e~ (1+¢e)" = 0.

On va pourtant montrer que le vrai comportement de cette suite ne suit aucun de ces scénarios.
On peut déja s’en convaincre en testant (lien vers la section m_graphes_suite_reelle) soi-
méme, avec z,, =CODE>pow(1 + 1/n,n)<CODE...

Théoréme 3.57. &\ Soit (e,,)n>1 la suite définie ci-dessus. Alors
1) (ey) est strictement croissante,
2) (en) est bornée : 2 < e,, < 3 pour tout n > 1.

Par conséquent, il existe e € |2, 3] tel que

lim e, =e.
n—o0

Preuve: Pour commencer, utilisons la formule du bindme de Newton (lien vers la sectionm_recurrence)
pour écrire e, sous une forme qui permette de mieux étudier sa dépendance en n :

en = (1+%)n: 1+Zn: <Z)1nk(711)k

k! n-n---n
k=1
n 1 -
S D T(E TR
k=1

On utilise deux fois cette expression.
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= Affirmation :(e,) est croissante. En utilisant I'expression précédente, pour n + 1

n+1 1
e =143 (0= ) (- )
k=1 ~ ~~
<% <k;1
n+1

=103 =) - =

k=1

Dans l'avant-derniere égalité, on a utilisé le fait que si £ = n + 1, alors 1 — % = 0. Comme e¢,, est
strictement croissante, on a en particulier que e,, > e; = 2.

% Affirmation :(e,) est majorée par M = 3. En utilisant encore une fois 1'expression ci-dessus,

1 <1
"1
<1+ZE
k=1
] 1
+ot g
k=2

et donc

R ol PPN o IR
en<l+1l+4) spg <l+) o= =3
7=0

k=2 )

On a donc montré que (e,,) est croissante et majorée, donc elle converge. Puisque 2 < e,, < 3 pour tout n,
sa limite appartient aussi a cet intervalle. O

On connait aujourd’hui des milliards de chiffres (lien web) de I'expansion décimale de e. Ses
premiers termes (lien web) sont

e = 2.718281828459045235360287471352662497 . . .

Euler a montré en 1737 que e est un nombre irrationnel.

Quiz 3.9.1. Vrai ou faux?

)ol-141-1+1-1+---=1
Dmip 16 6e T 655361 242461
39 27 6’561  6/561

82 NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

3.10. Critere de d’Alembert pour les suites

Quiz 3.9.2. Vrai ou faux?
1) o Sia, — 0,alors (1 +a,)" — 1
2) O Sia, — 0,alors (14 a,)" — e

3) O Sia, — coetb, — oo, alors (1 + i)bn e

4) O
B (1= i (414 2)
= (Jim (4 3) -+ (Jim (14 3)
— 1. 1=1.

3.10 Critére de d’Alembert pour les suites

Théoreéme 3.58. (Critere de d’Alembert pour les suites)
Soit (a,,) une suite telle que la limite suivante existe :

an+1
a, |

p = lim

n—00

*x 510 < p < 1, alors (a,) converge et a,, — 0.

* Si p > 1,alors (a,) diverge, et si en plus a,, > 0 pour tout n suffisamment grand, alors a,, — +o0.

Preuve: Supposons pour commencer que 0 < p < 1. On peut donc choisirun § > 0tel que p <1 -,

o 3 3-8 1

et trouver un entier N tel que
an+1

Qan

<1-9 Vn> N,

C’est-a-dire
|ant1] < (1 —0)|an| Vn > N.

En utilisant cette inégalité pour N,
lant1] < (1= d)|an],

en l'utilisant pour N + 1,
lan42| < (1= 8)lan+1| < (1= 6)*|ax],

et ainsi de suite, en 'utilisant pour N + £k,
lan+i] < (1= 0)|anyg-n)| <+ < (1= an],
ce qui implique, puisque (1 — §)*¥ — 0 lorsque k — oo, que
A anl = T ol =0
Ceci implique a,, — 0.

Supposons maintenant que p > 1, et fixons un § > 0 tel que p > 1 + J. On a alors 'existence d'un entier N

tel que
An+1

an

>1+6 Vn>N.
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En utilisant cette inégalité pour IV,
lan+1] = (1+9)|an],

en l'utilisant pour N + 1,
a2l = (1+0)lany1| > (1+0)|an],

et ainsi de suite, en 1'utilisant pour N + &,
lantk] = (1+0)|an | =+ = (1 +6)F|an],
ce qui implique, puisque (1 + §)* — +oo lorsque k — oo, que
A lanl = g Joavsl = oo
Ainsi, (ay,) n’a pas de limite, et si a,, > 0 pour tout n suffisamment grand, alors

lim a, = lim |a,| = +o0.
O

Informel 3.59. Ce critére est utile, mais surtout pour déduire le comportement des suites telles
que |a,| tend soit tres vite vers l'infini, soit tres vite vers zéro. Car si une suite a,, tend vers une
limite L qui est différente de zéro, L # 0, alors |[*| — 1, un cas qui n’est pas traité par le critere.
(Voir exemples plus bas.)

Exemple 3.60. Considérons la suite

n2

= 2—n .
On a montré précédemment que cette suite tendait vers zéro, en montrant que le comportement

exponentiel I'emporte sur le polynomial. Voyons comment le critere de d’Alembert permet d’ob-
tenir le méme résultat. Calculons

Qn

" 1 2 2n+l
p=lim |2 = im)—(”+ )/
n—ool a, n—00 n?/2n
1. (n+1)? 1
ST Tl
Par le critere, ceci implique que a,, — 0. o

Le critere est souvent utile dans I'étude du comportement de quotients présentant une indétermi-
nation du type “2”, et ou1 on ne voit pas clairement comment extraire un terme dominant.

Exemple 3.61. Considérons
n!

Tp = )

nn

également considérée précédemment. Ecrivons le quotient

Tpyp  (n+1) a” oot 1
T, onl (n+L)t T (n+1)r (14 L
Ainsi,
. wn—i—l 1 1 1
P 2, | lme(l+ D7 e 2718
On conclut que z,, — 0. o
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Il est important de souligner que le critere de d’Alembert ne dit rien dans le cas o1 p = 1. Or beau-
coup de suites trés simples, dont le comportement est bien connu, sont des suites pour lesquelles

p = 1. Voyons trois exemples.

Exemple 3.62. Pour la suite a, = 1, on a

p= lim —— = lim =1,
donc le critere ne permet pas de conclure. (Pourtant, on sait bien que a,, — 0!) o

Exemple 3.63. Pour la suite a,, = n, on a aussi p = 1, donc le critére ne permet pas de conclure.
(Pourtant, on sait bien que a,, = co!) o

Exemple 3.64. Pour la suite a,, = (—1)", ona aussi p = 1, donc le critere ne permet pas de conclure.
(Pourtant, on sait bien que a,, n’a pas de limite!) o

Quiz 3.10.1. Vrai ou faux?

1) O Si une suite (a,) est convergente, alors lim,, |“=4| < 1.

2) O Si une suite (ay,) est divergente, alors lim,, |“***| n’a pas de limite.

3) O Silim,, |*=**| < 1, alors a,, tend vers zéro exponentiellement vite.

4) O Si |*| < 1 pour tout n, alors a,, — 0.

5) O Si |[=| n’a pas de limite lorsque n — oo, alors a,, ne peut pas converger.

6) O Sia, — 0, alors lim,, |*2] < 1.

3.11 Limite supérieure, limite inférieure

On sait qu'une suite convergente est bornée, mais le contraire n’est pas vrai : une suite peut étre
bornée sans converger (par exemple : (—1)").

On va voir ici que 'on peut malgré tout associer a toute suite bornée deux nombres, appelés limite
supérieure et limite inférieure, qui donnent des informations utiles sur le comportement de la suite
a l'infini. On verra aussi que ces deux nombres sont utiles pour étudier la convergence de la suite,
puisqu’ils sont égaux si et seulement si la suite converge.

(ici, Video: v_suites_limsup.mp4)

Soit (a,) une suite bornée. On définit deux nouvelles suites, (1/,,) et (m,) en posant, pour tout n,
M, :=sup{an, ani1,...},
my, = inf{a,, api1,. .. }.
Ces deux suites de réels sont bien définies puisque I'on suppose (a,,) bornée. De plus,
* Comme M,, majore {ay,, a,11, ...}, onaen particulier que a,, < M,,.
* Comme m,, minore {a,, @,+1, ... }, on a en particulier que a,, > m,,.
On peut donc écrire
m, < a, <M, Vn . (3.1)
Lemme 11. Les suites (M,,) et (m,,) sont monotones et bornées. Plus précisément,
* (M,) est décroissante et minorée.
* (my,) est croissante et majorée.

En particulier, ces deux suites sont convergentes.
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Preuve: Définissons A,, := {an, an+1, ... }. Puisque A, 1 C Ay, on a d’une part que sup A,;1 < sup A, ce
qui donne
Mn+1 < Mn7

et d’autre part que inf A,,; > inf A4,,, ce qui donne

My g1 = My .

Comme (a,) est bornée, (M,,) est minorée, et (m,,) est majorée. On a donc existence des limites lim,, ,~, M,
et lim,, oo My O

On observe ces propriétés sur I’animation ci-dessous. La suite (a,,) est représentée par les points
noirs, (M,,) par les points rouges, et (m,,) par les points bleus :

Ms
o
°
) ¢ [ J ¢ [
® °
° ° ° ®e
— - .
n=2>5 i °
» (.)0 o * o ©
naas o T T T T T T T T PP T
ms

Maintenant que l'on sait que ces suites sont convergentes, il est naturel de donner des noms a
leurs limites :

Définition 3.65. Soit (a,) une suite bornée, (M,,) et (m,,) définies comme ci-dessus.

1) La limite supérieure de (a,,) est définie par

limsupa, := lim M, .

n—00 n—roo
2) La limite inférieure de (a,,) est définie par
liminf a,, :== lim m,, .
n—o0 n—o0

Remarque 3.66.  « Une suite bornée peut ne pas converger, mais ses limites supérieures et in-
térieures existent toujours.

* Puisque m,, < M, pour tout n, on a que
liminf a, <limsupa, .
n—oo n—00
o

Exemple 3.67. Considérons la suite a,, = (—1)", qui comme on le sait est bornée mais ne possede
pas de limite. Quel que soit la valeur de n, 'ensemble {a,, a,1, ...} contient une infinité de +1,

et une infinité de —1, ce qui implique M,, = +1 et m,, = —1. Ainsi,
lim M, = +1,
n—oo
lim m, = -1,
n—oo
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qui signifie
limsupa, = +1,

n—oo

liminfa, = —1.
n—oo

Exemple 3.68. Considérons a,, = 1. Puisque (a,) est décroissante,

M, = sup{an, any1, ...}

1 1
= su —
p n7n+17

Aussi,

my, = inf{a,, api1,...}
1 1
:inf{—, ,...}:O
nn+1

limsupa, = liminfa, =0.
n—00 n—00

On a donc

Remarquons que dans ce cas, on sait aussi que lim a,, = 0. o

n—o0

On a vu dans ce dernier exemple un cas d’une suite convergente pour laquelle les limites supé-
rieures et inférieures avaient une valeur commune. C’est en fait un critére :

Théoreme 3.69. Soit (a,,) une suite bornée. Alors (a,,) converge si et seulement si ses limites inférieures
et supérieures sont égales. Plus précisément :

lim a, = L & liminf a, = limsupa, = L.
n—r00 n—r00 =5

Bien-siir ce résultat est aussi utile si on veut montrer qu'une suite bornée ne converge pas : il suffit
de voir que ses limites supérieures et inférieures sont différentes.
Preuve: (Voir aussi la vidéo)

= Si a, — L, alors pour tout € > 0 il existe N tel que |a, — L| < € pour tout n > N. Ceci implique que
L—e<a,<L+e, VYn=N,
et donc en particulier que pour toutn > N,
M, = sup{an,ant1,...} < L+e,
et
my, = inf{an, ant1,...} =2 L—¢.

Par conséquent,
L — ¢ <liminfa, <limsupa, < L+¢.
n—00 n—00
Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a

liminf a,, = limsupa, = L.
n—o0 n—00
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«: Supposons que liminf, o a, = limsup,,_,,, a, = L. Si on fixe ¢ > 0, alors on a d"une part qu’il existe
un IV, tel que

sup{an, ap+1,...} < L+¢e, VYn > Ny

et d’autre part qu’il existe un N_ tel que
inf{ay,ant1,...} =L —¢, Vn > N_
Ceci implique, en particulier, que
L—-e<a,<L+e, Vn >N,
otton a posé N = max{N_, N, }. Ceci montre que a,, — L. O

Exemple 3.70. Considérons la suite (a,,),,>o définie par

an = sin(§ +nf).

=1
n . N=o
!‘ »
. .
- L
- -
. ‘O
-
- » w
‘-.'.. ﬁ ‘1
'.l‘
’ -
c' . .
.. -
" .'
, .t
L3 .
2 ’
=2 ns

Ses premiers termes n = 0, 1, 2, 3 sont

V2 V2 V22
+77 +— _77 _77
Par la périodicité du sinus, le reste de la suite s’obtient en répétant cette séquence. On a en parti-
culier que pour tout n,
V2 V2

Mn = T 5 > n— " 5 -
3 " 2
On a donc
2
limsupa, = +£ ,
n—00 2
o V2
liminfa, = ——.
n—00 2
Par le théoreme précédent, on en conclut que (a,) est divergente. o

Quiz 3.11.1. Soit (a,) une suite bornée dont la limite supérieure vaut L. Vrai ou faux?
1) Oa, — L.
2) O a, < L pour tout n > 1.
3) O Si a, = C pour tout n suffisamment grand, alors L = C.
4) O (ay) est croissante.
5) O L est la plus grande valeur de la suite {ay, as, . .. }.
6) O sup{ai,as,...} = L.
7) O Pour tout ¢ > 0, il existe une infinité d'indices n pour lesquels a,, > L — ¢.

8) O Pour tout € > 0, il existe un entier N tel que a,, < L + ¢ pour tout n > N.
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Quiz 3.11.2. Vrai ou faux?
1) O limsup(a, + b,) = (lim sup an) + (lim sup bn)

n—o0 n—oo n—0o0

2) O limsup(a,b,) = (lim sup an) (lim sup bn)

n—o0 n—o0 n—oo

3.12 Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Informel 3.71. Supposons qu’a l'aide d’un stylo bleu, on place une infinité de points, un a un,
dans un intervalle [a, 0] :

Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass affirme que peu importe comment on choisit ces points, il existe
forcément un point de l'intervalle proche duquel vont s’accumuler une infinité de points bleus.

(ici, Video: v_suites_Bolzano_Weierstrass.mp4)

Pour énoncer le théoréme rigoureusement, il nous faut un peu de terminologie :

Définition 3.72. Soit (z,,),>0 une suite, et 0 < ny < n; < ny < ... une suite d’entiers, strictement
croissante. Si on pose
bk = Ty,

la suite (by)i=0 = (25, )r=0 est appelée sous-suite de (x,),>o.

Une sous-suite s’obtient donc a partir de (z,,),>¢ en ne gardant que certains termes, et en ignorant
tous ceux dont I'indice est entre deux entiers consécutifs de la suite (ny)>o :

no=1 n,z4 Nezb ny=40

Xo, (X)) X, X3 LX) X5, &y X3, xg ,%, ,, X,

En choisissant les entiers n; et en considérant (z,, ), on dit qu’'on a extrait une sous-suite de
(Zn)n-

Exemple 3.73. Considérons la suite (z,,),>o définie par

x, = sin(nf).

N

On comprend cette suite en plagant I’angle n7 sur le cercle trigonométrique et en regardant son
sinus évoluer sur 'axe Oy. Ses premiers termes, en partant de n = 0, sont

o Y2 V2 V2 Ve

1 -1, ——,0.
2 727 2’ 9

0
Y 2 I

* Si on considere les indices pairs, a savoir nj, = 2k,
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Nn=2g
®
=1
“:3..... —--"l.n
ﬂ"‘o Orl=o

“'5.' e e e .o

@
n=é

n=%

alors (x,, )k>o est la suite 0,1,0,—1,0,1,0,—1, ...
% Si on considére les entiers multiples de 4, n;, = 4k,

n=e
®

n=1

'...__..-...

n=3

ns4 nN=
® (o]

“’5...-- - - e ---c.”z’

alors (z,, )k>0 est une suite constante puisque z,, = x4, = sin(km) = 0 pour tout k.

Ces deux exemples ont proposé des sous-suites le long desquelles on observait une certaine régu-
larité, mais on peut considérer des sous-suites arbitraires, par exemple celle obtenue en prenant
ny, = k* + [Vk], pour lesquelles on n’observe en général aucune régularité particuliere. o

Théoreme 3.74. (Théoreme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée (x,,), on peut extraire une
sous-suite convergente. Plus précisément : Si x,, € [a,b| pour tout n, alors il existe L € la,b] et une
sous-suite (x,, )i, telle que x,, — L.

Preuve: Soit L := lim sup,,_, ., T, C'est-a-dire

L= lim M,,

n—oo

ot M,, = sup{xn, Tnt1, ... }. Considérons une suite (¢;);>1 positive, tendant vers zéro. (Pour fixer les idées,
« 1
on peut choisir ¢; := =.
p J 7 )

* j = 1:Par définition de la limite, il existe n} tel que
L=3 < My,

Par définition du supremum, il existe n; > n} tel que

L—e <xp, <L+er.

90 NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

3.12. Le Théoréme de Bolzano-Weierstrass

* j = 2 :Par définition de la limite, il existe nf, > n; tel que

L-% <M, <L+%.
Par définition du supremum, il existe ny > nj tel que
L—ey<ap, <L+ey.

* etc.

Ainsi, on a construit une suite (ny) strictement croissante telle que pour tout &,
L—¢ep <y, <L+e¢.

Ceci signifie bien que z,, — L. O

Exemple 3.75. Considérons la suite (z,,),>¢ définie par
2, = cos(e¥ + e sin(5n%)) .

Puisque z,, € [—1, 1] pour tout n, le théoréme garantit I'existence d'un réel L € [—1, 1] et d'une
sous suite (z,, ) telle que x,, — L lorsque k — oo. o

Voyons un exemple simple dans lequel la sous-suite peut étre donnée explicitement.
Exemple 3.76. Considérons la suite (z,,),>o définie par

n

=N

qui est bornée puisque |z,| = ;77 < 1. Cette suite ne converge pas, mais le théoréme garan-
tit I'existence d’une sous-suite convergente. Ici, on peut extraire explicitement deux sous-suites
convergentes, assez naturellement :

x Sionne regarde que les indices pairs, c’est-a-dire que I'on consideére n;, = 2k, alors on obtient

la sous-suite

2k
Top = ———
2k 2k+17

qui converge vers 1 lorsque k£ — 0.

% Si on ne regarde que les indices impairs, c’est-a-dire que 1’on considere n;, = 2k + 1, alors on

obtient la sous-suite
2k +1
€T = —-—
T ok 2
qui converge vers —1 lorsque k£ — oc.

Donc dans cet exemple, on peut extraire de la suite deux sous-suites différentes, qui ont des limites
différentes :

'nmPnir.l parivs
——
xg Xy X, Xa Ag X

L L B R | t e

<

Pour finir, remarquons qu’en général, la conclusion du théoreme n’est plus vraie si la suite n’est
pas bornée :

Exemple 3.77. La suite z,, = n n’est pas bornée, et elle ne possede aucune sous-suite convergente.
o
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Quiz 3.12.1. Vrai ou faux?
1) O Si une suite est bornée, alors elle converge.
2) O Si une suite n’est pas bornée, alors elle diverge.
3) O Si toutes les sous-suites d’une suite sont bornées, alors cette suite est bornée.
4) O Si une suite possede une sous-suite bornée, alors elle est bornée.
5) O Si une suite est minorée, alors elle possede une sous-suite convergente.
6) O Toute suite possede une sous-suite convergente.
7) O Si une suite posséde une sous-suite convergente, alors elle est bornée.
8) O Si (a,) est bornée, alors au moins une des suites (aa )k, (a2x+1)k, €st convergente.

9) O Si une suite a,, est bornée, alors il existe un unique réel L et une unique sous-suite a,, telle que
an, — L.

10) O A\ 11 existe une suite a,, € [0, 1] possédant la propriété suivante : pour tout L € [0,1], il existe
une sous-suite (a,, )y telle gue a,,, — L lorsque k — oc.

3.13 Suites de Cauchy

(ici, Video: v_suites_Cauchy.mp4)

Remarquons que si une suite (a,,) converge, alors la distance entre deux de ses éléments consécutifs
tend vers zéro :
|ant+1 — an| = 0 lorsque n — oo

En effet, si lim,_, @, = L, on peut écrire

|an+1 - an| = |(an+1 —L)— (an - L)|
< lapp — L] + a, — L
—_—— —_——

—0quand n—oco  —0 quand n—o0

Mais on peut en fait en dire un peu plus : la distance entre deux de ses éléments quelconques tend vers
zéro a mesure que leurs indices grandissent.

|y, — a,| = 0  lorsque m,n — oo.
En effet, on peut toujours écrire

Ay, — an’ = |<am - L) + (L _an)|
—— ——

—0 quand m—oo  —0 quand n—oo

Cette propriété porte un nom :
Définition 3.78. (a,,) est une suite de Cauchy si Ve > 0 il existe un entier NV tel que

la, —am| <e Ym,n>=N.

On a donc démontré, ci-dessus, que toute suite convergente est une suite de Cauchy, qui est la pre-
miere moitié du théoréme fondamental suivant :

Théoréme 3.79. Dans R, une suite (a,) est convergente si et seulement si c’est une suite de Cauchy.
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Preuve: Soit (a,,) une suite convergente : a,, — L. Fixons € > 0, et considérons un entier N tel que |a,, — L| <
5 pour tout n > N. Si on considere deux entiers m,n > N, on peut utiliser I'inégalité triangulaire et écrire

|am — an| = |(am — L) + (L — an)|
<lam —L|+|an —L| <e/2+¢/2=¢.
Et donc (a,,) est une suite de Cauchy.
Pour montrer que toute suite de Cauchy est également convergente, voir la vidéo ci-dessus. O

Exemple 3.80. Considérons

k=

[e=]

Montrons que cette suite posseéde une limite, en montrant que c’est une suite de Cauchy. Pour ce
faire, étudions la différence |a,, — a,,|. En prenantn > m > 2,

(-1)F & (-1t
k=

M:

‘an - am| =

K k!

k=0

—~ (—1)*
=l 2 ! ‘
k=m-+1

"1
PO

k=m+1

0

N

n

1
D Zi

N

Il
|
S

On a utilisé k! > 28~1 (pour tout k& > 2), fait le changement d’indice j = k — 1, et utilisé la formule
pour une somme géométrique de raison r = 3.
Donc si on fixe ¢ > 0, puisqu'il existe N tel que 77— < ¢ pour tout m > N, on peut conclure que
sin>m > N, alors

la, —am| < €.

Ceci montre que (a,,) est une suite de Cauchy. Par le théoreme, la limite lim,,_,, a,, existe. o

Le fait que dans R, toute suite de Cauchy et convergente est une des propriétés centrales des réels;
ici, c’est une conséquence (pas directe, certes) de I’Axiome qui garantit que dans R tout ensemble
non-vide majoré possede un supremum. Et en fait, on peut méme montrer que la convergence
des suites de Cauchy est équivalente a 1'existence du supremum.

I est important de souligner que cette équivalence n’a pas lieu dans les rationnels. En effet, on
peut introduire la méme notion de suite de Cauchy dans Q, et montrer que toute suite convergente
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a, € Q est une suite de Cauchy. Par contre, il existe des suites de Cauchy dans Q qui ne convergent
pas dans Q. Par exemple, la suite

L 1
Ap 1= +ﬂ+ﬁ+”.+m

est une suite de rationnels (puisque a,, est une somme finie de rationnels), et on peut montrer
comme ci-dessus que c’est une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge.

Par contre, on peut montrer que la limite de a, est e = 2.718..., qui est irrationnel (voir par
exemple ici (Michael Penn) (lien web), ou 1a (lien web)). Donc (a,,) est une suite de Cauchy (de
rationnels), qui converge dans R mais pas dans Q.

On dit que R est un corps complet (car toute suite de Cauchy converge), alors que Q est aussi un
corps, mais qui n’est pas complet.

Quiz 3.13.1. Si (a,) est une suite de Cauchy, alors
1) O an, < ay, pour tout m = n
2) O (ay,) est bornée.
3) O pour tout k € N, a1 — a,, = 0 lorsque n — oo
4) O lim, o |a,| = 0 et lim,, o |am| = 0.
5) O Gy — age — 0 lorsque k — oo.

6) O pour tout ¢ > 0, il existe un entier N tel que |a,, — a,,| < € pour tout n,m > N.

Quiz 3.13.2. Pour que (a,) soit une suite de Cauchy, il suffit
1) O qu’il existe un entier k suffisamment grand tel que a, 1 — a, — 0 lorsque n — oo.
2) O que pour tout € > 0, il existe un entier N tel que |a,, — a,,| < /5 pour tout n,m > N.
3) O qu'il existe deux entiers m,n tels que pour tout € > 0, on ait |a, — a,,| < €.
4) O que a, soit convergente.

5) O qu'il existe pour tout n un entier m(n) tel que |a, — Gy )| — 0 lorsque n — oo.

94 NumChap: chap-suites-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

Chapitre 4

Suites définies par récurrence

4.1 Définition, exemples

Une suite est définie par récurrence lorsque chacun de ses termes est défini en fonction du précé-
dent. Plus précisément :

Définition 4.1. Soit g : R — R une fonction donnée, et = un réel. On définit alors la suite (x,,),>0
par:

% son premier terme (appelé aussi condition initiale) : z := z,

* puis, par récurrence pour n 2> 0,

Tass = g(wn).

On peut voir une telle suite comme un systéme dynamique, ol z,, est la position d"une particule
sur la droite au temps n; a chaque instant la particule détermine sa prochaine position en fonction
de I'actuelle. La suite xg, 21, x2, . . . est alors la trajectoire de la particule.

Ay Xy xg <

A Vinverse de la plupart des exemples de suites rencontrés jusqu’ici, pour lesquels le n-éme terme
de la suite était défini explicitement comme fonction de l'entier n (comme “z,, = ;25”), 'étude des
suites définies par récurrence est en général bien plus difficile (on ne peut pas facilement extraire
des “termes dominants”, etc.).

A titre de curiosité, mentionnons deux exemples célebres.
Exemple 4.2. Un exemple fameux est celui de la suite logistique (lien web), associée a la fonction
g(x) =rz(l —x), our > 0 est un parametre fixé :
Tpr1 = 1x,(1 — )
Ici, , modélise la taille d"une population a sa n-éme génération.

Le comportement de cette suite, dans la limite n — oo, dépend fortement de la valeur du para-
metre . Pour des petites valeurs de r, on peut montrer (voir exercices) que x,, — 0, quelle que soit
la condition initiale z, € [0, 1]. Par contre, pour des grandes valeurs de r, le comportement de z,,
devient plus compliqué. Pour des valeurs r > 3.8, le comportement de la suite devient chaotique.
(Voir I'animation a la fin du chapitre.)
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1.0

0.8 M;‘E%ﬂ “i “
<’/ \

0.4 d

0.0

0.6
‘“H \
24 26 28 30 32 34 36 38 4.0

il m
0.2 |

Source : Wikipedia : Logistic map (lien web) o
Exemple 4.3. Soit g : N — N définie par

xT

5 si x est pair,
g(w) =92 o
3r+1 siximpair.

En choisissant une condition initiale zy € N, la suite (z,),> est une suite de nombres entiers, et
est construite en commengant avec z, puis en définissant
Tp+1 = g(xn) .

La compréhension du comportement de cette suite dans la limite n — oo est un des grands
problémes ouverts “fameux” des mathématiques.

On remarque, en essayant plusieurs conditions initiales, que la suite termine sur la boucle “4,2,1”.
Par exemple, en prenant x, = 3, la suite est

3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1,...
En prenant z( = 12,
12,6,3,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1, ...

La Conjecture de Collatz affirme que la suite termine toujours par la boucle “4,2,1”, quelle que
soit la condition initiale. Voir Veritasium : The simplest math problem no one can solve (lien
web) o

4.1.1 Contenu de ce chapitre

II n’existe pas de “théorie générale” permettant de comprendre le comportement asymptotique
de toutes les suites définies par récurrence, donc nous nous contenterons de considérer quelques
exemples, et de présenter quelques techniques qui permettent de les étudier.

4.2 Ftude d’un cas simple

Commencons par un exemple simple de suite définie par récurrence,

mn—i—l = g(mn) )
avec la fonction affine

X
—14+2.
g() +3

Ce cas a 'avantage de pouvoir étre étudié par plusieurs méthodes; on apprendra donc quelques
“trucs” qui seront utiles pour la suite.

Nous étudions donc la suite (z,),>0, avec une condition initiale z,, et
1
T+l = 1+ Qajn .

Voyons trois méthodes tres différentes, qui menent toutes a la méme conclusion sur le comporte-
ment de cette suite dans la limite n — oo.
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4.2.1 Méthode 1: Observer, puis travailler

On regarde si les premiers termes suggeérent un certain comportement, puis on essaie de montrer
rigoureusement que la suite suit effectivement ce comportement pour tout n.

Par exemple, commengons avec =, = 5, et regardons quelques termes :
To=09,11 =35, x5 =275, x3 =2375, x4 = 2.1875, ...

Ces premiers termes semblent indiquer que la suite décroit.

Pour commencer, essayons donc de montrer que cette suite est monotone. Pour ce faire, considé-
rons la différence x, 1 — ,, en écrivant explicitement deux termes consécutifs, chacun en fonction
du précédent :

1
Tpy1 = 1+ 5Ln
T, =1+ %xn—l
En soustrayant, on obtient
1
Tp+1 — Tp = §(xn - xn—l) s

et comme cette derniére vaut pour tout n, on peut l'itérer :

Tpt1 — Tn = 5(Tn — Tp1)
_ 1
= 2_2(xn71 — Tp_2)
%(Il — o)
1

= A1+ %) —w) = £(1-%)

[\

Cette suite d’égalités montre en particulier que pour tout n, le signe de x,, 11 — z,, est le méme que

celuidel — 3 :
<0 sizg>2
xnﬂ—xn:%(l—%}) =0 sizyg=2

>0 sizg<?2.

On peut donc conclure sur la monotonie de notre suite :
* (x,,) est strictement décroissante si z > 2,
* (z,,) est constante égale a 2 si zy = 2,

* (x,) est strictement croissante si zy < 2,
Dans le cas ou1 g = 2, la suite reste constante z,, = 2, et donc

lim z,, = 2.

n— oo
Dans le cas ou 2y # 2, la suite n’est pas constante mais elle est strictement monotone, donc on
peut espérer montrer qu’elle converge en la majorant (dans le cas ou elle croit) ou en la minorant
(dans le cas ot elle décroit).

* Sizp < 2, on montre par récurrence que (z,) reste majorée par M = 2. En effet, ’affirmation
est vraie pour n = 0, et si on suppose que z,, < 2, alors

Tr =14 %” <1+1=2.
~—
<1
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* Sixp > 2, on montre par récurrence que (z,,) reste minorée par m = 2. En effet, ’affirmation
est vraie pour n = 0, et si on suppose que z,, > 2, alors

Tt =1+ % >14+1=2.

~—
>1

On sait donc, dans les deux cas (zy < 2 et 7y > 2), que la suite est convergente, puisque monotone
et bornée. Donc on a garanti 'existence de la limite

L= lm z,.
n—o0

Reste a savoir ce que vaut L...

Or si on reprend encore une fois la relation qui définit toute la suite,
=1 1
:En+1 - + 2'1;717
maintenant que 'on sait que x,, — L, on peut prendre la limite n — oo des deux cdtés :

1
xn+1:1+§ Tn
~—

—L —L

Ainsi, L doit étre solution de 1’équation
L=1+3L.
En résolvant, on obtient L = 2. On a donc montré que

lim z, =2 Vrg € R.

n—0o0

Remarque 4.4. Il est utile d"apprécier ce que nous venons de faire en prenant une calculatrice et en
observant qu’effectivement, en commengcant par n'importe quel z, € R, et en calculant z; = 1+ 2,
ry = 1+ %, etc., on observe la monotonie de la suite (en fonction du choix de ), et sa convergence
vers 2. o

4.2.2 Méthode 2 : Chercher la dépendance en n

On essaie d’exprimer chaque x,, explicitement en fonction de n. Pour cela, il est bien d’écrire les
quelques premiers termes, pour essayer de voir apparaitre une certaine structure

I = 1 + %ZL‘O
ra= Lt doy = 14 31+ J0) = 14 4 4 (3o
vy =14 doa = L (Lt gon) = 14§+ (17 + (3)°m0.
On peut donc conjecturer que pour tout n,
Ty = 1—|—%—{—(%)24_...4_(%)”—1_‘_(%)711,0‘
On a vérifié que cette expression est vraie pour n = 1,2, 3. Maintenant, si elle est vraie pour n,
alors
Tni1 =14 32,
=1+ 30+ L1+ @)+ + )"+ (2)"xo0)
S LGP+ (7 + (),
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et donc elle est vraie aussi pour n + 1. Par récurrence, elle est vraie pour tout n.

Maintenant, on remarque dans I'expression générale de z,, une somme géométrique de raison

_ 1.
7"—2.

L3 (3P 4 (D = =2 =201 - ().
On a donc réussi a exprimer z,, explicitement en fonction de n :
va =20~ (1)) + ()"0,

ce qui permet de calculer la limite n — oc. En effet, (3)" — 0 et (5)"zo — 0, quelle que soit la
valeur de z. Donc la limite ne dépend pas de la condition initiale, et vaut

lim z, =2 Vrg € R.

n—o0

4.2.3 Méthode 3 : Chercher une suite de Cauchy.

On essaie de montrer que la suite converge, en montrant que c’est une suite de Cauchy.

D’apres le calcul fait dans la Méthode 1,

|$k+1—$k|:2%|1—m?0| vk .

On peut alors étudier, pour n > m,

‘xn - xm‘ = ‘(xn - xnfl) + (xnfl - xn72) + -+ (merl - xm)|
n—1
<Z|$k+1—$k|
k=m
. n—1 1
< -3 o
k=m
1— (L 1—(Lym
:“_%O'{ 1 <21) ] (21) }
T2 T2
w11
:|1_7|{2m—1_2n—1}’

qui tend vers zéro lorsque n, m — oo, quelle que soit la valeur de z. Ceci montre que (z,),>o est
une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge :

L= lm z,.
n—0o0

On obtient la valeur de L comme on I'a fait avant, en prenant la limite n — oo des deux cotés de

la relation x,,,1 = 1 + Z=. On a donc montré que
+ 2

lim x, =2 Vxg € R.

n—o0

4.3 Remarques générales

L’étude de I’exemple de la section précédente a montré qu'une information utile peut étre obtenue
en prenant la limite n — oo des deux cotés de la relation

Tpt1 = g(l‘n) :

Ceci méne a la définition suivante.
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Définition 4.5. Un réel z, est un point fixe de g si g(z.) = z..

Exemple 4.6. g(x) = 1 + § possede un unique point fixe =, = 2.

3

Z.

Exemple 4.8. g(x) = e” ne possede aucun point fixe. o

Exemple 4.7. g(z) = 42(1 — ) posséde deux points fixes, x} = 0 et 22 =

A priori, 'existence ou non d"un point fixe n’est pas forcément reliée au comportement de la suite
dans la limite n — oo, mais la recherche de points fixes est un bon point de départ dans 1’étude
d’une suite définie par récurrence.

Par exemple, si on sait que g possede un point fixe ., et si on utilise ce point comme condition
initiale

Ty = Ty,
alors la suite z, .1 = g(z,) est constante :
z1 = g(x0) = g(xs) = s
Ty = g(z1) = g(xs) = .
13 = g(x2) = g(xs) = 7,

Ce qui est plus intéressant est d’utiliser la connaissance de points fixes pour guider I'étude de la
suite.

Pour commencer, si une condition de régularité est satisfaite par g, alors I'éventail de scénarios
possibles pour le comportement de la suite est considérablement réduit :

Théoréme 4.9. Si une suite définie par récurrence x,,.1 = g(x,) est convergente, et si g : R — R est
continue , alors la limite de x,, est un point fixe de g.

Preuve: Si x,, — L, alors 41 — L etla continuité de g au point L implique g(z,) — g(L). Donc en prenant
la limite n — oo des deux coHtés de la relation

Tp4+1 = g(xn) s

on obtient
L=g(L).

Donc L est un point fixe de g. O

Voyons un exemple ot la recherche de points fixes est utile dans 1’étude de la limite :

Exemple 4.10. Considérons la suite z,,,; = g(z,), avec condition initiale 2y = 4, et g(z) = 2 — +

T 7
c’est-a-dire

1
Tp41 = G(Tn) T
Cherchons les points fixes de g :
1 2
2—— =z, & (r.,—1)"=0.
Ly

Donc z, = 1 est I'unique point fixe de g, et c’est a priori un candidat pour la limite. Puisque notre
condition initiale est y = 4 > 1, on peut essayer de voir si la suite décroit. C’est effectivement ce
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qu’indiquent les premiéres valeurs :

ro =4

m:Q—%:Q—i:L%
xy:%7%:2—ﬁgzlﬂ&“
“322_5222_14$”.:L3
“—2_53—2_f§7—”2%~-

On a donc un scénario qui semble raisonnable : montrer rigoureusement que la suite converge,
puis que sa limite vaut z, = 1.

Montrons d’abord que la suite est minorée par 1. Pour la condition initiale, on a zp = 4 > 1.
Ensuite, si on suppose que z,, > 1, alors

1 1
Tp1 =2— — >2—=-=1.
T 1
Ceci montre en particulier que z,, est toujours bien définie.
Ensuite, en calculant

1
xn—l—l_xn:z_x__xn
n

2z, — 1 — a2

(on a utilisé le fait que z,, > 1 > 0) on voit que (z,,) est décroissante.

Etant minorée et décroissante, la suite converge :

L= lm z,.
n—o0

Puisque toute la suite évolue sur le domaine |0, +o0|, sur lequel g est continue, on en déduit par
le théoréeme du dessus que L ne peut étre qu'un point fixe de g; comme il n’y en a qu'un, z, = 1,
on en déduit que L = 1. o

Informel 4.11. En fait, on a calculé la valeur d’une fraction continue

Une fonction continue g peut posséder plusieurs points fixes. Dans ce cas, si la suite converge le
théoreme ne dit pas vers quel point fixe elle converge. Dans un tel cas, une étude détaillée est
nécessaire (voir les exercices).

Mais le théoreme est utile dans le cas suivant : si g est continue et ne possede pas de point fixe,
alors (z,) n’a pas de limite. (En effet, si elle convergeait, alors sa limite serait un point fixe, une
contradiction.)
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4.4. Approche graphique

Exemple 4.12. Considérons une suite (z,,) pour laquelle
T+l = :L'i +3.

Ici, puisque g(z) = x? + 3 est continue et n’a pas de point fixe (car I’équation g(z) = x n’a pas
de solutions), on en déduit que z,, ne peut pas converger, quelle que soit la condition initiale
choisie. ¢

Quiz 4.3.1. Soit g : R — R et (ay)n>0 définie par ag = 1, apy1 = g(ay). Quelles affirmations sont
toujours vraies ?

1) O (an)n>o est toujours convergente, a,, — L, et L = g(L).

2) aSia, — L,alors L = g(L).

3) O Sia, — Letsig(x) > 0pour tout x > 0, alors L > 0.

4) O Si g est croissante, alors (ay,)n>o est croissante.

5) O Si g est décroissante, alors (a,),>o est décroissante.

6) O Si g est monotone, alors (ay,)n>o est monotone.

4.4 Approche graphique

La difficulté, dans I'étude d’une suite z,,;1 = g(x,), est parfois de savoir par olt commencer.
Montrer que la suite est majorée/minorée ? Si oui, avec quel majorant/minorant? Montrer que la
suite est croissante/décroissante ?

Nous allons voir maintenant que le graphe de g peut étre une aide précieuse dans cette analyse, et
peut donner des pistes.

Remarque 4.13. L'approche graphique que nous allons présenter est utile car elle suggere des
facons de commencer a étudier la suite, mais elle ne fournit en aucun cas une étude rigoureuse. ©

Supposons que le graphe de la fonction g est connu, et que la valeur de z,, a déja été calculée.
Montrons comment construire z,, graphiquement a partir de z,, et du graphe de g :

1) Commencer en (z,,0)
2) Monter verticalement sur le graphe de g, au point (z,,, g(x,,)) = (2, Tpt1)
3) Glisser horizontalement jusque vers la diagonale y = =, au point (2,11, Zp+1)

4) Redescendre sur (z,1,0)

fxn,znu) a

B

fx'lﬂsxhn)

.

v

xhp‘ xl'l.

Bien-stir, on peut sur le méme dessin représenter z,,, a partir de z,,.1, etc. Donc en partant de z,
on a un moyen graphique de suivre la trajectoire g, z1, 25, . . .
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4.4. Approche graphique

Exemple 4.14. Reprenons le premier exemple considéré dans ce chapitre, associée a
Z

=14=.
9(z) 5

Sur I'animation ci-dessous, observer le comportement de la suite en fonction de la condition ini-

tiale xg :
yd
g(z) :| 1+0.5*x | draw /

e @ L ] [ ] [ ]
Egrs T I o A

On observe graphiquement tout ce que nous avions obtenu analytiquement. En particulier, on
voit le point fixe z, = 2, a l'intersection entre le graphe de g et la droite y = z. Puis, une fois la
condition initiale z, choisie,

* I, est décroissante si xg > 2
* X, est croissante si xy < 2

* dans les deux cas, x,, converge vers le point fixe

Exemple 4.15. Considérons la suite traitée dans la section précédente, associée a

1

9(17):2—;7

avec la condition initiale zy = 4 :

—

gLy I Lo

2
F&
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4.4. Approche graphique

On remarque que le graphe de g est tangent a la diagonale au point fixe, et comme n’importe
quelle condition initiale au-dessus du point fixe mene toujours a la méme limite, qui est atteinte
en décroissant, comme vu précédemment. D’autres conditions initiales ménent a la méme limite,
mais sans que la suite soit forcément monotone. ©

Exemple 4.16. Considérons la suite logistique de l'introduction,
Tpr1 = 1x,(1 — ).

L’animation ci-dessous montre les grandes différences dans le comportement asymptotique de la
suite, en fonction de la valeur du parametre » > 0. (Pour ne pas rendre le dessin incompréhensible,
on n’a représenté que les 20 premiers termes de la suite.)

r=1.900...

O
e

h
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Chapitre 5

Séries numériques

5.1 Définitions et exemples

(ici, Video: v_series_intro_definition.mp4)

Une série, en analyse, est une somme infinie.

Dans ce chapitre, nous étudierons les séries numériques, qui ne sont rien d’autre que des sommes
infinies dans lesquelles on somme tous les termes d"une suite donnée (a,, )., a partir du premier :

a0+a1+a2—|—a3+...
Le symbole utilisé pour représenter un telle somme est

o0

> "a,, ou Y a,,

n=0 n=0

ou encore, puisque l'indice est muet,

o0

E ap , ou E ag ,

k=0 k>0

que l'on lit “la somme de tous les aj, pour k allant de zéro a l'infini”, et on dit que son terme
général est ay.

Nous aimerions donc définir rigoureusement ce que signifie “sommer une infinité de nombres”.
Pour ce faire, nous allons fixer une suite (a,,),>o, et commencer par sommer un a un ses éléments,
en commengant par le premier. Ceci méne a définir les sommes successives obtenues :

Définition 5.1. Soit (a,),>¢ une suite de réels. On définit la suite (s,,),>0 ainsi :

Sp -— Qo
S1:=ag+ aq

So := ag + a1 + as

Spi=ap+a+ag+---+a,

On appelle (s,),>0 la suite des sommes partielles associée a (a,),>0. s, est la n-eme somme
partielle.
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5.1. Définitions et exemples

On donne alors un sens a la somme infinie en prenant une limite :

Définition 5.2. Soit (s,,),>0 la suite des sommes partielles associée a (ay,),>o. Si la limite

s:= lim s, .
n—o0
o0
existe et est finie, on dit que la série g a, converge, et que sa somme vaut s. On écrit :
n=0
o0
E ap = S
n=0

Dans les autres cas, on dit que la série diverge.

Si lim s, = +00, on écrit

n—oo
(o)
E a, = +oo.
n=0

Exemple 5.3. Soit a,, = n pour tout n. Alors

n(n+1
sn:1+2+3+4+---+n=%,
ce qui implique que s,, — oo, donc la série diverge :
1+2+43+4+-- =) n=+o0,
n=1
o
Exemple 5.4. (Suite constante) Soit (a,,),>o la suite définie par
ap, = C
pour tout n > 0, ot1 ¢ est une constante. Alors
Sp=0ap +a; + -+ ay
=ct+c+---+c
—_———
n+1 fois
=c(n+1).
Ainsi,
400 sic>0,
lim s, = lim ¢(n+1) =<0 sic=0,
n—oo n—o0
—o0 sic<O0,
ce qui implique que la série ) _ ., a, converge si et seulement si ¢ = 0, et dans ce cas
S0 =0
n=>0
Lorsque ¢ # 0, la série diverge et
Z o — 400 sic>0,
=0 —o00 sic<O0.
o
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5.1. Définitions et exemples

Ce dernier exemple a montré, sans surprise, qu'une somme infinie de nombres strictement posi-
tifs, tous égaux, est infinie.

Or méme si cela peut sembler contre-intuitif, il est possible de sommer une infinité de nombres
non-nuls, et d’obtenir une somme totale finie; nous avions déja rencontré ce phénomene dans
I’étude de la série géométrique; celle-ci fournit notre premier exemple non-trivial de série conver-
gente :

Exemple 5.5. La série de terme général a,, = r", ol1 r € R est fixé, n’est autre que la série géomé-
trique de raison r :

e}
Zan=1+r+r2+r3+---
n=0
Par un résultat élémentaire sur les sommes géométriques finies (lien vers la sectionm_elementaire
sommes_produits), on sait calculer exactement n'importe quelle somme partielle. En particu-
lier, si r # 1, alors
1 — rn—i—l

Sp=14+r+r+r’+. 4r"="———
1—r

On peut ainsi conclure :

Zrn _ Jconverge si|r| <1,
diverge  sinon.

n=0

De plus, dans le cas ott || < 1, nous avons calculé exactement la valeur de sa somme :

n=0
Par exemple,
(UL
2 22 23 1=
R U S S SR
3 32 3 11— (-5 4
o
Nous connaissons un autre cas de série convergente (de termes non-nuls), plus compliqué :
Exemple 5.6. Nous avons vu que la série de terme général a,, = =,
1 1 1
Zﬁ:1+2_2+3_2+”' converge.
k>1
En effet, nous avions montré que la suite des sommes partielles,
1 1 1
Sn:1+§+§+"'+ﬁ,
est croissante et majorée.
§ 9 %(y E;:;:;;we-ﬂon
o
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5.1. Définitions et exemples

5.1.1 Divergence de la série harmonique

Considérons maintenant un des exemples les plus importants de série divergente :
Théoreme 5.7. La série harmonique, de terme général a,, = %, est divergente :
i1—1+1+1+1+1+ = +00
n 2 3 4 5 -

n=1

*1 -i-% o3 od oL oL, -

.‘ W Iy Sy gy - e 0o see v

S, S; S; s" Sg

En d’autres termes, si I’on fait un pas de longueur 1, puis un pas de longueur 3, puis un pas de
longueur £, et ainsi de suite (toujours vers la droite), alors on part a I'infini.

Preuve: Remarquons que la suite des sommes partielles associée a la suite a,, = = est strictement croissante :
Sn+1 > Sp. Pour montrer que s,, — oo, il suffit donc de trouver une sous-suite (s, )i telle que s,, — oc.

Considérons les indices qui sont des puissances de 2 :

52:.921:1—#%2%
842822:14-%4‘%‘1‘% 22%

ss=sp=1+3+ 3+ +t++12>31

sie=spu=1+3+3+1+t+ g+t t+524-3
—_ =
T I S
Plus généralement, on peut montrer que pour tout entier k > 1,
k
Sok = 5

Comme % — oo lorsque k — oo, par le “chien méchant”, on conclut que sy — oc0.

Une autre preuve (trées semblable) de la divergence de la série harmonique : A stylish proof that... (Michael

Penn) (lien web) O
Nous venons de montrer que la suite partielle associée a la série harmonique,
LT S S
Sn — - — - e -,
2 3 4 n

tend vers I'infini : Cela signifie que quel que soit le seuil M > 0 que 'on fixe, aussi grand soit-il, il
existe toujours un indice N tel que s,, > M pour toutn > N.
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Informel 5.8. La suite s,, tend vers 'infini, mais trés lentement... Pour donner une idée, si dans

I’animation ci-dessus on fixait M = 50 (un point sur 1’axe Oy, a environ 50 centimétres au-dessus

“ 77N .

de votre écran), il faudrait pousser le “n” a au moins 2.5 - 10'6 kilometres pour que s,, > 50...

On pourra également lire les commentaires se trouvant ici (lien web).

5.1.2 Surl'importance de la définition de convergence pour une série

Exemple 5.9. Considérons a,, = (—1)", n > 0. Les sommes partielles sont alors

so=(-1)°"=1

si=(-1)+(-1)'=1-1=0
so=(-1)"+ (=)' +(-1)=1-1+1=1

s3= (-1 + (=)' +(-1)*+(-1)’=1-14+1-1=0

Ainsi,

0 sinestimpair,
Sn = . .
1 sinestpair.

Donc s, n’a pas de limite, ce qui signifie que la série

D= =1-1+41-1+1—-1+1--

n=0

est divergente. o
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Informel 5.10. On serait peut-étre tenté de calculer la somme infinie du dernier exemple,
s=1—-1+1-14+1—1+1--

a I’aide d’opérations algébriques injustifiées.

Par exemple, on pourrait réorganiser les termes de la série par paquets de deux :

Mais une autre facon de réarranger donnerait

s=1+(-1+1)+(-14+1)+---=1
=0 =0

Ou alors, en multipliant la somme par 2,

2s=s+s=1—-1+1-14+1—-1+1—"---
+1—-1+1—-1+1—-1+4---
=1,

etdonc s = % (Voir aussi ici (lien web) pour une autre fagcon de formuler la méme absurdité.)

Les opérations formelles faites sur cet exemple sont toutes interdites, parce qu’on est en présence
d’une série divergente. Ceci montre que l'on ne peut pas manipuler une série comme on mani-
pule une somme contenant un nombre fini de termes, et souligne I'importance de la définition de
convergence que nous avons adoptée pour une série (via les sommes partielles).

Quiz 5.1.1. Soit ), . a, une série numérique, et (s,)n>o la suite de ses sommes partielles. Vrai ou faux?
1) O (sn)n>0 est monotone
2) O (Sn)n>o est bornée
3) O Si)_,-,an converge, alors s, est monotone
4) O Si 2@0 a,, converge, alors a,, est monotone
5) O Si Z@O a,, converge, alors s,, est bornée
6) O Si (sy) est bornée, alors - a, converge.
7) O Si s, — 00, alors Zn>0 a,, diverge.
8) O Siy’, -, an diverge, alors s, — oo.

9) O Silimy,_,o0 Soi, ef limy_,o Sop1 existent, alors Z@O a,, converge.

Quiz 5.1.2. Soit (ay,),>0 une suite de réels, telle que a,, > 0 pour tout n > 0, et soit (s,)n>0 la suite de ses
sommes partielles. Vrai ou faux ?

1) O (Sn)nso est croissante.
2) O Y ,=0 n converge si et seulement si (s, ),>o est majorée.
3) OSi 2@0 a,, converge, alors a,, est décroissante.

4) O Si)_,.,an converge alors ) - (—ay,) diverge.
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5.2. Propriétés des séries convergentes

5.2 Propriétés des séries convergentes

(ici, Video: v_series_proprietes.mp4)

5.2.1 Le terme général tend vers zéro

Intuitivement, il est clair que pour pouvoir sommer une infinité de nombres a,,, il faut que ceux-ci
deviennent toujours plus petits a mesure que n devient grand :

Lemme 12. Si Zn a,, converge, alors a,, — 0.

Preuve: Si la série converge, cela signifie que la suite des sommes partielles a une limite : s, — s. On a donc

an = (a1 +ax+ -+ ap_1+ap) — (a1 + a2+ +an_1)

=Sn =Sn—1

=S8np = Sn—1,
ceci implique que a,, - s —s = 0. O

Le lemme ci-dessus est surtout utile lorsqu’on veut montrer, a moindre cotit, qu'une série diverge.
En effet, si le terme général ne tend pas vers zéro, la série doit diverger.

1+3"

n>1

Exemple 5.11. La série

diverge. En effet, la limite de son terme général

_ . 1+3n . 3M(1+3™)
lim a, = lim = lim ———
. 14+3™
= lim =

9

qui est différent de zéro. o

Informel 5.12. A\ Attention : il ne suffit pas que a,, — 0 pour que y_, a, converge! Par exemple, la
série harmonique a son terme général qui tend vers zéro, a,, = % — 0; mais elle diverge.

Donc pour qu’une série converge, son terme général doit faire plus que juste “tendre vers zéro” :
il doit tendre vers zéro suffisamment vite.

5.2.2 Converger : un propriété asymptotique

La deuxieme qualité importante peut étre formulée en disant que la convergence/divergence d une
série est un propriété qui ne dépend pas d’un nombre fini de ses termes. En effet, si une série converge
(resp. diverge), alors on peut modifier un nombre arbitraire (mais fini) de termes, elle continuera a conver-
ger (resp. diverger).

Exemple 5.13. On sait que la série harmonique }, * diverge, et que la série ), -5 converge.

n2
Fixons un entier N, arbitrairement grand.

0 Sin<N0,
Ay = )
sin > Ny,

* Si on définit

3=

alors ) a, diverge.
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5.2. Propriétés des séries convergentes

x Si on définit
alors ) b, converge.

5.2.3 Sommes et multiplication par un scalaire

Finalement, donnons deux propriétés simples utilisées constamment dans la manipulation des
séries convergentes :

Proposition 6. Soient Z a,, et Z by, des séries convergentes.

1)) (an£b)=> ay+» b,

2) Pour toute constante \ € R, Z Aa, = A Z Qn,

Preuve: Pour des suites (ay,)n>0, (bn)n>0, considérons les sommes partielles associées, notées respective-
ment (S, )n>0 et (s),)n>0. On a donc, par hypothese, existence des limites

lim s, = g ak
n—oo

k>0

. /

Jm s =D b
k>0

Soit (s!)n=0 la suite des sommes partielles associées a la suite (a,, + by, )n=0. On a, pour tout n,

n

SZZZ(Gk—i-bk):Sn—FS%.
k=0

Etant la somme de deux suites convergentes, s’ est également convergente, et de plus sa somme est
n

Z(ak + bk) = lim S;;
n—oo
k>0
i o+ -

/

= lim s, + lim s,

n—o0 n—00

:Zak—i—Zbk.

k>0 k>0

L’autre propriété se démontre de la méme fagon. O

n=0

Exemple 5.14. Dans

on reconnait deux séries géométriques convergentes,

1 (—1)"
2_n et Z 7m0

n=0 n=>0
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On peut donc utiliser la proposition, pour calculer

S(Ee )T S

n=>0

I
_l’_

Quiz 5.2.1. Vrai ou faux?
1) O Si) ., a, converge, alors a, = 0 pour tout n suffisamment grand.
2) O Sia, > 0 pour tout n, alors )  a, diverge.
3) O Siy, a, diverge, alors a, — +oo.
4) O Si a, converge, alors . a, converge.
5) O Si)_, a, converge, alors sin(a,) n’a pas de limite lorsque n — oo.
6) O Siy . a, converge, alors pour tout € > 0 il existe un entier N tel que |a,| < € pour tout n > N.

7) O Si), (14 a,) converge, alors a,, < 0 pour tout n suffisamment grand.

- 1 £
8) O Lasérie . % converge.

9) O Si ), e converge, alors a, — +oo.
10) 0 Si Y, (a2 — a, — 2) converge, alors a,, — 2 ou a, — —1.
11) O Si il existe une sous-suite (an, )y telle que a,, = 1 pour tout k, alors ) a,, diverge.

12) O Si '), a, converge, et si f(x) > 0 pour tout x € R, alors ) f(a,) converge aussi.

Quiz 5.2.2. Vrai ou faux?
1) O ,50 an converge si et seulement si ) - \ a,, converge.
2) O Si) (a, —by) converge, alors . a, et b, convergent.
3) O Si)_, anet) ., b, convergent, alors {* — 1.

4) O Si'y"  a, converge, alors la suite b, := >~ , a, tend vers zéro.

Quiz 5.2.3. Si a, > 0 pour toutn >0, et si ) . a, converge et que sa somme vaut s = 3, alors

1) O lim ot it "+ dnyl =1
n—oo qg+aiy+ -+ ap,

. 4

2)Dlima0+a1+ +a+1:§

n—=oo g+ Gy + -+ ap
3) 0 lim(B—(ap+ar+ax+---+ay2))=—6
n—oo

o O lim S2Tes) _
n—oo an

5 O lim S20m) _
n—oo a,n

6) O lim S2(Tan) _
n—oo an
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5.3 Le critere de comparaison

(ici, Video: v_series_critere_comparaison.mp4)

Le critere le plus utilisé dans I'étude des séries. Il permet, lorsqu’il s’applique, d’étudier la conver-
gence/divergence d'une série donnée, en la comparant avec une autre série donc la conver-
gence/divergence est connue.

Théoreme 5.15. Soient (a,) et (b,) deux suites telles que
0<a, <b,

pour tout n suffisamment grand.

1) Si E by, converge, alors E a,, converge aussi.
n

2) Si Zan = +o0, alors an = +o00.

Preuve: Supposons pour commencer que 0 < a, < b, pour tout n > 1 (au lieu de juste “pour tout n
suffisamment grand”). Définissons les sommes partielles :

n n
/
sn::E ar , sn::g b .
k=1 k=1

Par définition, 2@1 an converge si et seulement si s,, est convergente, et 2@1 by, converge si et seulement
si s}, est convergente.
Puisque 0 < a,, < b, pour tout n, on a aussi que

0<s, <s Vn>1.

/
n
De plus, comme tous les termes que leurs sommes contiennent sont positifs, s,, et s}, sont des suites crois-

santes. En effet, on peut écrire, pour toutn > 1,

Sptr1—Sp=(a1+ -+ an+apnt1) — (a1 + -+ ayn)
= an+1 > 07
et donc s, 41 > sy,. (Pareil avec s/,.)

1) Si ), bn converge, alors il existe s’ € R tel que s;, — s'. Comme s;, est croissante, on a s;, < s/,
et donc aussi s, < s'. Donc s, est croissante et majorée, donc aussi convergente, ce qui signifie que

Y n>1 @n CONVeErge.

2) Si 2@1 a, = 400, c'est que s, — oo, et donc comme s, > s, pour tout n > 1, le théoreme du chien
méchant implique s,, — oo, ¢’est-a-dire 2@1 b, = +o0.

Maintenant, si on a 0 < a, < b, seulement a partir d'un certain ng, on peut adapter l’argument sans

difficulté, en redéfinissant
n n
Sy = E ay s = E by .

k=ng k=no

Exemple 5.16. Considérons la série

1
Z 2" +n +sin(n)

n=>1
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5.3. Le critere de comparaison

Pour toutn > 1, n +sin(n) > 1 — 1 = 0. On peut donc comparer :

1 1
= 2 4 4 sin(n) S on
N ~ J/ \/'/
=:an =:bn
Puisque ), b, est une série géométrique de raison r = 3 < 1, elle converge. Donc Y ., a,
converge aussi. o
Exemple 5.17. Considérons
>
—,
n=1 n
ou p est un réel fixé.
* On sait déja que dans le cas p = 2,
5 converge.

n>1

Or si on prend n’importe quel p > 2, alors n? > n? (pour tout n > 1), et donc
1
0< — < pour toutn > 1.
np
~—~

=an

<w|~

bn

Donc par le critére de comparaison, Zn>1 converge aussi.

x D’autre part, on sait que la série harmonique

1

n=1
Or si on prend n’importe quel p < 1, alors n” < n (pour tout n > 1), et donc
1 1
0 — <€ — pour toutn > 1.
n np
~— \g/
=0an =0n

Donc par le critere de comparaison, ), ., - = +00.

On a donc montré que

Z 1 divergesip <1,

p
meei convergesip > 2.

Nous verrons plus loin ce qu’il en est des valeurs intermédiaires p €]1, 2[. o

Quiz 5.3.1. Vrai ou faux?
1) O Siay, < b, pourtoutn > 1,etsi )y ., b, converge, alors ) -, a, converge aussi.

2) O Si il existe deux sous-suites (a, )i, et (b, )i telles que 0 < a,, < by, pour tout k suffisamment
grand, et si ) b, converge, alors ) a, converge aussi.

3) O Si il existe deux sous-suites (a,, )i, et (bn, )i telles que 0 < a,, < by, pour tout k suffisamment
grand, et si’y_, by, converge, alors ), a,, converge aussi.
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5.4 Le critére de Leibniz

(ici, Video: v_series_critere_alternee.mp4)

Certaines séries, trés particuliéres, ont un terme général dont le signe est opposé au signe du terme
précédent; on les appelle alternées. Sous certaines conditions additionnelles, on peut garantir que
ces séries convergent :

Théoreme 5.18. (Critere de Leibniz pour les séries alternées) Soit a,, = (—1)"x,,, oit
1) z, >0,
2) x, est décroissante, et
3) x, — 0.

Alors ) o an = Tg — 1 + Ty — Tz + T4 — - - - CONVErGE.

4+ Xo

+ X2

o S r;’ Sg ‘. \i

Preuve: Soit (z,,)n>0 une suite décroissante et soit s, la suite des sommes partielles associée a la série

Y onso(=1) Ty

S0 = Zo
S1 =9 — T1
So = X9 — L1 + T2

83 =9 — T1+ T2 — I3

Remarquons (voir I'image ci-dessus) que
51X 83 <85 <086 < 54X 82 < 50
Considérons donc les sous-suites sg, et so1. Puisque (sa5) est décroissante et minorée par s,
Spairs = lim sg  existe.

k—ro00

Puisque (sax+1) est croissante et majorée par s», elle converge :
Simpairs = lim S2k+1 existe.
k—o0

Mais comme |sor 1 — S2k| = |Tor41| — 0,0na Spairs = Simpairs- 0

Exemple 5.19. La série harmonique alternée est définie par

Z(—U"Hl 1+1 1+1
n 2 3 4 5

n=>1
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5.4. Le critére de Leibniz

Elle s’obtient simplement en changeant le signe de tous les indices pairs de la série harmonique.
Comme on peut écrire cette série sous la forme

> Sy

n=>1 n=1

oux, = % est positif, décroissant, et tend vers zéro, on conclut par le théoreme qu’elle converge.
(On verra plus tard que sa somme vaut log(2)). o

Exemple 5.20. Considérons la série

Z sin(nf)
= nt 1

Puisque sin(n%) = 0 dés que n est pair, cette série est en fait

sin n% sin 2k—|—1§
§sinlnd) _ g sin(26 4 1)3)

n+1 2k + 2

n=>0 k>0

Mais maintenant, sin((2k +1)3) = (—1)*, et donc

Z sin(n%) _ Z (‘Uk
= n +1 2k 42

k=0

Puisque z;, := — 0, cette série converge. o

2k+2

Quiz 5.4.1. Parmi les séries ci-dessous, lesquelles ont une structure de série alternée ? (Plus précisément :
quelles sont celles qui peuvent étre transformées en une série qui satisfait aux hypothéses du critére de
Leibniz, et donc qui garantissent la convergence de la série ?)

1)n+3 n+1)
1) O 3) O 5) O Z—
; n+3 Z \V2n + e
(=1)"
cos(nm 4) O —_— L, sin(n
Z)Dz—nil) ;log(n+1) 6)\:!2 )
n>0 n pair n>1

Quiz 5.4.2. Vrai ou faux
1) O Si)_, a,diverge, alors ) (—1)"a, diverge aussi.
2) O Si), a,diverge, alors ) (—1)"a, converge.
3) O Si) ., ay,converge, alors ) (—1)"a, converge aussi.
4) O Si ), a, diverge, et si x,, € {0,+1} pour tout n, alors . x,a, converge.
5) O Si|a,| > + pour tout n suffisamment grand, alors Y, a,, diverge.

Quiz 5.4.3. Vrai ou faux?

1) O Sia, — 0, si a, > 0 pour une infinité d'indices n et a,, < 0 pour une infinité d'indices n, alors
>, @y, CONTETSE.

2) O Sixz, — 0,alors ) (—1)"x, converge.
3) OSixz, >0etx, —0,alors ) (—1)"x, converge.
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5.5 Séries téléscopiques

Considérons une série 2@1 a, dans laquelle le terme général a,, est une différence,
Ap = Tp — Tp_1 Yn>1.
oll (z,)n>0 est une suite fixée. On appelle les séries de ce type des séries téléscopiques.

En effet, on remarque que la n-eme somme partielle associée a ) ., a, peut se calculer exacte-
ment, puisque en réarrangeant les termes, beaucoup de paires se téléscopent :

sn:a1+a2+a3+---+an_1+an
:(ZEl—l’o)—f—(l‘g—ZL’l)+($3—$2)+"'+($n—l’n_1)
=20+ (21 —x1) + (X2 —22) + -+ (Tno1 — Tno1) + 24

=Ty —To .

On conclut de la que si la suite z,, possede une limite, z,, — L, alors la série Zn>1 a, converge, et
de plus sa somme vaut

lim s, = lim (2, — ) = L — x9.
n—o0 n—oo

Exemple 5.21. La série téléscopique

Z(cos(\%ﬁ) — cos( nlq))

n=2

converge puisque d,, = cos(\/iﬁ) — 1, et sa somme vaut

Z(cos(\/iﬁ) — cos(\/r}fl)) =1—cos(1).

n=>2
o

Exemple 5.22. La série

>

e n(n+1)
converge puisque

1

0 X O0p X ﬁ

Or si on regarde de plus pres, on peut la voir comme une série téléscopique, puisque
1 1 1

nn+1) n n+1"

(On verra plus tard comment faire ce genre de décomposition de fagon plus systématique, appelée
décomposition en éléments simples.) La n-eme somme partielle s’écrit donc

Sp=a1+az +az+ -+ ap_1+an

(-2 G G- G )

oll on a pu “téléscoper” les termes 2 a 2. On a donc que

1 :
=2y —ame =1

n>1
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n nP

Quiz 5.5.1. Soit (x,,),>0 une suite convergente, et a,, = x, — x,—1 (n > 1). Quelles affirmations sont
toujours vraies ?

1) O a, converge et sa limite vaut L = lim,,_, x,,

2) O a, converge et sa limite vaut 0

3) O Silim, oz, # 0, alors 3 -, a, diverge.

4) O Z@l a,, converge et sa somme vaut s = lim,_, =,

5) O Y, an converge et sa somme vaut s = {lim,_,o ,} — xo

5.6 Séries >

(ici, Video: v_series_np.mp4)

Dans cette section, on regarde de plus pres les séries de la forme

1
np’
n=1

ol p est un réel fixé. On a déja traité les cas p = 1 (série harmonique, divergente) et p = 2 (conver-

gente), et on en a déduit, par comparaison, les cas p < 1 et p > 2. Ici on complete cette analyse, en
particulier en traitant les valeurs intermédiaires 1 < p < 2.

Théoréme 5.23. Soit p € R. Alors

Z 1 |converge sip>1,
nP | diverge  sip < 1.

n=>1

Preuve: La divergence pour tous les p < 1 peut se faire par comparaison avec la série harmonique. En effet,
sip <1 alors & > 1 etpuisque ), + = oo, cela implique que }_,, - = +o00.

n n nP
Soit maintenant p > 1. Comme s,, est monotone croissante, il suffit de montrer qu’elle est majorée, et pour
montrer qu’elle est majorée, il suffit de montrer qu'une sous-suite quelconque est majorée. Pour ce faire,
on considere la sous-suite syr_;. L'idée va étre de majorer cette suite, en la comparant a la somme partielle

d’une série géométrique convergente.

Pourk=1,ona

Pour £ = 2, on peut majorer

S2 1 =15 T o5 T 35

Pour k£ = 3,

_ 1 1 1 1 1
823_1—17—‘1-274-37-‘1-474-"'4‘77
—_———

<235 <475

<L+(3) +(3)°
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5.6. Séries > |

nnP

Pour k =4,
S 1 =ptmtetmt o tateto+ i
241 1P 2p 3P 4P 7P 8P 15p
1 1
S29p Stap <8%p

le reste de la série

O

Remarque 5.24. Ce résultat montre a quel point la convergence/divergence d'une série peut étre
sensible au comportement de ses coefficients! En effet,

[e.9]

1
Z 1,1.000001 < 00,
n=1
alors que
o0
1
Z 1,0-999999 o0
n=1

<

Dans certaines séries, on pourra parfois identifier dans le terme général a,, une contribution do-
minante de la forme =, ce qui pourra donner des idées quant a la convergence/divergence de la
série.

Exemple 5.25. Considérons la série

; V 4n3 +7

“ 3/1

Gardons la contribution venant uniquement du . Comme 7 > 0, on peut majorer le terme

général comme suit :

1 1 11

< < -3 =: b,
VA3 +7 T VA3 2nP/?
——

=an

2 N s . 1 . Vi _
Par leltheoreme la série ) ., —5 converge, puisqu’elle correspond au cas p = 31/ 2 > 1. Donc
> _n1 37577 converge aussi, et par le critére de comparaison, on conclut que ), -, ——=-— converge.
o

Exemple 5.26. Considérons la série

> e
dn? —1"
n=1
z z z 7 1 . 7 :
On remarque dans le terme général la présence d"un comportement du type -5 ; on peut I'extraire
en mettant le n? en évidence au dénominateur, et en majorant le reste :

1 1 1 1
<

4n2—1_ﬁ4—#\%'

(En effet, 4 — =5 > 3 pour tout n > 1.) Mais puisque la série > 73 = 3 »., -5 converge (car

=2>1), le cr1tere de comparaison 1mp11que que Y., ;27 converge. o
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5.7. Le critere de la limite du quotient

Quiz 5.6.1. Parmi les séries ci-dessous, lesquelles convergent ?

cos(nm) 1 1
v )0y = 5 0 g
nz1 n>2 n>1
1 1
2) O g > 0) 4) O g —_ 6) O E ——
n>1 v o VO +1 inwo

5.7 Le critere de la limite du quotient
(ici, Video: v_series_critere_limite_quotient .mp4)

Théoreme 5.27. Soient (ay,) et (b, ) deux suites. Supposons que a,, > 0 et b, > 0 pour tout n suffisamment
grand, et que

G, .
«:= lim — existe.
n—oo by,

Si o> 0, alors soit ), a, et b, convergent toutes les deux, soit elles divergent toutes les deuix.

Preuve: Si le quotient 7 tend vers a > 0, cela signifie qu'il est loin de zéro pour tous les indices n suf-
fisamment grands. 801t e 1= «a/2. Alors il existe N tel que |{* — a| < ¢ pour tout n > N, c’est-a-dire
que

(a—¢e)b, <an < (a+e)by,.

—— ——

:a/Q :3a/2
Doncsi ), a, converge, Y . b, converge aussi, etsi ) . a, diverge alors ) b, diverge aussi, et vice versa.
0

Le théoreme ci-dessus est tres utile lorsqu’on a un terme général dans lequel on peut identifier un
terme qui doit dominer, mais pour lequel aucune comparaison simple ne se présente.

1
2 E I T

n=3

Exemple 5.28. Considérons

" 3!/

Ici, la présence du dans le terme général a,, = ——— suggere de considérer b, = . En effet,
a, et b, sont tous deux positifs pour n suffisamment grand, et

3

ar, n
=lm —=lm — =1 .
@ nLH;Ob nLH;on3—5n—1 >0

Donc la série ) | a,, converge. Remarquons pourtant que a,, > b,, pour tout n > 2! o

Exemple 5.29. Considérons la série

) sin (n23+1) .

n=>1

Remarquons que a,, = sin(— +1) > ( pour tout n suffisamment grand Si on se souvient du résultat
sm(xn)

qui dit que si z,, — 0, alors — 1, cela suggere de poser b, = >~ -7, on a alors que

(3
a sin( )
a=lim = = lim —2* =1>0.
n—oo n n—oo n2+1
. o 1 -y P 3
Puisque > b, = 3} .55 converge (son terme général étant < -3), on conclut que > a,
converge aussi. o
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5.8. Séries absolument convergentes

5.8 Séries absolument convergentes

(ici, Video: v_series_absolument_conv.mp4)

Définition 5.30. Si Z |a,,| converge, on dit que Z a, est absolument convergente.

n n

Exemple 5.31. La série

est convergente (car c’est une série alternée satisfaisant au critere de Leibniz), mais elle est aussi
absolument convergente, car
> -2
n? n?’

n>1 n>1

qui est convergente (p = 2 > 1). Donc l’alternance de signes, dans la série de départ, n’est pas
essentielle pour garantir sa convergence. o

Exemple 5.32. La série harmonique alternée est convergente, comme on sait, mais elle n’est pas
absolument convergente, car en prenant la valeur absolue de chacun de ses termes on obtient

> -3

n>1 n>1

(-1

n

la série harmonique, qui est divergente. Donc la série harmonique alternée a “besoin” de l'alter-
nance de ses signes pour pouvoir converger. o

Ce dernier exemple montre qu'une série peut étre convergente sans étre absolument convergente.
D’autre part, on a le résultat important suivant, qui montre que la notion de convergence absolue
est plus forte que celle de convergence :

Théoréme 5.33. Si Z a,, converge absolument, alors elle converge.

n

Donc I'ensemble des séries absolument convergentes forme un sous-ensemble de 1’ensemble des
séries convergentes :

Scries convergerctes

séries o bsolument com VW"'-C s

Preuve: Définissons

Spi=a1+---+tap

Sp o= la1] + -+ Jan] -
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5.9. Le critére de d’Alembert

Comme ), a, est absolument convergente, la suite 5,, converge, ce qui implique que c’est aussi une suite
de Cauchy. Or pour tout n > m, par I'inégalité triangulaire,

lsn_sm‘ = ‘am+1+"'+an‘
< ’am+1’+"'+‘an‘
= Spn — Sm

=[S, — Sl -

Fixons ¢ > 0. Comme (5,,) est une suite de Cauchy, il existe N tel que [5,, — 5| < € pour tout n,m > N.
Par I'inégalité ci-dessus, ceci implique que |s;, — s;,| < € pour tout m,n > N. On a donc montré que (s;,)
est une suite de Cauchy, et donc elle converge : >, a, est convergente.

Ce résultat peut parfois étre utile pour I'étude d’une série :

Exemple 5.34. Etudions la convergence de la série

Z 3sin(n) — 5 cos(n?)
~ 2" +/n

Le numérateur contient des parties oscillantes qui compliquent I’étude de la convergence. Pour-
tant,

13sin(n) — 5cos(n?)] <3+5=8,

et donc
3sin(n) — 5 cos(n?) < 8 .
2"+ /n 2"

Comme ) b, = 8), 5 converge (géométrique de raison r = 3), le critére de comparaison

implique que ) |a,| converge. Donc ) a, converge absolument, et par le théoréme ci-dessus,
ceci implique que ), a, converge. o

Dans les deux prochaines sections, nous verrons deux criteres trés utiles qui garantissent la conver-
gence absolue (et donc la convergence) d’une série.

Quiz 5.8.1. Vrai ou faux?

1) O Soit (s,) la suite des sommes partielles d’une série ) a,. Si |s,| converge, alors _ _,an
converge absolument.

2) O Soit 3, := |ag| + |a| + - - + |an|. Si (5,) est majorée, alors ), . a, converge absolument.
3) O Si) ., ay converge absolument, alors a,, > 0 pour tout n suffisamment grand.

4) O Si Y, a, converge absolument, et siy " |a,| = |L|, alors > a, = £L.

5) O Si ), ay, ne converge pas absolument, alors |a,, | ne tend pas vers zéro.

6) O Siy a,diverge, alors ) |a,| diverge.

7) O Si Z@O a,, converge, que sa somme vaut s > 0, alors Z@O a,, converge absolument.

§) O Si), a,converge, etsib, — 0,alors ) a,b, converge.

5.9 Le critere de d’Alembert

(ici, Video: v_series_critere_quotient.mp4)
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5.9. Le critére de d’Alembert

Théoreme 5.35. Soit (a,,) une suite pour laquelle la limite

Ap1

p = lim
n—ool Qy,

existe, ou est +oo.
1) Sip < 1,alors ) a, converge absolument (donc converge).

2) Sip>1,alors ) a, diverge.

Preuve: La preuve commence de la méme facon que celle pour le critere de 1’Alembert pour les suites :

1) Si p < 1, on sait qu'il existe ¢ > 0 et un entier N tel que

Infll<i—e  VaxN.
Gnp,
On a donc, pour toutn > N,
|an| < (1 = €)an—1]
< (1=¢)*|an—s
<.
<1 —e)" Nay|=:cn.

Mais comme ¢, est, a une constante prés, le terme général d'une série géométrique (de raisonr = 1—¢ < 1),
00 o . 0 .

la série ) ° . c, converge. Par le critere de comparaison, ) ° ., |a,| converge aussi, et donc ) ay,

converge absolument.

2) On a déja vu (Critere de d’Alembert pour les suites) que p > 1 implique que |a,| — oo, et donc a,, ne
tend pas vers zéro, ce qui implique que ), a, diverge. O

Exemple 5.36. Considérons

(-9)*

Si une comparaison avec une série plus simple n’est pas immédiatement facile, on peut calculer

-9 k+1
. Ak+1 . k+1)!
p= lim|—F —1m’(+l)€ = lim —— =0.
Par le théoreme, la série est absolument convergente, et donc convergente. o

Le cas ot1 p = 1 nest pas résolu par le théoréme, parce qu’il ne permet pas de conclure, et une
autre méthode doit étre utilisée.

Exemple 5.37. Pour le terme général a,, = C' > 0, on a p = 1, donc le critere ne dit rien. Pourtant,
on sait que ) a, diverge. o

Exemple 5.38. Pour le terme général a,, = %, on a

1/(k+1 k
PZlim‘—ak+1 :hm—/( il ):hm—zl,
k—ool ay k—oo  1/k k—oo k + 1
donc le critere ne dit rien. Pourtant, on sait que ), * diverge. o

Exemple 5.39. Pour le terme général a,, = n—12, on a

1/(k+ 1) k?
p = lim lian ) R TH M: Iim — =1,
k—ool ag k—o0 1/]€2 k—o00 (k‘ + ]_)2
donc le critere ne dit rien. Pourtant, on sait que ), & converge. ©
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5.10. Le critere de Cauchy

Informel 5.40. Ces exemples montrent que le critere de d’Alembert est inefficace pour toutes les
séries du type Y, -=. Donc ce critére est efficace dans les situations ot le terme général tend vers

zéro au moins exponentiellement vite. L’avantage est qu’on peut ’appliquer sans savoir si le terme
décroit exponentiellement vite.

Exemple 5.41. Considérons la série

(k+1)13
e CHEr)!
p=Hm G
(2k)!
13 !
~ lim (k+1)! (2k)!
k—oo K13 (2(k41))!
: (k+1)3
= lim
k—oo (2k 4 2)(2k + 1)

= +400.

Donc la série est divergente, et puisque tous ses termes sont positifs on peut écrire

Quiz 5.9.1. Vrai ou faux?

1) O Si |*2| < 1 pour tout n, alors 3, a, converge absolument.

2) O Siil existe ¢ > 0 tel que |*2| < 1 — e pour tout n suffisamment grand, alors 3, a, converge
absolument.

3) O Si ), a, converge absolument, alors || < 1 pour tout n suffisamment grand.

4) O Silim,,_, |*“=+| n'existe pas, alors ), a,, ne converge pas absolument.

5) O Silim,_,o
1.

An+41 A PINES Pl 2 , . 0
2t < 1, alors ), |ay,| peut étre comparée a une série géométrique de raison 0 < r <

5.10 Le critére de Cauchy

(ici, Video: v_series_critere_Cauchy.mp4)

Théoreme 5.42. Soit (a,) une suite réelle, telle que la limite

o:= lim {/|ay,|

n—oo

est soit finie, soit 400.
1) Sio < 1,alors ), a, converge absolument (et donc converge).

2) Sio > 1,alors ) a, diverge.

Preuve: 1) Supposons o < 1. Alors il existe 0 < € < 1 et un entier NV tel que

Vian| <1—¢ Vn > N.
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5.10. Le critere de Cauchy

On a donc que
lan| < (1 —¢)" Vn> N,

Par le critere de comparaison, comme la série associée b, := (1 — )" converge (géométrique de raison
r =1 —¢), celle associée a a,, converge aussi.

2) Semblable, mais dans ce cas on montre que |a,| — oo, et donc a,, ne tend pas vers zéro, et donc la série
>, an diverge. O

Exemple 5.43. La série

converge, puisque

= ]_ *
novoo (14 L)1 T4 L

n—1
=1l.1<1.

&

Remarque 5.44. Le critere de Cauchy existe en fait dans une forme un peu plus forte, dans laquelle
la définition de o est légérement différente :

o = limsup {/|a,|,

n—o0

mais ot la conclusion est la méme : si 0 < 1 alors la série converge absolument, et si & > 1 alors
la série diverge.

L’avantage de cette deuxieme version est que 1'on peut étudier certaines séries pour lesquelles
la limite qui définit o dans la premiere définition n’existe pas, alors qu’elle possede une limite
supérieure. o

Exemple 5.45. Considérons la série

Remarquons qu’ici,
Vlan] = 5+ 11",
qui n’a pas de limite lorsque n — oo. Pourtant,

1 3
limsup /|a,| = 3 __Z<1’

n—oo
et donc par la nouvelle version du critére, la série converge.
Remarquons qu’on aurait aussi simplement pu écrire
an = [+ 5D < G +9)"
Ainsi, par comparaison avec la série géométrique de raison » = 3, on conclut que ) a,, converge
absolument. o

=@
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5.11. Séries dépendant d’un parametre

Quiz 5.10.1. Vrai ou faux?
1) O Si lim +/|a,| < 1,alors ) a, converge absolument.
n—o0

2) O Si lim %/|ag,| < 1,alors Y, a, converge absolument.
n—o0

3) O Si0 < x, <1pourtout n,alors ) x," est convergente.

4) O Siz, € [0,1] est telle que sup{xo, x1, 2, ...} < 1,alors Y x," converge.

5.11 Séries dépendant d’un parameétre

Souvent, les séries sont utilisées pour définir des fonctions d’une variable réelle.

Supposons que le terme général d"une série dépende d'un parametre réel. Cela signifie que pour
chaque n > 1, on a une fonction
T ay(T) .

Pour simplifier, on supposera que toutes ces fonctions sont définies sur le méme intervalle a,, :
I —R.

On peut donc définir, formellement, la fonction f : I — R par

x— f(x):= Zan(x) :

n=>1

Evidemment, on ne peut étudier cette fonction que sur les points z oi1 la série qui définit f(z) est
convergente. Le domaine de f est donc

D(f) = {x € I’ Zan(x) converge} :

Exemple 5.46. Considérons le terme général
an(x) =a".

Alors pour tout n > 0, a,, est une fonction définie sur / = R. On remarque alors que f(z) =
> nso X" N'est autre que la série géométrique, ot x joue le role de raison. On sait donc qu’elle
converge si et seulement si |z| < 1. Ona donc D(f) =] — 1,1].

I est intéressant de remarquer que pour z € D(f), f(x) est en fait ! o
Exemple 5.47. Si on considére

(x+3)"

n!

défini pour tout = € R, utilisons le critere de I’Alembert pour étudier la convergence de la série

flay = S I

n!
n=0

a,(x) =

Y

On peut étudier la convergence de cette série, pour un z fixé, en étudiant

Rt an-l-l(x)
Or en développant,
n+1 |
o) = Tim (x +3) /(n—l—l).’_ - |x—i—3|:O

donc par le critere de d’Alembert, la série converge pour cette valeur de z, et donc f(x) est bien
définie en ce point. Puisque c’est vrai pour tout z € R, on en déduit que D(f) = R. o
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5.11. Séries dépendant d’un parametre

Informel 5.48. Une fonction définie par une série est en général tres difficile a étudier! Si on
cos(9™x)
2n

fl) = 3 D)

considere par exemple le terme général a,,(z) = , alors

est bien définie partout : D(f) = R. En effet,

0 < fan(2)] < o7
qui est le terme général d'une série géométrique de raison » = 1. Cette fonction, étudiée par
Weierstrass au 19eme siécle, posseéde des propriétés trés particulieres : elle est continue partout,

mais dérivable nulle part (on définira ces termes plus tard dans le cours).

Quiz 5.11.1. L'ensemble de définition D(f) de la fonction

10 =3 (753)

n=1
est
1) oR\ {1}
2) o]-1,1]
3) O ]—o00,0]

4) O ]—00,0[U]1,+o0]
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Chapitre 6

Fonctions réelles

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, on commence 1'étude des fonctions réelles d'une variable. Les notions de base
relatives a ces fonctions (injectivité, surjectivité, bijectivité, graphe) se trouvent ici (lien vers la
sectionm_fonctions_generalites_fonctions_reelles).

Nous commencerons, dans ce chapitre, par décrire brievement certaines propriétés particulieres
qu’une fonction peut posséder (monotonie, parité, périodicité), et introduirons les notions de mi-
nimum/maximum ainsi que d’infimum/supremum.

Les notions de limite associées a une fonction réelle, puis celles de continuité, dérivabilité et intégra-
bilité feront ’objet de toute la suite du cours.

6.2 Monotonie

Une premiere propriété trés particuliere qu'une fonction peut posséder est celle d’étre monotone.

Définition 6.1. I C R un intervalle et soit f : I — R.
1) f estcroissante sur [ si f(z;) < f(z2) pour tout z1,z2 € I, 21 < 2.
2) f est strictement croissante sur [ si f(z;) < f(xq) pour tout xy, 29 € I, 21 < Z9.
3) f est décroissante sur [ si f(z;) > f(x2) pour tout z1, 22 € I, 21 < 2.
4) f est strictement décroissante sur [ si f(z1) > f(x2) pour tout z1,z2 € I, 21 < 2.

Si f satisfait une de ces propriétés, elle est monotone.
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6.2. Monotonie

Exemple 6.2. La fonction f(z) = 2? est strictement croissante sur R . En effet, si 0 < z; < x5, alors
Ty — 21 > 0, et donc

fxa) = f(x1) = 25 — af = (w2 — 11) (22 + 71) > 0,
>0 >0

ce qui implique que f(z1) < f(x2). De méme, on montre que f(z) = x? est strictement décrois-
sante sur R_. o

Exemple 6.3. Par notre définition, une fonction qui est constante sur I (c.a-d. qu’il existe un réel C'
tel que f(z) = C pour tout = € I) est a la fois croissante et décroissante sur /. o

6.2.1 Variation

Etudier la variation d"une fonction, c’est trouver les intervalles sur lesquelles elle est croissante /décroissar

L’étude de la variation d"une fonction donnée, basée uniquement sur la définition de cette fonction
(comme z? dans I'exemple ci-dessus), peut étre difficile. Le calcul différentiel, que nous développe-
rons plus loin, fournira un outil puissant permettant de faire cette analyse.

Quiz 6.2.1. Soit I C R un intervalle, et f : I — R. Vrai ou faux?
1) O Si f n’est pas croissante, alors elle est décroissante.
2) O Si f est croissante, alors — f est décroissante.
3) O Si f est croissante, alors f? est croissante.
4) O Si f est croissante, alors \f est croissante pour tout X € R.
5) O Si f est croissante, et si g : I — R est croissante, alors f + g est aussi croissante.

6) O Si f est croissante, et si g : I — R est croissante, alors f - g est aussi croissante.
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6.3. Parité

6.3 Parité

Une autre propriété qu’une fonction peut posséder est par rapport a son comportement vis-a-vis
de la transformation x — —u.

Ci-dessous, on considere des fonctions dont le domaine D C R est symétrique c’est-a-dire que si
x € D,alors —z € D.

Définition 6.4. f : D — R est dite paire si
f(—=x) = f(x) Ve e D.

Sile point (z,y) = (z, f(x)) appartient au graphe de f, alors le point
(=, f(=2)) = (=2, f(2)) = (=2,9)

appartient aussi au graphe de f. On conclut que le graphe d"une fonction paire est invariant sous
Ueffet d’une réflexion par rapport a I'axe Oy.

f(—=z flz
(—z) ~ (z)

Définition 6.5. f : D — R est dite impaire si
f(=x) = —f(x) VeeD.

Sile point (z,y) = (z, f(z)) appartient au graphe, alors le point
(=2, f(=2)) = (=2, = f(2)) = (-2, —y)

appartient aussi graphe de f. Donc le graphe d"une fonction impaire est invariant sous une rotation
de 180° autour de I'origine :

f(z)

L ]
2@

f(—=z) 0
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6.3. Parité

Exemple 6.6. Décrivons I'exemple qui est a 1'origine de la dénomination de fonction “paire” ou
“impaire”. Pour un entier p € Z, la fonction

flz) = a*
est
* paire si p est pair,
* impaire si p est impair.
Remarquons que si p est négatif, alors 0 ne fait pas partie du domaine de f. o
—(————
fl@) =z
()
‘\
] L
—& Hi

Exemple 6.7. Sur D = R, x — cos(z) est paire,

h

et z — sin(x) est impaire,

LJd

Sur D = R\ {5 +kr : k € Z}, v tan(z) est impaire :
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6.3. Parité

A

En effet,
_osin(—z) _ —sin(z)
tan(—z) = cos(—n)  cos(a) tan(z) .
o
Exemple 6.8. Montrons que la fonction f : R* — R définie par
_ sin(2z)
fla) = S22
est paire. En effet, pour tout x € R*,
_ sin(2(—-x))  —sin(2z)  sin(2z)
floa) = S = e = S = ().
o

Pour montrer qu'une fonction n’est pas paire (resp. pas impaire), il suffit de trouver un point x,
de son domaine ot f(—xz.) # f(x.) (resp. f(—x.) # —f(x.)).

Exemple 6.9. Considérons, sur R, la fonction f(z) = x+1. Onremarque que f(—1) =0et f(1) =2,
etdonc f(—1) # f(1), et donc f n’est pas paire. Et comme f(—1) # —f(1), f n’est pas impaire non
plus. o

Une fonction, en général, n'a pas de raison d’étre paire ou impaire; pourtant toute fonction
contient un peu d’une fonction paire, et un peu d’une fonction impaire :

Lemme 13. Si D est symétrique, toute fonction f : D — R peut s’écrire, de maniére unique, comme la
somme d'une fonction paire et d’une fonction impaire.

Preuve: Cherchons a écrire f(z) = p(x) +i(x), olt p(x) est paire et i(x) est impaire. On doit donc avoir
f(=x) = p(=2) +i(—x) = p(x) —i(z),
et donc i(z) et p(x) doivent satisfaire
f(z) = p(z) +i(x)
f(=x) = p(x) —i(z).
Ce petit systeme linéaire se résout facilement. Sa solution est unique, et donnée par

oy = LISy S0 S
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6.4. Périodicité

Exemple 6.10. Sur R, f(z) = e” n’est ni paire ni impaire, mais on peut quand-méme 1’écrire e” =
p(x) +i(z), ou
el‘ _'_ e—LL‘

p(x) = —y = cosh(z)
est paire, et
i(r) = # = sinh(z)
est impaire. (Pour les fonctions hyperboliques, voir ici (lien vers la sectionm_fonctions_hyperboliqus

&

Quiz 6.3.1. Soit f une fonction dont le domaine D est symétrique et contient I'origine. Vrai ou faux?
1) O Il existe a > 0 tel gue D = [—a,a] ou D =| — a, al.
2) O f est soit paire, soit impaire.
3) O Si f n'est pas paire, alors f(—x) # f(x) pour tout x € D.
4) O Si f n'est pas impaire, alors f(—x) # — f(x) pour tout x € D.
5) O Si f est impaire, alors f(0) = 0.
6) O Si f est impaire, alors f(x) > 0 pour tout x > 0 et f(z) < 0 pour tout x < 0.
7) O Si f est paire, alors f? est aussi paire.
8) O Si f est impaire, alors f? est aussi impaire.

9) O f est en méme temps paire et impaire si et seulement si f est identiquement nulle sur D.

6.4 Périodicité
Définition 6.11. Soitt > 0; f : R — R est dite ¢-périodique si
flz+1t)= f(x) Vr e R.

Si il existe un ¢ > 0 minimal jouissant de cette propriété, on 'appelle période de f, et on le note
T >0.

Remarque 6.12. Si f est t-périodique, elle est aussi £2¢-périodique, +3t-périodique, etc. o
Exemple 6.13. f(z) = sin(z) est périodique, de période T" = 27 :

-\ . -

f(z) = cos(z) est périodique, de période T' = 27. o
Exemple 6.14. f(z) = tan(z) (sur son domaine) est m-périodique car
sin(z +7)  —sin(z)

tan(z + ) = cos(z + 1) = — cos(a) = tan(x).

<

Exemple 6.15. Considérons une fonction constante : f(z) = C. Onabien f(z+t) = f(x) pour tout
x et toutt > 0, donc f est t-périodique pour tout ¢ > 0. Mais comme il n’existe pas de plus petit ¢
strictement positif avec cette propriété, la fonction n’a pas de “période” a proprement parler. ¢
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6.4. Périodicité

Exemple 6.16. Considérons la fonction

_J1 sizeQ,
f@)_{o siz € R\ Q.

Montrons que si t € Q est un rationnel quelconque, alors f est t-périodique. En effet, prenons un
z € R quelconque. Si z € Q, alors f(z) = 1, et comme z +¢ € Q, on a aussi f(zr +t) = 1. Si
r € R\ Q alors f(x) = 0,etcomme z +t € R\ Q, on a aussi f(x + t) = 0. Dans tous les cas,

flx+1) = f(z).

Ici aussi, comme il n’existe pas de “plus petit rationnel ¢t > 0”, f n’a pas de période. o
Remarquons qu’en général, la somme de deux fonctions périodiques n’est pas forcément périodique
Exemple 6.17. f(r) = sin(27x) est périodique, de période T; = 1, et g(z) = sin(v/27x) est pério-

dique, de période T, = /2. Par contre, f + g n’est pas périodique, puisque /2 étant irrationnel,
aucun multiple de 7, ne coincidera avec un multiple de 7%. o

On peut garantir que f + g est aussi périodique, mais en imposant une condition particuliere sur

TretT:

Lemme 14. Soit f : R — R périodique, de période Ty, et g : R — R périodique, de période T,. Alors f + g
et f — g sont périodiques si % € Q.

Preuve: Si % € Q, il existe deux entiers p, g tels que % = g. Ceci signifie que ¢1'y = pT;. Ceci implique que
si on définit ¢t = qTy, alors pour tout z,

(f+g)(e+1) = fla+i) +ge+1) = flo+qTy) £ g(z + qT})

=[x+ qTy) + g(z + pTy)
/@) ~g(z)
= (f£9)(2),
ce qui implique que f =+ g est périodique. O

Exemple 6.18. La fonction f(z) = sin®(z) a pour période T} = T, et g(x) = cos(3x) a pour période

T, = %. Comme
T, 3
_:_€Q7
T 2

g

on conclut par le lemme que f + g et f — g sont périodiques. Mais comment calculer les périodes
de ces fonctions ?

‘Tsz'l'
x> x4+ x4 AT x4+3T
Ty = "WJ g
a ; + 3
R Y 1 )
5 2T PPCH de Tg o 1’3

En cherchant le plus petit multiple commun entre les périodes de f et g :

Tyiq = ppme(Ty, Ty) = 2.

NumChap: chap-fonctions-reelles, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net) 1 35


botafogo.saitis.net

6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Quiz 6.4.1. Soit f : R — R. Vrai ou faux?
1) O Si f(0) = f(2m), alors f est périodigue.
2) O Si f(n) = f(n+ 1) pour tout n € Z, alors f est périodique.

Quiz 6.4.2. Soit f : R — R une fonction périodique. Vrai ou faux ?
1) O f(z + 2kr) = f(x) pour tout k € Z.
2) O f est une combinaison linéaire finie de fonctions trigonométriques.
3) O f possede une infinité de minimas/maximas.
4) O llexisteun T € R* tel que f(x +T') = f(x) pour tout z € R.
5) O Pour toute fonction g : R — R, f o g est périodique.
6) O Pour toute fonction g : R — R, g o f est périodique.
7) O Si g est aussi périodique, alors f + g est périodique.

6.5 Max/min, sup/inf de fonctions

6.5.1 Maximum, minimum

(ici, Video: v_fonctions_extrema_intro.mp4)

Remarque 6.19. Attention : dans la vidéo ci-dessus, préparée pour un autre cours, on mentionne
la notion de continuité, qui n’apparaitra que dans un chapitre ultérieur. o

Dans un probleme d’optimisation, il s’agit de savoir si une fonction possede, sur son domaine, des
points ou sa valeur est plus grande (ou plus petite) que partout ailleurs :

Définition 6.20. Soit f : D — R. On dit que

* f possede un maximum (global) si il existe 2* € D tel que
flz) < f(z*) VzeD.
On dit que le maximum de f est réalisé/atteint en z*, et on écrit

max f(z) = f(«").

zeD
% f posséde un minimum (global) si il existe z,. € D tel que
f(x) = f(z.) VxeD.

On dit que le minimum de f est réalisé/atteint en z,, et on écrit

min f(z) = f(z.).

zeD

Remarque 6.21. On parle de maximum/minimum global parce qu’on introduira plus loin la no-
tion de maximum /minimum local. o

Informel 6.22. Attention : le point z* (ou z,), s'il existe, doit étre dans le domaine de la fonction !

En général, 'existence d’'un minimum et d’un maximum n’est pas garantie; elle dépend de la
fonction mais aussi de son domaine.
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Exemple 6.23.

f:[-L,2]—R

x> x?

atteint son minimum en z, = 0, et son maximum en z* = 2 :

mox -

N hecssancscassasss=ad

Mais si on modifie un peu son domaine, par exemple

f:[-L2[—R

= 2

alors cette fonction atteint aussi son minimum en z, = 0, mais elle ne posséde pas de maximum

(maintenant, le point = 2 ne fait plus partie du domaine!). o
Exemple 6.24.
g:R—-R
z s e "N

atteint son maximumen z* =0 :

Or quel que soit z # 0, on peut toujours diminuer strictement la valeur de ¢=**/? en éloignant un
peu x de l'origine. Donc g n’a pas de minimum. o

Plus tard (ici (lien vers la section m_derivee_extremas_globaux_sur_a_b)), nous revien-
drons sur la recherche des minima/maxima d’une fonction.
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

6.5.2 Minorants et majorants

Définition 6.25. f : D — R est

* majorée siil existe M € R telle que f(z) < M Vz € D. On dit dans ce cas que M majore f.

<
2

* minorée si il existe m € R telle que f(z) > m Va € D. On dit dans ce cas que m minore f.

Si f est a la fois majorée et minorée, elle est bornée.

Exemple 6.26. La fonction

f:R—=R

IL’2

}—>
22 +1

est minorée par m = 0 puisque f(x) > 0 pour tout = € R, et majorée par M = 1 puisque

2+ 0 2”41

= < =1 V R.
f(@) z2+1 2241 re

<

Exemple 6.27. f(x) = w‘”—fl, définie sur D = R\ {1} n’est pas majorée. Pour le vérifier, on doit
montrer que f dépasse n'importe quel seuil en au moins un point. En effet, choisissons un seuil,
disons M = 1000, et montrons que 'on peut trouver un = € D tel que f(x) > 1000. Comme la
condition f(x) > 1000 est équivalente a 2 — 1000z + 1000 > 0, et comme cette derniére a un
discriminant A > 0, elle possede donc au moins une solution (différente de 1). Donc il existe au
moins un z € D tel que f(x) > 1000.

Mais on peut utiliser le méme argument pour une valeur quelconque de M. En effet, la condition
f(z) = M est équivalente a 2> — Mz + M > 0, dont le discriminant A = M? — 4M > 0 dés que
M > 4. Ceci montre bien que f n’est pas majorée. o

Une fois qu'une fonction est majorée (resp. minorée), on peut considérer le plus petit (resp. plus
grand) majorant (resp. minorant).

Définition 6.28. Soit f : D — R.

* Si f est majorée (sur D), la borne supérieure de f sur D est son plus petit majorant :

s%pf :=sup f(z) =sup{f(z) : x € D} =sup(Im(f)).

xzeD
Si f nest pas majorée sur D, on pose supp, f := +o0.
% Si f est minorée sur D, la borne inférieure de f sur D est son plus grand minorant :

i%ff — in]gf(x) =inf{f(x) : € D} = inf(Im(f)).
xe
Si f n’est pas minorée sur D, on pose infp f := —ooc.
Sur la figure ci-dessous, les nombres M;, M et M; sont tous des majorants pour f sur son domaine

D. Le nombre M; étant le plus petit majorant (puisque tout nombre M’ < M; ne majore plus f),
c’est supp, f:
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

v

D
Remarque 6.29. « Si f: D — R atteint son maximum en z*, alors
sup f(z) = max f(z) = f(z").
xeD zeD

* Si f: D — R atteint son minimum en z,, alors
inf = mi = .) -
inf f(x) = min f(z) = f(.)
o

Informel 6.30. Par les propriétés des réels, une fonction bornée possede toujours une borne supé-
rieure et une borne inférieure! Par contre, comme on sait, elle peut ne pas atteindre son maximum
ou son minimum.

Exemple 6.31. La fonction
f:0,3[ =R

T +—r I’Q — X
est majorée, car pour tout z €]0, 3],
fr)=2> -2 <3 -0=9
En fait, dans ce cas, ce majorant M = 9 n’est pas le plus petit, car
sup f=6.
D

Remarquons par contre qu’il n’existe aucun z* €]0, 3[ tel que f(z*) = 6, donc f n’a pas de maxi-
mum.
Remarquons ensuite que f est minorée car

flx)=2>—-2>0"-3=-3.

Ici f atteint son minimum en z, = 3, f(z,) = —1:

4 S"P£=6

Z]’- 2 30‘3L
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

o
Exemple 6.32. La fonction
f:0,1] - R
1
T —
T
est minorée car pour tout = €]0, 1],
1 1
f@)=-21=1=m
Mais elle n’est pas majorée, car pour tout M > 1 il existe x €]0, 1] tel que f(x) > M :
fie) = ’”:r_
" b .
F Ny
— s
x 1
(On peut par exemple prendre = = 51, pour lequel f(z) = 2M > M.) On a donc
sup f = +00.
10,1]
Par contre,
inf f =min f = f(1)=1.
inf f =min f = f(1)
o
Exemple 6.33. Considérons encore g(z) = e~*"/2, sur R.
max
r 3

On a vu que f atteint son maximum en z* = 0

supg =maxg = g(0) =1,
R R

et on a vu qu’elle n’a pas de minimum. Pourtant, elle est minorée par 0 puisque ¢~**/2 > 0 pour
tout . Montrons que 0 est en fait la plus grand minorant. En effet, si on prend un € > 0 quelconque
tixé, montrons qu’il existe au moins un réel z tel que 0 < e~%"/2 < ¢. En effet, on peut satisfaire
cette condition en prenant |z| > /2|log(¢)|. On conclut que

1%fg:0,
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6.5. Max/min, sup/inf de fonctions

Exemple 6.34. La fonction

h:R—R

x +— arctan(z)

ne posséde ni minimum, ni maximum :

Malgré tout,

Lemme 15. Soit f : D — R, et A C D.
1) sup(—f) = —inf f
A A
2) sup(f +g) <supf+supg
A A A
3) Sia>0et s €R,alorssup(af + ) = a(supf) + 4
A A

4) SiAC B C D,alorssup f < sup f, et inf > inf f.
A B A B

Quiz 6.5.1. (MAN 2021) Considérons la fonction f : [1,4]— R définie par

f@) = (2-a)".

Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont correctes ?
1) O f n’atteint ni son minimum ni son Mmaximum
2) O f possede un extremum en xo = 2
3) O f atteint son maximum mais pas son minimum

4) O f atteint son minimum mais pas son Mmaximum

Quiz 6.5.2. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont majorées sur I'ensemble D donné?
1) O f(z) = L sur D =[1,10]

&
N—
O
—
8
Il
0

in(5=—) sur D = [0, 2]

(z)
(z)
4) O f(z) = 57—= sur D = [0,2]
(z)
(z)
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Quiz 6.5.3. Soit D C R un ensemble non-vide, et f une fonction bornée sur D.
1) O supp, f est la valeur maximale que prend f(z) sur D.
2) O Sisupp f = infp f, alors f est constante.
3) O Siinfp f = 0, alors il existe un x € D tel que f(x) = 0.

7T17—€

4) O Sisupp f =1, alors il existe un = € D tel que f(x) >
5) O Sisupy, f = s, alors il existe un x € D tel que f(z) > s/2.
6) O Si D' C D, alors supp, f < supp f.

7) O Si D' C D,alorsinfp f > infp f.

8) O Pour toute constante A € R, supp,(Af) = Asupp, f

9) O Pour toute constante A € R, supp(f + A) = (supp f) + A

6.6 Convexité/concavité

La convexité est une propriété géométrique associée au graphe d"une fonction. Commencons par
en donner une définition un peu informelle.

On dit qu'une fonction est convexe si tous les points situés sur le segment reliant deux points
quelconques de son graphe sont au-dessus du graphe,

\_/

et on dit qu’elle est concave si tous les points situés sur le segment reliant deux points quelconques
de son graphe sont au-dessous du graphe :

Remarque 6.35. f est concave si et seulement si — f est convexe. o

Pour définir analytiquement (plutot que géométriquement) la convexité, il faut que nous décri-
vions précisément le segment reliant deux points du graphe.

Soit donc f une fonction donnée, et soient z; < x5 deux réels. On peut paramétrer toutes les posi-
tions intermédiaires (sur l’axe réel) entre z; et x5 a 'aide d'un parametre A € [0, 1], en définissant

z(A) =x1 + ANz — 1) = (1 — Nz + g

On a z(0) = xy, (1) = x9, et toute autre valeur 0 < A < 1 représente un point intermédiaire :
r1 < () < z2. Maintenant, le point sur le segment reliant A = (21, f(z1)) a B = (22, f(22)), situé
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6.6. Convexité/concavité

au-dessus de (), est a hauteur

f(@n) + A(f(22) = f(21)) = (1 = A)f (1) + Af(2) .-

Ny

—~

>
/n

x z(A) T

[o]
b
|
=
=
o

ra
LJ

Le segment est donc entierement au-dessus du graphe si et seulement si
fE) <y vAeo1],

et il est entierement au-dessous du graphe si et seulement si
flx(N) Zy(h) YA€ [0 1],

Ceci mene a la définition analytique de convexité/concavité :

Définition 6.36. Soit I un intervalle, borné ou pas, et f : I — R.

* [ est convexe si pour toute paire z;,z; € I,
UL = Nz1 4+ Azz) < (1= A) f(z1) + Af(z2).

* f est concave si —f est convexe, c’est-a-dire si pour toute paire z;, x5 € I,
FIL=Nz1 4+ Azp) > (1= A)f(21) + Af(22) .

Exemple 6.37. f(z) = |z| est convexe. En effet, fixons deux points quelconques z; < z,. Alors
pour tout A € [0, 1], par 'inégalité triangulaire,

S = N1+ Az2) = [(1 = Nay + Az
<}( Ax1‘+’)\x2‘
= (1= N)|z1] + Az
= (1 =N f(z1)+ A\f(x2).
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o
Exemple 6.38. f(z) = z? est convexe (sur tout R). En effet,
(1= Nzy + Azg) = (1= A) fz1) — Af(22)
=((1 =Xz + )\x2)2 — (1 = N)af — A3
= — )\(1 — )\)(Zlfl — 1‘2)2
N—_——
>0
<0
o

La définition de convexité donnée ci-dessus traduit la propriété géométrique énoncée en début
de section, mais elle peut étre difficile a mettre en oeuvre, méme dans des cas tres simples.

Exemple 6.39. La connaissance du graphe de la fonction exponentielle f(z) = ¢” indique qu’elle
est probablement convexe :

ais montrer “a la main” que
M t 7 1 7

6(17,\)xl+)\x2 < (1 o )\)em + )\efm V:cl < i) ,V)\ € [0, 1]

n’est pas simple. o

Il serait donc utile d’avoir un moyen plus direct d’obtenir la convexité. Nous y reviendrons apres
avoir les outils fournis par le calcul différentiel.
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Quiz 6.6.1. Soit f : [a,b] — R. Vrai ou faux?
1) O f est soit convexe, soit concave.
2) O Si
F(L=t)a+1b) < (1—1)f(a) +1f(b)
pour tout t € [0, 1], alors f est convexe.
3) O Si f n’est pas convexe, elle est concave.
4) O Si f est convexe, — f est concave.
5) O Si f est convexe, et si g : [a,b] — R est aussi convexe, alors f + g est convexe.
6) O Siil existe 1, x5 € [a,b] et t € [0, 1] tels que

fltzy+ (1 =t)zg) > tf(21) + (1 —1) f(22),

alors f est concave.
7) O Siil existe x1,x2 € [a,b] et t € [0, 1] tels que

f@tzy + (1 —t)x) > tf(21) + (1 —1t) f(x2),

alors f n’est pas convexe.
8) O Si f est convexe, alors pour tout a < a’ < b < b, f: [a/,0'] — R est aussi convexe.

9) O Si f est a la fois convexe et concave, alors c’est une constante.
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Chapitre 7

Limites de fonctions

7.1 Introduction

Nous avons rencontré la notion de limite lorsque nous avons étudié les suites de réels.
Nous allons maintenant introduire diverses notions de limites, associées a une fonction réelle f
d’une variable réelle z. Nous étudierons donc la dépendance

v = f(z),
et ceci dans deux situations particulieres :

* Lorsque z est au voisinage d’un point x, € R, nous définirons d’abord la limite

lim f(2).,

T—T0

ainsi que les limites latérales

lim f(x), lim_ f(z).

=T T
* Lorsque x est au voisinage de I'infini, & savoir trés grand, nous définirons les limites

lim f(z), lim f(x).

T——00 T—+00

Ce deuxiéme cas sera essentiellement le méme que pour les suites, lim,,_, a,, et ne présen-
tera aucune difficulté réellement nouvelle.

Comme les propriétés satisfaites par ces limites seront essentiellement les mémes que pour les
suites, nous ne donnerons pas toutes les preuves, qui pourront étre faites en exercice.

7.2 Limite z — xg

Commencons par étudier les valeurs d"une fonction f proche d"un point z,, avec la définition de
base de la limite en zy. Le point xy pourra étre un point intérieur du domaine de la fonction, ou
alors sur son bord.

Il y a trop de comportements possibles pour f(z) lorsque x s’approche de z,, donc dans notre
analyse, on se concentrera sur les comportements classiques observés dans nombre de fonctions
rencontrées en analyse, et qui sont les plus rencontrés dans le développement de la théorie des
fonctions. En particulier, on donnera un sens aux termes suivants :

* f(z) tend vers L € R lorsque z tend vers
* f(x) tend vers l'infini lorsque x tend vers g
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7.2. Limite x — x

7.2.1 Notion de voisinage

Informel 7.1. Pour définir la “limite de f(x) en z,”, nous allons étudier les valeurs de f(x) lorsque
x devient arbitrairement proche de x,. Et c’est la formulation rigoureuse de cette notion qui pose
souvent des difficultés.

Pour parler des réels z proches de z, on utilisera la notion de voisinage.

Définition 7.2. Soit z; € R.
*x L'ensemble V = |zg — o, zo[U]zo, xo + o, olt @ > 0, est appelé voisinage épointé de .

* Une fonction f est définie au voisinage de z si il existe un voisinage épointé de z, V, tel
que f(z) est définie pour tout x € V.

Exemple 7.3. Aucune des fonctions

1 :
f@)=— fle)=loglz|  f(z)=sin(z5)
n’est définie en 0, mais toutes sont bien définies dans un voisinage épointé de 0. o

Par définition, un voisinage épointé de z, contient une infinité de points distincts de z,. Mais
surtout : quelle que soit la distance § > 0 qu’on choisit, aussi petite que I'on veut, il contient des
points x dont la distance a x, est inférieure ou égale a ¢ :

0<|z—mx <9.

7.2.2 Limite en un point

Un premier cas naturel a considérer est celui dans lequel les valeurs de f(z) tendent a se rappro-
cher d'un nombre, que I’on notera généralement L, a mesure que x se rapproche de .

Définition 7.4. Soit xy € R et f une fonction définie dans un voisinage épointé de z,. On dit que
f tend vers L € R lorsque = tend vers z si pour tout ¢ > 0 il existe 0 > 0 tel que |f(z) — L| < ¢
des que 0 < |z — xo| < 9.

Le réel L sera appelé la limite, et on utilisera la notation :

lim f(x)= L.

T—T0

Remarque 7.5.  x Dans cette définition, on peut prendre ¢ > 0 arbitrairement petit, et le nombre
d > 0 doit en général étre pris en fonction de e.

* Il est important de remarquer que I'étude de lim,_,,, f(z) est indépendante de la valeur que
f prend en z,. En fait, f n’a méme pas besoin d’étre définie en z, pour que sa limite existe!
o

Sur I’animation ci-dessous, choisir quelques valeurs de ¢ > 0, et adapter § > 0 de facon a ce que

|f(z) —L| <e desque 0<|z—uaxo <.
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Pe

e = 0.800

flz) o

4 = 1.000

ra
LJ

Exemple 7.6. Considérons une fonction f : R\ {2} — R, telle que

flz) = Vo #2.

Etudions cette fonction dans un voisinage épointé de x, = 2. Cela signifie que I’on ne s’intéresse
qu’aux valeurs de f(x) pour des réels x proches de 2, différents de 2.

A premiére vue, si z est proche de 2 alors = — 1 est proche de 1, et donc f(z) devrait étre proche
de 1. On peut donc conjecturer que

i 1
lim f(z) = 3.
Pour commencer, étudions la différence
o= 1) =2
)= 4= [ =g = [ = -

Cette expression montre de fagon assez transparente que f(z) est proche de 1 lorsque z est proche
de 2, et permet maintenant d'implémenter la définition de limite.

Fixons € > 0. Par 'identité écrite plus haut, on a

si et seulement si
1
slr—2] <e,
c’est a dire
|z — 2| < 2e.
Ainsi, si on définit § := 2¢, on a bien |f(z) — 3| < £ dés que 0 < |z — 2| < 6. Ceci montre ce qu’on
voulait :

lim f(z) = 3.

z—2

Sur 'animation ci-dessous, choisir la valeur de ¢, et voir comment adapter § pour garantir que
tout z € [2 — 6,2 + 6] ait son image f(z) € [3 — &, 5 +¢] :
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voisinages
§=0.900...
On observe que § = 2¢ est le “meilleur” § possible .
Pour un autre exemple élémentaire traité en détails, cliquer ici (blackpenredpen) (lien web). ¢

Informel 7.7. La fonction de 'exemple précédent a cela de particulier qu’elle a permis d’écrire
une proportionnalité exacte entre | f(z) — 1| et |z — 2|,

f(z) — 3l =3le -2,

ce qui a permis de facilement trouver un 4 en fonction de «.
IIn’y a que les fonctions du type f(x) = az + b pour lesquelles cette proportionnalité est explicite,
c’est-a-dire pour lesquelles on peut toujours écrire quelque chose comme (pour un L bien choisi)

|f(z) = L] = Clz — x|,

ou C' est une constante qui ne dépend pas de z.
Si on ne peut pas faire de méme dans un cas général, on pourra quand-méme essayer de majorer
la différence | f(z) — L| comme suit :

|[f(z) = L] < Clz — xol ,

ce qui permet également de trouver un § en fonction de ¢.

Exemple 7.8. Considérons
3

i 2
flx):=<2x+5 stz #2,
V2 sivr=2,

et montrons que
) 1
i f(x) = 3
Commencgons par écrire la différence. Lorsque = # 2,

3 1’_2|x—2|
20 +5 31 3|22 +5]°

@) =31 =|

De par la présence de “|z — 2| au numérateur, cette expression exprime bien que |f(z) — 3| sera
proche de zéro lorsque z sera proche de 2. Mais pour rendre I'argument rigoureux il faut d’abord
faire quelque chose pour ne plus avoir de “z” au dénominateur de la fraction. Nous allons donc
travailler pour minorer le dénominateur par une quantité strictement positive, qui ne dépend pas

de z.

Si on suppose par exemple que z est a distance au plus 1 de 2, |z —2| < 1 (c’est-a-dire —1 < 2 —2 <
1), alors on peut écrire que

20+5=2(r—-2+2)+5=2(x—-2)+9>2(-1)+9=7,
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qui implique en particulier que

2
= "z —2.
57l =2

Dorénavant, nous supposerons donc que |z — 2| < 1. Maintenant, fixons un € > 0. L'inégalité que
nous avons obtenue au-dessus dit que pour rendre | f(z) — 3| plus petit que ¢, il suffit de d’abord
rendre = |z — 2| plus petit que e. Or

Zlpso<e e |w-2 < 2e

21 2
Ainsi, si on définit

21
0:= min{;g, 1} ,

alors 0 < |z — 2| < 6 implique | f(z) — 3| <e. o
Exemple 7.9. Considérons

flo)i=eor,
qui est bien définie partout, sauf en z = 0. Montrons que

lim f(z) = 0.

Fixons donc un ¢ > 0, et montrons que 1’on peut trouver un § > 0 tel que

e <e ¥V 0< |z <.

N""

Pour cela, on remarque d’abord que, 1’exponentielle étant toujours strictement positive, e =2 | =
¢2%.0ron peut résoudre l'inégalité e e explicitement. D’abord, en prenant le log(-) (qui est

une fonction croissante) des deux cotés de I'inégalité, et en changeant le sens de I'inégalité :

1
2 > —log(e).

Cette derniere est toujours vraie si ¢ > 1; dans ce cas on peut donc prendre n'importe quel 6,
par exemple § = 2. Ensuite, considérons le cas o1 0 < ¢ < 1. Dans ce cas, log(c) < 0, et donc
—log(e) = |log(e)|. On a donc montré que

1
|f(x)] <e sietseulementsi |7]<—.
|log(e)|
On peut donc conclure en prenant
1
| log(e)]
-1

al
=
K

7
e

On voit bien, par ce calcul, que plus € > 0 est choisi petit, plus = doit étre pris proche de 0 pour
que |f(z)] <e. o

150 NumChap: chap-limites-de-fonctions, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

7.2. Limite x — x

7.2.3 Premiéres propriétés de la limite

Lemme 16. Si la limite existe, elle est unique.

Preuve: (La preuve suit exactement ce qu’on a fait pour les suites!)

Supposons, par I'absurde, que f tende vers deux limites différentes, L; # L. Sans perte de généralité, on
peut supposer que L1 < L. Définissons

Lo — 1y

==
qui est strictement positif par hypothese. Aussi, Ly — L1 > ¢.

* Par définition de L, il existe 6; > 0 tel que |f(z) — L1| < e dés que 0 < |z — zo| < I7.
< | <9

Ly
x Par définition de Ly, il existe d; > 0 tel que | f(z) — Lo

edesque0 < |z — xo 9.

Définissons maintenant
6= min{él, 52} .

Considérons alors un z tel que 0 < |z — x| < J. Comme ¢ < d;, ona que |f(xz) — L] < e. Et, comme § < d2,
onaque |f(x) — Lg| < . On a dong, par I'inégalité triangulaire, que

L= Lal = |(E1 = (@) — (L2 = f(@))
< |1 = f(@) + L2 = f(@)] < 26 = Z]L — Lal

ce qui est absurde O

Le résultat suivant offre une caractérisation alternative de la limite en un point, en établissant
un lien avec la notion de limite introduite précédemment pour le suites de réels. (En fait, certains
textes/enseignants utilisent cette caractérisation pour définir la limite d"une fonction en un point.)

Lemme 17. (Critere d’existence via les suites) Soit f définie au voisinage de x(. Alors

e
si et seulement si pour toute suite (ay,),, satisfaisant a,, # xo pour tout n et a,, — x¢ lorsque n — oo, on a
que

lim f(a,)=L.

n—o0

Preuve: =: Supposons que lim,_,, f(z) = L. Prenons une suite (a,), telle que a, # xo pour tout n, et
telle que a,, — xo. Fixons € > 0. Par la définition de limite, il existe § > 0 tel que |f(z) — L| < ¢ dés que
0 < |z — xg| < 6. Puisque a,, — o, il existe un entier N tel que |a, — zo| < 6, et donc |f(an) — L| < ¢, ceci
pour tout n > N. Ceci montre que f(a,) — L.

<: Supposons maintenant que f(a,,) — L pour toute suite a,, — x¢. Par 'absurde, supposons que f(z) ne
tend pas vers L lorsque z tend vers . Cela signifie qu’il existe e, > 0 pour lequel il n’existe aucun ¢ > 0 tel

que |f(z) — L| < &, dés que 0 < |z — zo| < 6. Considérons alors la suite 6, = 2 et pour tout n, considérons
un z,, tel que 0 < |z, — zg| < 0y, et |f(x,) — L| > &4. On a donc une suite (z,,) telle que x,, — x(, mais pour
laquelle f(z,) ne tend pas vers L, une contradiction. O

Ce critére est en général utilisé pour montrer qu'une fonction f n’a pas de limite lorsque v — x.
Pour ce faire, on pourra soit trouver une suite z,, — z, pour laquelle lim,_,, f(z,) n’existe pas,
ou alors trouver deux suites x,, — xo, y, — ¢ telles que les suites f(z,) et f(y,) possedent des
limites différentes lorsque n — oo :

Tim f(a,) # lim f(yn)
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Exemple 7.10. Montrons que la fonction f(z) = sin() n’a pas de limite lorsque z — 0. Pour ce
faire, considérons deux suites qui tendent vers zéro.

* Pour la premiere, prenons z,, = =——, pour laquelle
2

fxn) =sin(3-) = sin(§ + 27mn) = 1 Vn

% Pour la deuxieme, prenons y,, = , pour laquelle

1
377"+27rn

flyn) = sm( . ) = Sin(%ﬁ +2mn) = —1 Vn
On a donc z,, — 0 et y, — 0, mais

Tim f(a,) # lim f(yn) .

Le théoreme ci-dessus implique donc que la limite lim,_,o f(x) n’existe pas. o

Quiz 7.2.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage épointé de x, et telle que lim f(z) = L. Alors

z—x0
D 0O f(zg) =L

2) Oilexistee > 0tel que f(x) = Ldesque 0 < |x —xo| < €

3) O f(z) est différent de L pour tout x suffisamment proche de x

4) O il existe ¢ > 0 tel que pour tout 6 > 0, 0 < |z — zo| < & implique |f(z) — L|

6) O pour tout ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel que 0 < |z — xzo| < 6 des que | f(z

( <

5) O il existe 6 > 0 tel que pour tout € > 0, 0 < |x — xo| < 6 implique | f(z) — L| < ¢
) — €

e des que | f(x) — o

<
7) O pour tout ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel que 0 < |z — x| <

Quiz 7.2.2. Soit f une fonction définie dans un voisinage épointé de x, telle que lim, ., f(z) existe. Vrai
ou faux?

1) O f(zo) existe
2) O Pour toute fonction g : R — R, lim,_,,, g(f(z)) existe.
3) O Il existe § > 0 tel que sup,; | f(x)| < oo, oit

1 :]IO - (S, J}()[U]l’o, To + (5[

4) O lim, oo f(’” L) existe.
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7.3 Le théoreme des deux gendarmes

Le résultat suivant est I’analogue de celui vu précédemment pour les suites; il propose de calculer
une limite + — 2 en comparant f(z), proche de zy, a deux fonctions plus simples dont on sait
calculer la limite. On formule le résultat pour la limite + — x(, mais il peut aussi se formuler pour
les limites latérales (section suivante).

Théoréme 7.11. (Théoreme des deux gendarmes) Soit f définie sur un voisinage V' épointé de x,. Soient
g, h, également définies sur V, telles que

1) g(x) < f(z) < h(z) pour tout x € V,
2) lim g(z) = lim h(z) = L.
T—TQ T—TQ
Alors la limite de f lorsque x tend vers x existe et vaut L :

lim f(x)=1L.

T—T0

Preuve: Fixons € > 0. Puisque lim,_,,, g(x) = lim,_,,, h(x) = L, il existe un § > 0 tel que |g(x) — L| < cet
|h(xz) — L| < e pour tout 0 < |z — x| < 6. Ceci implique que si 0 < |z — x| < 0, alors

f(x) =L < h(z) - L<[h(x) - Ll <e,

mais aussi

™
|

Etdonc |f(z) — L| < e.

h )

Pix)

%(.x.)

-]

Exemple 7.12. Considérons la fonction

) 1
fx) = |z]si (W)

bien définie dans un voisinage épointé de =, = 0. Pour calculer sa limite lorsque z — 0, on peut
remarquer que —1 < sin(---) < 41, et donc pour tout = # 0,

—[z] < f(z) < o]
~—~— ~—~
—g(x) ~h(x)

Comme lim,_, g(x) = lim,_,o h(x) = 0, le théoreme des deux gendarmes implique que lim,_, f(z) =
0. o
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Quiz 7.3.1. Soient f, g, h trois fonctions définies au voisinage de x. Quelles affirmations sont toujours
vraies ?

1) O Si f(z) < g(x) et f(x) < h(z) pour tout x dans un voisinage épointé de x,, et si lim, ., g(z) =
lim, ., h(z) = L, alors lim,_,,, f(z) = L.

2) 0Si f(z) < g(z) < h(x) pour tout x dans un voisinage épointé de x,, et si lim,_,,, g(x) et
lim, h(:c) existent, alors lim, ., f(x) existe.

3) O Sig(z) < f(x) < h(z) pour tout x dans un voisinage épointé de x, si lim,_,,, h(z) = L et que
lim,_,,, g(x) n’existe pas, alors lim,_,,, f(x) n'existe pas.

7.4 Limites latérales v — z;

On parle alors de limite latérale si les valeurs d’une fonction tendent vers une valeur lorsqu’on
s’approche d’un point x;, en maintenant le signe de  — z( constant :

Définition 7.13. Soit z( € R.

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |z, o + o[ (& > 0). On dit que f
tend vers L € R lorsque z tend vers z, par la droite si pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que
|f(z) — L| <edesque 0 < x — x¢ < 0, c’est-a-dire zy < x < x¢ + . On notera :

hm flx) =

(E—}xo

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |zy — «, o[ (v > 0). On dit que f
tend vers L € R lorsque x tend vers z, par la gauche si pour tout ¢ > 0 il existe 6 > 0 tel
que |f(xz) — L| < e deés que —6 < = — x¢ < 0, c'est-a-dire 7y — § < = < xp. On notera :

lim f(x)=1L.

.1‘—).7}0

Donc une fonction peut par exemple posséder une limite latérale a droite en z, sans étre du tout
définie a gauche de z :
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fo)

\oVivA
N

X, — X
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Exemple 7.14. Par exemple, f(z) = \/x est définie seulement sur R, = [0, +o0], et

lim f(z)=0.

z—07F

7 Px)

o v

En effet, pour toute > 0, 0n a |f(z)| = \/z < ¢ si et seulement si x < £2, et donc on peut prendre
§ =gl o
Mais une fonction peut étre définie de part et d’autre de z, et n’avoir qu’une seule limite latérale :
Exemple 7.15. Considérons, sur R*, la fonction

1—a? siz <0,
flz):=<= siz =0,
sin(1/z) siz>0.

Alors f n’a pas de limite a droite en o = 0, comme on sait, mais

lim f(z)=1.
z—0~
o

Intuitivement, si les limites latérales en un point existent et sont égales, alors la vraie limite en ce
point existe et prend la méme valeur :

Théoreme 7.16. Soit f définie dans un voisinage épointé de x,. Les deux affirmations ci-dessous sont
équivalentes :

1) lim f(x)=1L

T—T0
2) lim f(z)= lim f(x)=1L
x—)xé x—)xg
Preuve:

1) Supposons que lim, ., f(x) = L, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0 il existe un 6 > 0 tel que |f(z) —
Ll <edéesquel < |z —x20] <6.0r0 <z —x20 <det—0 < z—x9 < 0impliquent évidemment
0 < |x — xo| < 4. Etdonc limx%xg flz) = limmHma flx)=1L
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2) Maintenant, supposons que lim_ - f(z) = lim, g f(z) = L, et fixons ¢ > 0. On a d’une part
I'existence d'un §_ > 0 tel que |f(z) — L| < e dés que —0_ < = — g < 0, et d’autre part I'existence
d'un d; > O0tel que |f(z) — L| < edésque 0 < z —xp < d4. En prenant § := min{d_, é; }, on garantit
quesi0 < |z —xo| < J,alors =0 <z —x29 < 0et0 < x —xp < I, et donc dans tous les cas,
@) - LI <.

O

Il existe naturellement une version latérale du Théoreme des deux gendarmes, ou du théoreme
sur I"équivalence avec les limites par des sous-suites, dans le cas des limites latérales.

fa) = 3]

X

Exemple 7.17. Considérons

qui est bien définie en tout = # 0. Pour calculer sa limite lorsque + — 0, commengcons par rappeler
que par la définition de valeur entiere,

1 1 1
——1<{—J<—, Vo #0.

On utilise cette double inégalité pour étudier les limites latérales en zéro :

% Si on la multiplie des deux cotés par x > 0,

1 1
x(——1><f(x)<x-—, Vo > 0.
J,_/ \f:'lj’

=1l—z =1

Puisque lim, ,o+(1 — ) = 1, le Théoreme des deux gendarmes (en version “latérale”) im-
plique que
lim f(z)=1.

z—0t

% Si on la multiplie des deux cotés par x < 0,

1 1
x(——1>>f(x)>x-—, Ve <0.

T T

iy =1

Puisque lim, ,o- (1 — z) = 1, le Théoréeme des deux gendarmes (en version “latérale”) im-
plique que
lim f(z)=1.

z—0~

Puisque les limites larérales existent et sont égales,

lim f(z) =1.

x—0

\

draw | clear plot

Be
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o
Le théoreme précédent est aussi utile pour montrer qu'une limite + — x, n’existe pas. Pour ce
faire, on pourra

* montrer qu'une des limites latérales, + — xg ouz — z,, nexiste pas, ou

* montrer que les limites latérales v — xBL etz — x, existent mais ont des valeurs différentes.

Exemple 7.18. Considérons

et montrons que la limite lirq f(z) n’existe pas.
T—

D’abord, remarquons que |22 —1| = |z —1|-|z+1|. Ensuite, si z est proche de 1, alors [z +1]| = 2+1,
mais
+(x—1) siz>1,
jz 1] = :
—(x—1) siz<l1.

On peut donc facilement calculer les limites latérales :

—(x—1 1
lim f(z) = lim (x=D(x+1) = lim —(z+1) =-2,
z—1- z—1- r—1 =1~
: o (le=D(z+1) B

Comme les limites latérales existent mais sont inégales, on conclut que f(z) n’a pas de limite
lorsque z — 1. o

Quiz 7.4.1. Soit f : R — R. Vrai ou faux?
1) 0 Silim,_, .+ f(z) et lim,_, - f(x) existent, alors lim,_,, f(x) existe.
2) O Si f est impaire et si lim, o+ f(z) = L, alors lim,_,o- f(z) = —L.
3) O Si f est paire, alors lim, o+ f(x) existe et est égale a lim,_,o- f(z).

4) O Silim, ,o+ f(x) = Let lim,_,o- f(z) = —L, alors f est impaire.

7.5 Propriétés de la limite

Nous avons vu pour l'instant trois notions de limites en un point z :

lim , lim , lim .
=0 :p—ma' Tz

Or ces limites obéissent a des propriétés standards qui sont semblables a celles des suites. Plutot
que de les répéter séparément pour chaque notion, nous les énongons en une seule fois. Dans la
proposition ci-dessous, “lim” représente une des limites ci-dessus.

Proposition 7. Soient f, g telles que lim f et lim g existent. Alors :
1) lim(f+£g)=1limf+£limg
2) lim(f-g) = (lim f) - (lim g)

3) silim g # 0, alors lim§ = iﬁig

4) si f(z) < g(z) dans un voisinage de x, alors lim f < lim g
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Preuve: (Suivre exactement les mémes pas que dans la preuve des mémes propriétés pour les suites.) [

Les propriétés ci-dessus permettent de calculer des limites nouvelles a partir de limites déja
connues, en évitant de devoir passer a chaque fois par la définition, “a la e-0”.

Exemple 7.19. Considérons un polyndme

n

P(I):a0+a1I+a2$2+---+anx”:Zakxk.

k=0

Par les propriétés 1 et 2,

lim P(z) = lim Zakxk
T—T0

T—T0

Dans l’avant-derniere ligne, on a encore utilisé la propriété 2, pour chaque k, comme suit. Puisque
lim, ., * = zpona

limz*=limaz -z -2
T—x0 T—T( N——
k fois
= (lim x) . (lim x) (lim :1:)
T—x0 Tr—x0 T—T0
WV
k fois

Orr

7.6 Quelques indéterminations “

Les limites les plus importantes (et les plus intéressantes aussi) sont les formes indéterminées,

celles de la forme “2”, c’est-a-dire des limites de quotients de fonctions définies dans un voisinage
0

de Zo,

lim ——=, lim ——, lim ——,
2o g(x) ey 9(T) zzy 9(T)

f (=) - f(z) f(z)
9

ou f et g tendent toutes les deux vers zéro.

Dans cette section on rappelle quelques méthodes classiques utiles pour lever ce genre d’indéter-
mination, en les illustrant sur des exemples standards. Il est clair que les techniques s’adaptent
pour les trois types de limites.
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7.6.1 Polyndmes et factorisation

Exemple 7.20. Considérons une limite d"un quotient de deux polyndmes :

i w3 —222 —5x+6 . P(x)
im = lim
z—1 2 +2x —3 =1 M (z)

Par une propriété vue plus haut,

lim P(z) = P(1) =0, lim M(z) = M(1) =0,

z—1
et donc ce quotient mene a une indétermination de la forme “3”. Mais comme on sait, le fait que
les P(1) = 0 et M(1) = 0 signifie que ces polyndmes peuvent se factoriser par (z—1). En effectuant
deux divisions, on obtient
P(x) =222 —5x+6 = (v — 1)(2* — 2 — 6),
M(x)=2>+2r—-3=(z—1)(x+3),

ce qui implique que le quotient considéré est en fait
q phique q q

P(x) :M(xz—x—(i) :xQ—:L‘—GI ]?(x)
M) Tr—=L)(z +3) z+3 M(x)

Et donc, puisque P(1) = —6 et M(1) = 4 # 0, la limite a calculer n’est plus indéterminée :

P(x) g P(x) _—6_ 3

1 = = -2

ool M(z) a1 M(z) 4 2

7.6.2 La méthode du conjugué

La méthode du conjugué, que nous avons utilisée souvent dans 'étude des suites et des séries,
est aussi utile pour les limites de fonctions.

Exemple 7.21. Considérons la limite

V14 —1
lim —
z—0 x

dans laquelle le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers zéro lorsque = — 0. En
multipliant et divisant par le conjugué de la racine qui apparait au numérateur,

Vitzr—1 Vi+z-1 VI+z+1
x N x VItz+1
(V14212
Cz(V1+z+1)
A

r(V1+z+1)
1

Vitzr+1
On a donc
vVi+tz—1 1 1 1

lim ——— = lim

250 50Ttz +1l Vito+1l 2

o

Remarquons que parfois, le conjugué est utile dans des limites qui n'impliquent pas forcément
des racines carrées (voir plus bas).
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7.6.3 Limites de fonctions trigonométriques

Exemple 7.22. Montrons que

lim sin(x)

z—0 €T

=1

D’abord, puisque f(z) := # (définie sur R*) est paire , il suffit de montrer que

sin(x)

lim

z—0t x

=1.

Mais, par 'équivalence via les suites, cette derniere est équivalente a la validité, pour toute suite
xy, > 0,2, —0,de

T GO
n— o0 Tn
Or cette propriété a déja été démontrée dans le chapitre sur les suites. o
Exemple 7.23. Montrons que
1—cos(z) 1
lim —— =~
) x> 2

En multipliant et divisant par le conjugué de la différence 1 — cos(z),

lim 1 — cos(z)  lim 1 —cos(z) 1+ cos(z)
=0 2 =0 12 1 + cos(x)
— im 1 — cos(z)? . 1
20 x? 1 + cos(x)
_ hm<sin(a:)>2 ' 1
a0\ 1 + cos(x)
=12. L = 1
1+1 2

7.6.4 Limites de fonctions exp/log

Informel 7.24. Attention : Nous allons donner les valeurs de quelques limites impliquant des
exponentielles et des logarithmes. Or comme dit au tout début de ce cours, les fonctions e” et
log(z), qui sont réciproques 1'une de 'autre, ainsi que leurs propriétés, sont supposées connues :
nous ne les avons pas introduites rigoureusement. Donc les preuves données ci-dessous ne sont
pas entierement rigoureuses; des résultats que nous présenterons plus tard viendront compléter
cette analyse.

Exemple 7.25. Montrons que

i log(1 + x)

x—0 x

=1.

Pour ce faire, nous allons calculer la limite le long de la suite z,, = %, qui est > 0, et z,, — 0. Pour

un n fixé, on peut écrire
log(1 + z, 1 1\"
M:nlog (1+—> = log (1+—)
Ty n n

Puisque (14 )" — ¢, 0ona

log(1 + z,, 1\"
lim log(1 + Zn) = lim log <1 + —> =log(e) = 1.
n—00 T n—o00 n
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7.7. Limites infinies en un point

Exemple 7.26. Montrons que

et —1
lim =
x—0 x

1.

Posons pour un instant y := e* — 1, c’est-a-dire = log(1 + y). Lorsque + — 0, on a aussi y — 0,
donc la limite devient

G S y 1
1m = 11m _=
=0 —0 log(1 + y) lim, 10g(;+y)

7.7 Limites infinies en un point

(ici, Video: v_fonctions_limite_infinie_x0_MAN.mp4)

Si aucune des limites

lim f(z), lim f(z), lim+ f(x)

T—TQ ‘Z'_XE(; (E—):EO

n’existe au sens des définitions précédentes (c’est-a-dire que f(x) tend vers un L € R bien défini),
alors un des scénarios possibles est que les valeurs de f(x) deviennent arbitrairement grandes a
I'approche de z(, avec un signe bien défini.

Définition 7.27. Soit f définie dans un voisinage de .
Limite infinie lorsque z — z; :
* lim f(z) = +o0 si et seulement si pour tout M > 0 il existe § > 0 tel que f(z) > M des que
0 < |z — 20| < 6.

* lim f(z) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe 6 > 0 tel que f(z) < m des que

T—TQ

0<|z—m| <9
Limite infinie lorsque v — z :

*x lim f(x) = +oo si et seulement si pour tout M > 0 il existe 6 > 0 tel que f(z) > M deés que

L
CC—>$0

To < x < X9+ 0.
* lim _f (x) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe ¢ > 0 tel que f(z) < m des que
z—)mo

To < x < 2o+ 0.
Limite infinie lorsque z — z; :

x lim f(x) = +o0 si et seulement si pour tout M > 0 il existe § > 0 tel que f(z) > M des que

=Ty
To— 0 < x < x.
x lim f(x) = —oo si et seulement si pour tout m < 0 il existe § > 0 tel que f(z) < m dés que
=T
To— 0 < x < x.
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7.7. Limites infinies en un point

f(z) =] (1+0.3*sin(1/(x*x+0.01)))/x draw clear plot (z, f(z))

Exemple 7.28. Soit f(z) = -, au voisinage de = = 0. Montrons que

lim f(z) = 400,

z—0

au sens de la définition ci-dessus. En effet, fixons un seuil M > 0, et montrons que f(z) > M pour
tout = suffisamment proche de 0.

Pox)
Y —+—
-§ o 8
On remarque que pour un M > 0 fixé (grand),
fey=M <& Lo o 2<- <:>||<1

s 1 2 . PPN
Définissons donc ¢ := —=. Comme conséquence de ce qui précede, en prenant un z tel que 0 <

|z| < §, on garantit que f(x) > M. o

Exemple 7.29. Considérons ensuite f(z) = 1 au voisinage de 2 = 0. Dans ce cas on peut obtenir
des limites infinies seulement au sens latéral :

1 .1
lim — = 400, lim — = —.
z—0T T z—0— T

162
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8=
®

o
Exemple 7.30. Pour f(x) = log,(x), dont le domaine est R,
. —o0 sia>1,
lim log,(x) = .
z—0F +oo si0<a<l1.
a=2.000...
—)—————————
h
log,(z)e
[ ]
€
o

7.7.1 Propriétés des limites infinies en un point

Comme on sait depuis le chapitre sur les suites, les limites infinies ne se manipulent pas comme
leurs analogues finies.

La résultat suivant est I'exact analogue de la proposition donnée pour les suites qui tendent vers
I'infini. On ne les formule que dans le cas de la limite + — z,. On laisse au lecteur le soin de
formuler les propriétés analogues pour les limites latérales z — z7 .
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Proposition 8. Soient f, g définies dans un voisinage épointé de x, et oir f est telle que lim,_,,, f(z) =
+o00. Alors

1) lim, g, ﬁ = 0.

2) Silim,_,,, g(x) = 400, alors

lim (f(z) + g(z)) = 400, et lim f(z)g(zx) = +o0.

T—rT0 T—rT0

3) Si g est bornée dans un voisinage épointé de x, alors

Ili_gglo(f(:v) +9(z)) = 400, et mh_glo @) 0.

4) Silim,,,, g(x) = L # 0, alors

lim f(z)g(x) =

T—T0

+oo siL >0,
—o00 siL <0.

5) Siil existe 0 > 0 tel que g(x) > 0 dans un voisinage épointé de x, alors lim, ., f(z)g(x) = +oc.

6) Sig(x) > f(z) pour tout x dans un voisinage épointé de x, alors lim,_,,, g(z) = +oc.

Exemple 7.31. Parfois, on peut devoir faire une factorisation avant d’utiliser les propriétés ci-
dessus :

, z?—1 . (z—=1)(z+1)
lim —— = lim
es—1+ 2?2 +2x+1  2o-1+ (x+1)2
1
= hm+(:17—1) 1=
T =1 e — T
——240
—+00
o
Quiz 7.7.1. Vrai ou faux?
1) o Silim,_, - f(z) = +oo et lim,_, - g(x) = —oo, alors lim,,_, .~ f(z)g(x) = —oc.
2) O Silim, .+ f(z) = +ooet lim,_,,+ g(x) = —oo, alors lim,_, f(z)ed® = 0.
3) O Silim, . % =%, avec a # 0 et b # 0, alors lim,_,o Z’;% = 5.

Quiz 7.7.2. Soient f,g deux fonctions définies au voisinage de . Quelles affirmations sont toujours
vraies ?

1) 0 Si f(z) < g(x) pour tout x < xg et silim,_, - f(x) = +o0, alors lim,,_, ~ g(x) = +o0.

2) O Silim, ., f(x)g(x) = 400, alors au moins une des limites lim,_,,, f(x), lim,_,,, g(x) doit étre
+00.

3) O Sisupjy, 444 f = +00 pour tout 6 > 0 suffisamment petit, alors lim,,_, .+ f(x) = +o0.
4) O Si f est bornée dans un voisinage de xq et silim,_, + g(x) = +00, alorslim,_,,+ f(z)g(z) = +o0.
5) O Si f est bornée dans un voisinage de xq et silim,_, . g(x) = 0, alors lim_, .+ f(x)g(z) = 0.

6) O Silim, .+ f(x) = +oo, alors il existe § > 0 tel que [ est décroissante sur |xo, xo + 6.
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7.8. Limites x — +o0

7.8 Limites z — +00

Dans cette section, on étudie le comportement des fonctions loin de I'origine, en considérant des
limites ot z — +o0.

Comme la problématique est essentiellement la méme que celle introduite dans I'étude des suites
(a,) et de leurs limites lorsque n — oo, on se contentera de donner les définitions, calquées sur
celles du chapitre sur les suites, et de donner quelques exemples.

7.8.1 Limites finies

Définition 7.32. 1) Soit f dont le domaine contient un intervalle de la forme |a, +o00[. Alors
lim f(x)= L sipourtoute > 0il existe N > 0 tel que |f(z) — L| < e désquez > N.

Tr——+00

2) Soit f dont le domaine contient un intervalle de la forme | — oo, b[. Alors lim f(z) = L si
Tr——00

pour tout ¢ > 0 il existe N < 0 tel que |f(z) — L| < edeésquexz < N.

On pourra utiliser sans autre toutes les propriétés listées dans la lecon sur les limites de suites,
ainsi que les techniques pour étudier ces limites (extraire le terme dominant, conjugusé, etc.).

7.8.2 Limites infinies

Définition 7.33. 1) Soit f une fonction dont le domaine contient un intervalle de la forme
la, +oo.

% | lim f(x) = 400 |si et seulement si pour tout M > 0 il existe N > 0 tel que f(z) > M

T——+00

déesquex > N.

* lirf f(x) = —oo|si et seulement si pour tout m < 0 il existe N > 0 tel que f(z) < m
T——+400

déesquex > N.

2) Soit f une fonction dont le domaine contient un intervalle de la forme | — oo, b|.

x| lim f(z) = +o0|si et seulement si pour tout M > 0 il existe N < 0 tel que f(z) > M

T—r—00

dés que z < N.

% | lim f(z) = —oo|si et seulement si pour tout m < 0 il existe N < 0 tel que f(z) < m

T—r—00

dés que z < N.

Exemple 7.34. Considérons le comportement des fonctions polynomiales f(x) = 2P, ot p € Z*. Si
p est négatif, alors

lim 22 =0.
x—to0

Par contre si p est positif, alors

lim 2P = +o0,
T—+00

et

lim 2f =
Tr—r—00

{+oo si p est pair,

—o0  sip estimpair.
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o
Exemple 7.35. Exponentielle de base a > 0 (a # 1) :
: - {+oo sid<a<1,
lim a" = )
z——00 sia>1.
o {0 si0<a<l,
lim o = )
T—+00 400 sia>1.
a=1461...
a® e
®
x
o

Remarque 7.36. Le fait qu’ici on considere une fonction f de la variable réelle z, a I'inverse des
suites dont la “variable” est un entier n, fait que certains outils nouveaux feront leur apparition,
comme la regle de Bernoulli-I'Hopital (voir chapitre sur la dérivation).

Nous reviendrons par exemple sur les limites qui caractérisent la vitesse avec laquelle certaines
fonctions fondamentales tendent vers 'infini, comme

1o oz ()

T—00 xre

=0, p,a > 0.
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itis.net) 167
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Chapitre 8

Fonctions continues

8.1 Définition de la continuité

La continuité est la condition de régularité la plus naturelle que 1’on puisse associer a une fonction
f en un point z, : elle impose que les valeurs de f(x), pour = dans un petit voisinage de z, soient
proches de la valeur de f(z,). Cette condition se formule rigoureusement en utilisant une limite :

Définition 8.1. Soit f : D — R, ou D C R est un ensemble ouvert, et soit zy € D. Si

lim f(x) = f(zo),

Tr—xTQ

on dit que f est continue en x. Si la limite n’existe pas, ou si elle existe mais est différente de
f(z0), on dit qu’elle est discontinue en z,.

Si une fonction est continue en tout point zy € D, on dira simplement qu’elle est continue sur D.

La continuité d'une fonction f en un point z, signifie que les valeurs de f(x) sont proches de
f(xo) pour tous les points x proches de z,. Trés exactement : pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que

[f(@) = f(zo)| <& désque [z —m| <9I

Sur 'animation suivante, choisir un z, et tester la continuité de f en z, en procédant comme suit :
1) Fixer une valeur de ¢ > 0 (petite),

2) Chercher un § > 0 adapté tel que la relation ci-dessus soit satisfaite. Remarquer que plus ¢
est pris petit, plus § doit aussi étre pris petit pour satisfaire cette contrainte.

0 =20.900...
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8.1. Définition de la continuité

Exemple 8.2. Etudions la continuité de la fonction

4—x six <3,
flx):=4¢3 siz=3,
x—2 siz > 3.
Montrons d’abord que f est continue en tout point =, # 3 :

1) Sizg < 3, alors

lim f(z) = lim (V4 — ) = V4 — 29 = f(z0).
Tr—xQ Tr—T0
2) Sizy > 3, alors
wli_gglo f(z) = xh—{?o(x —2)=x0—2= f(xg).
Considérons ensuite le cas xy = 3. D’une part, en ce point la fonction prend la valeur f(3) = 3/2,
mais d’autre part

lim f(z)= lim (vV4—2)=1,

T3~ T3~
li = li —-2)=1
g )= o2 =1

ce qui implique l'existence de lim,_,3 f(x), mais
q pliq

lim f(x) # f(3),

z—3

donc f est discontinue en xy = 3. o

e =10.700...

L'exemple précédent montre comme il est facile de créer une discontinuité en un point z, : en
définissant la fonction différemment de part et d’autre de x.

Informel 8.3. Les fonctions qui sont continues en tout point de leur domaine de définition, sur les-
quelles nous reviendrons, jouent un role particulier en analyse, car elle jouissent de certaines
propriétés remarquables. Du point de vue graphique, le graphe d"une telle fonction ne présente
aucun saut, et peut théoriquement étre tracé “sans lever le crayon”.
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8.1. Définition de la continuité

8.1.1 Des fonctions avec beaucoup de discontinuités

En vue de I'exemple du début de cette section, on voit qu'il est facile de créer des fonctions possé-
dant une, deux ou plusieurs discontinuités. On peut évidemment créer des fonctions possédant
une infinité de discontinuités (par exemple, la valeur entiére = — |z est discontinue en tout point
ro € Z), mais il existe des fonctions qui ne sont continues nulle part...

Exemple 8.4. Considérons la fonction

_J1 sizeqQ,
f@y_{o siz €R\Q

f(z)

L ]

L
T

rA
LdJ

(Un ordinateur ne peut évidemment pas représenter le graphe d’une telle fonction.)

Montrons que f est discontinue en tout zy € R. En effet, pour un z; € R quelconque, il existe
toujours une suite d’irrationnels i,, — z, pour laquelle

lim f(in) =0,

n—oo

et une suite de rationnels r, — x(, pour laquelle

lim f(r,)=1.

n—o0

Ceci implique que f(x) n’a pas de limite lorsque © — =z, et donc que f n’est pas continue en .
Comme ce raisonnement vaut pour tout z, f est discontinue partout. o

En bas de page, on donne un exemple d'une fonction qui est discontinue “presque partout”, dans
le sens suivant : continue en tout point irrationnel, discontinue en tout point rationnel.

8.1.2 Continuité des fonctions élémentaires
Lemme 18. Les fonctions qui sont des sommes, produits, quotients (lorsqu’ils sont bien définis) et compo-
sées de fonctions continues sont continues.

Preuve: Ces propriétés suivent directement des propriétés de la limite. Par exemple, si f et g sont continues
en x, alors f + g est aussi continue en xy puisque

lim (f +g)(z) = lim f(z)+ lim g(z)

= f(zo) + g(x0)
= (f+g)(wo0)

La plupart des fonctions fondamentales de I’analyse sont continues (sur leur domaine).

* Tout polynéme x — P(x) est continu sur R.
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8.1. Définition de la continuité

* Les fonctions trigonométriques sin(z) et cos(z) sont continues sur R; tan(z) est continue
sur R\ {§ +k7|k € Z},

* Pour toute base a > 0, '’exponentielle a” est continue sur R. (En particulier, z — e” est
continue.)

* Pour toute base a > 0, la fonction logarithme log,(z) est continue sur R*. (En particulier,
x +— log(z) est continue.)

8.1.3 Continuité latérale

Introduisons une notion de continuité un peu plus faible :

Définition 8.5. 1) Soit f une fonction définie en x, et dans un voisinage a gauche de z,. On dit
que f est continue a gauche en z si lim f(z) = f(zo).
=T
2) Soit f une fonction définie en x, et dans un voisinage a droite de z,. On dit que f est conti-

nue a droite en z, si lim+ f(z) = f(xo).
ZL‘-}ZL'O

Une fonction continue a droite, mais pas a gauche, en z :

Plx)
£ (xo)e
} >
Xo = X

Exemple 8.6. Etudions la continuité de la fonction

Vr+9-3
VETIZY Go<z< z,
T
flx)=41/6 siz =0,
il si—I<r<0
—-I<ux
sin(3z) 3 ’
au point zy = 0. Puisque f est définie différemment de part et d’autre de 0, on étudie les limites
latérales :
. . Vr+9-3 : 1 1
lim f(z)= lim ——— = lim — = —
z—07t z—0t x =0t v/ +94+ 3 6
2+ 1 z+1 1
li = li = lim ——— =-.
R e PR T R
Puisque f(0) = ¢, on conclut qu’en 0, f est continue a droite mais discontinue a gauche. o

Théoréme 8.7. Soit f définie en x et dans son voisinage. Alors f est continue en x si et seulement si elle
est continue a gauche et a droite en x.
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8.1. Définition de la continuité

Preuve: Est une conséquence de I’équivalence entre limite et égalité des limites latérales.

Attention : ne manquez pas de lire ’exemple tout en fin de section!

Quiz 8.1.1. Vrai ou faux?
1) O Si f est continue en x et g est continue en x4, alors f + g est continue en x1 + ».
2) O Si f et g sont toutes deux discontinues en x, alors f + g est aussi discontinue en x.
3) O Si f est continue en xq et g est discontinue en xy, alors f + g est discontinue en x.

4) O Si f est continue en x, et si (y,) est une suite telle que y,, — x., alors f(y,) — f(z.).

5) O Soit xy € R. Si il existe deux suites (a,) et (b,) telles que a,, — xo, b, — xo, f(an) — L1,

f(bn) — Lo, avec Ly # Lo, alors f est discontinue en x.

6) O Si f est continue en x, alors f est continue en tout point x{, suffisamment proche de x.

7) O Si f est continue en xg et si f(xo) # 0, alors f(z) # 0 pour tout x suffisamment proche de x.

8) O Si f est discontinue en xq et si f(xg) = 0, alors f(zg — €)f(xo + ) < 0 pour tout ¢ > 0

suffisamment petit.

Quiz 8.1.2. Soit f : R — R, continue en un point x,. Parmi les affirmations ci-dessous, lesquelles sont

correctes ?
1) O Il existe L tel que lim, ., f(z) = L.

2) O Sion fixe x # xo, suffisamment proche de xy, alors | f(x) — f(xo)| < € pour tout ¢ > 0.

3) O llexiste § > 0 tel que | f(z) — f(zo)] < 25 deés que |z — zo| < 3.

Quiz 8.1.3. Soient f,g: R — R deux fonctions continues. Vrai ou faux?
1) O La fonction h : R — R définie par

h(z) = {f(x) siz <0,

g(x) six>0

est aussi continue.
2) O La fonction h : R — R définie par

h<x):{f(x> sizeQ,
glx) sizeR\Q

est aussi continue.
Exemple 8.8. A Considérons la fonction f : ]0, 1[ — R définie par

0 siax estirrationnel,
f(.']}) = 1 . _ D (s z .
s six=¢ (irréductible).

Par exemple,
=3 D=3 [f@=fH=%

Le graphe de f ressemble a quelque chose comme ¢a :
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Nous allons montrer que f est continue en tout point irrationnel, discontinue en tout point rationnel.

Clairement, f est discontinue en tout z, rationnel non-nul. En effet, on peut toujours trouver une
suite d’irrationnels i,, — x(, pour laquelle

lim f(io) =0 # f(xo)-
Avant de poursuivre, définissons pour chaque entier k& > 1 1’ensemble
Q(k) := {E|irréductible, p € Z} C Q.
Remarquons que la distance entre deux points de Q(k) est d’au moins ;. Par définition, si z €

Q(k), alors f(z) = 1.

Fixons maintenant un irrationnel z,, et montrons que f est continue en z,, c’est-a-dire que

lim f(z) = f(z0) = 0.

T—rxT0

Pour cela, fixons ¢ > 0 et considérons un entier k& > 1 tel que + < e. Soit § > 0, assez petit pour
que les rationnels contenus dans [z, — 0, 2y + J] ne soient que des rationnels des ensembles Q(%'),
k' > k.
* Si z est irrationnel, alors f(x) = 0.
* Si x est rationnel, alors il appartient nécessairement a un des ensemble Q('), &’ > k, ce qui
implique |f(z)| = & < 1 <e.

Dans les deux cas, on a | f(x)| < € pour tout x € [xy — J, zo + J]. o

8.2 Prolongement par continuité

Informel 8.9. Supposons qu'une fonction ait un “trou” dans son domaine, au point z,. Sil’on veut
étendre le domaine de cette fonction, de fagon a ce que son domaine contienne aussi z,, comment
doit-on définir f(xz¢)?

Soit I un intervalle, z € I, et soit I’ := I \ {z(}. On obtient donc / en rajoutant a I’ le point .
Soit maintenant une fonction f : I’ — R, c’est-a-dire définie sur I a I'exception du point .

Si on veut étendre le domaine de f a tout /, il faut choisir une valeur pour f(z,). Ce choix est a
priori arbitraire, mais une facon naturelle de le faire est de donner a f, au point z,, une valeur qui
est semblable a celles qu’elle prend dans le voisinage de x.

Plus précisément : si le nombre
L = lim f(x)

T—T0

existe, il est naturel de l'utiliser pour définir la valeur de f au point z :

f(zo) = L.

Cette procédure est surtout utilisée dans le cas ou f est, au départ, continue en tout point de /" :
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I x,
Si la limite L existe, la nouvelle fonction
f:I—>R
@ sia £,
L siz=uxg.

est continue en tout point de I ; elle s’appelle la prolongée de f par continuité :

Informel 8.10. Du point de vue du graphe, on est parti d"une fonction qui était déja continue en
tous les points de I, et I'existence de L a permis de simplement “boucher le trou”, pour rendre la

fonction continue sur tout /.

Exemple 8.11. Considérons la fonction f : R\ {3} — R, définie par

Fl) i {m siz <3,

xr— 2 siz > 3.

On a montré précédemment que f est continue en tout point  # 3. On a aussi calculé

lim f(x) =1.

r—3

On peut donc prolonger cette fonction par continuité a tout R, en définissant

4—x sizx<3,
flz) =<1 siz =3,
r— 2 siz>3.

Exemple 8.12. Considérons f : R* — R, définie par

(o) = sin(x) .

X
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L 1 i)

~ ~
N N~ i

Clairement, f est continue en tout point x5 € R*. On sait que

_ .. sin(x)
iy 1) = iy ™

=1,
donc f peut étre prolongée par continuité a tout R. Sa prolongée est donnée par
sin(x) .
~ —= six #0,
T) = *
f@) {1 siz=0.

<

Informel 8.13. On ne peut pas toujours, comme dans les deux exemples précédents, “boucher le
trou” pour rendre une fonction continue partout :

Exemple 8.14. Soit f : R* — R définie par

' 4

O Geecccce co cQuump

Alors f est continue en tout point de R,, Mais comme lim,_, f(x) n’existe pas (puisque lim,_,o- f(z) =
0 est différent de lim, o+ f(z) = 1), cette fonction ne peut pas étre prolongée par continuité. o

Quiz 8.2.1. Soit xy €] — 1, 1] et soit f une fonction continue en chaque point de | — 1, 1[\{zo}. Vrai ou
faux?

1) O f est continue en x.
2) O La limite lim,_,,, f(z) existe.

3) O Au moins une des limites latérales lim,_, .+ f(x) existe.

4) O 1l existe une prolongée par continuité f ] — 1,1]— R.

5) O Silim,_,,, f(x) existe, alors la fonction g : R\ {zo} — R, définie par g(z) := f(]; 521 pour tout
x # x, est prolongeable par continuité en x.

8.3 Continuité sur un intervalle compact

Une fonction continue définie sur un intervalle compact, c’est-a-dire fermé et borné (donc du

type [a, b]), possede plusieurs propriétés remarquables. Commengons par définir ce que signifie
étre continue sur un intervalle fermé et borné :
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Définition 8.15. Une fonction f : [a, b] — R est continue si
* elle est continue en tout z( €|a, b,
* elle est continue a droite en 2y = a,

* elle est continue a gauche en z; = b.

Informel 8.16. Une fonction continue sur [a, b] est donc une fonction dont le graphe est une courbe
“tragable sans lever le crayon”, reliant le point A = (a, f(a)) au point B = (b, f(b)) :

?

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

P - ..

Une premieére propriété importante est qu'une fonction continue sur un compact ne peut pas
prendre de valeurs arbitrairement grandes :

Théoreme 8.17. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est bornée.

Preuve: Par I'absurde, supposons que f n’est pas majorée. Alors pour tout n > 0 il existe z,, € [a, b] tel que
f(xy) > n, etdonc f(x,) = +oo.

Par construction, (x,), est bornée. Par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous-suite (z,, )
et z* € [a, b] telle que limy,_, ,, = 2*. Mais donc, puisque f est continue, elle est en particulier continue
en z*, et donc

f(z*) = lim f(zp,) m f(x,) =400,

=1
k—o00 n—00
ce qui est impossible (puisque f(z*) doit étre un nombre fini!). Donc f est majorée.

En adaptant I'argument, on montre que f est minorée. O

Une deuxiéme propriété, tres utile dans les problemes d’optimisation : si une fonction est continue
sur un compact, elle atteint toujours son minimum et son maximum :

Théoreme 8.18. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f atteint son minimum et son maximum : il existe x.,
et x* € [a,b] tels que

min f(z) = f(z.),  max f(z) = f(").

z€[a,b] z€[a,b]

afr max $x)
xelo,b]
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Preuve: Par le théoreme précédent, f est bornée, et donc

s:= sup f(x)
z€[a,b]

est bien défini. Nous allons montrer qu’il existe un point z* € [a, b] ol f prend cette valeur s.

Considérons la suite €, := . Par définition du supremum, pour tout il existe z,, € [a, b] tel que
s—en < flzy) < s.

Par construction, f(z,) — s lorsque n — oo. Mais, comme (z,), est bornée (elle vit dans [a,b]!), le
Théoreme de Bolzano-Weierstrass garantit qu'il existe une sous suite (z,, ), et un z* € [a,b], tels que
limy_yo0 Ty, = ™.

Calculons f(x*). Puisque f est continue sur [a, b], elle est en particulier continue en z*. Comme z,, — z*,
on a donc

f(z*) = lim f(zy,).

k—o00

Mais, puisque (f(xy,))r est une sous-suite de (f(xy,))n, elle converge vers la méme limite :

f(z") = lim f(xnk) = lim f(zn) =s.

k—o0 n—r00
On a donc
f(@") = sup f(z) = max f(z).
w€[a,b] z€la,b]
On procede de méme pour la construction d"un point z, o1 f atteint son minimum. O

Informel 8.19. Le théoreme dit que z. et z* existent toujours, mais il ne dit pas comment les
trouver! (D’ailleurs en général, on ne sait pas les trouver.)

Exemple 8.20. Considérons f : [0, 2] — R, définie par
f(z) = 2® sin(2? + cos(z)) .

Cette fonction est continue (c’est un produit de z® avec une composée de fonctions continues),
donc par le théoreme, il existe z, € [0,2] et z* € [0, 2] tels que

f(ZL'*) = min f(ZL’) ) f($*> = nax f(:lf) .

z€[0,2] z€[0,2]
o

Pour souligner I'importance des hypotheses dans le théoreme ci-dessus, voyons comme le résultat
n’est plus vrai en général lorsqu’une des hypotheses n’est pas vérifiée :

Exemple 8.21. (Une fonction sur un intervalle compact, mais qui n’est pas continue en un point.)
Soit f : [0,1] — R définie par

. 1
T s10<:c<§,

flx):=<X0 siz =1,
r—1 si%<x<1.

Cette fonction est continue partout sauf en 3, et elle ne posséde ni de maximum ni de minimum :
o
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Pl

pas de max

pas de min

Exemple 8.22. (Une fonction continue, sur un intervalle borné mais pas fermé.) Considérons

1
f<x):1——,§lj2’ sur]—l,l[.
Alors f possede un minimum, atteint en =, = 0, mais pas de maximum : o
: pas de max
E \ Min :
7 i > X
-1 +1

Exemple 8.23. (Une fonction continue sur un intervalle fermé mais pas borné.) Soit
1
flz)=—, sur [1, +o0].
T
Alors f possede un maximum, atteint sur le bord en z* = 1, mais pas de minimum :

£(x

max

/4

pos de, min,

Quiz 8.3.1. Vrai ou faux?
1) O Si f: [a,b] — R n'est pas continue, alors elle n’atteint pas son minimum ni son maximum.
2) O Si f: [a,b] — R atteint son minimum et son maximum, alors elle est continue.

3) OSif: [a,b] — Ratteint son minimum ou son maximum, mais pas les deux, alors elle n’est pas
continue.

4) O Si f : [a,b] — R est minorée mais pas majorée, alors elle n’est pas continue.
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8.4 Le théoreme de la valeur intermédiaire
(ici, Video: v_ fonctions_continuite_ TVI.mp4)

Une propriété essentielle des fonctions continues sur un intervalle compact :

Théoreme 8.24. (Théoreme de la valeur intermédiaire) Soit f : [a,b] — R continue. Si f(a) < f(b),
alors pour toute valeur intermédiaire h, f(a) < h < f(b), il existe ¢ €|a, b[ tel que f(c) = h. (Affirmation
semblable dans le cas ot f(a) > f(b).)

f(b)

o e
o

Le résultat se démontre en utilisant un Algorithme de bissection (qui est, en soi, tout aussi im-
portant que le théoréeme lui-méme) :
Preuve: L'idée est de construire deux suites convergentes (a,)n>0 et (b,)n>0. Celles-ci sont construites par
récurrence :

1) Posons ag := a, by := b. Par définition, f(ag) < h < f(bp).

2) Pour n > 0, supposons que a,, et b, ont déja été définis, et que f(a,) < h < f(by). Considérons alors

le point milieu de a,, et by, :
an + by,

Cp = .

2

* Si f(cn) < h, on pose apt1 = Cp, bpt1 1= by.
* Si f(cn) > h, on pose apt1 = ap, bpt1 = c¢y,. Par définition de a,4; et byy1, f(ant1) < b <
f (bn+1)-
Maintenant que les suites (ay,)n>0 et (bn)n>0 ont été construites, regardons-les de plus pres :

* A chaque étape de l'algorithme ci-dessus, a,1 est soit a,, soit ¢,. Comme ¢, > ay,, ceci implique
que dans tous les cas, an1+1 > ay. De plus, chaque a,, est inférieur a b. Par conséquent, (ay)n>0 est
croissante et majorée, donc elle converge : notons sa limite

c_ = lim a,.
n—oo

* A chaque étape de l'algorithme ci-dessus, b,,11 est soit by, soit ¢,,. Comme ¢, < b,, ceci implique
que dans tous les cas, b, 41 < by,. De plus, chaque b,, est supérieur a a. Par conséquent, (b,,),>0 est
décroissante et minorée, donc elle converge : notons sa limite

c4 = lim by, .
n—oo

* Comme a chaque étape exactement un des points devient le point milieu, on a
1
Zlan —by| = =

2
Par I'inégalité triangulaire, on a donc que

’an-i-l - bn—i—l‘ = ontl |a - b| —0.
le— —cq] <lem —ap| + |an — by| + |bn, — c4| = 0,

ce qui implique que c_ = ¢4, que I’on peut donc écrire simplement c.
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On utilise maintenant de manieére essentielle la continuité de f :

1) D’une part, comme a,, — c_ et f(a,) < h pour tout n, on a que

F(e) = fleo) = lim f(an) < h.

n—oo

2) D’autre part, comme b,, — c4 et f(b,) > h pour tout n, on a que

J(e) = f(es) = lim f(ba) > h.

n—o0

Ceci implique bien que f(c) = h. O

8.4.1 Application : existence de solutions pour des équations non-linéaires

Voyons une premiere conséquence du théoréeme de la valeur intermédiaire, que l'on a déja ren-
contrée. (Dans le chapitre sur les nombres complexes, on a vu ce résultat comme une conséquence
du Théoreme Fondamental de 1’Algebre.)

Corollaire 6. (Existence de racines pour polynomes réels de degré impair) Un polynome i coefficients réels
de degré impair possede au moins une racine réelle.
Preuve: Considérons un polynéme de degré impair, a coefficients réels :

P(z) = ap + a1z + agz® + ... a,z"”

ou n est impair, et a,, # 0. Rappelons que ce polyndme est une fonction continue de la variable x.

Sans perte de généralité, supposons que a,, > 0. Comme n est impair, on a

lim P(z) = +o0, lim P(z) = —0.

Tr—+00 T——00

Il existe donc un réel N, < 0 tel que P(N,) < 0, et un réel N, > 0 tel que P(N) > 0.

hea
Na O\

-~
.
-"--'

-

En appliquant le Théoreme de la valeur intermédiaire sur l'intervalle [N,, N], avec h = 0, on conclut : il
existe ¢ €] N, Np| tel que P(c) = 0. O

Exemple 8.25. Le polyndme
P(z)=2"—m +v22 -1

est de degré impair. Par le corollaire, il posséde au moins une racine. o

Le théoreme de la valeur intermédiaire permet aussi de montrer I’existence de solutions pour des
équations non-linéaires, pas forcément polynomiales :
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Exemple 8.26. Montrons que 1’équation non-linéaire
cos(z) =
posséde au moins une solution : Pour ce faire, définissons
f(z) ;= cos(x) — z,
que I'on considére sur l'intervalle fermé et borné [0, 7]. On a d"une part que
f(0O)=1-0=1>0,

et d’autre part que
f(5)=0-7 <0,

Dong, par le Théoréme de la valeur intermédiaire, il existe ¢ €]0, 7 tel que f(c) = 0, ce qui est
équivalent a cos(c) = c.

8.4.2 Application : sur ’ensemble image d’une fonction continue

Théoreme 8.27. Soit f : [a,b] — R continue. Alors son ensemble image Im( f) est un intervalle fermé et
borné, donné par

Im(f) = [Jél[iﬁ,] f(@), max f ()]

o1

]

Preuve: On sait que f atteint son minimum et son maximum :

f(@¥) = max f(z),  f(z.) = min f(z).

z€[a,b] z€[a,b]

Puisque f(z«) < f(z) < f(z*) pour tout = € [a,b], on a

Im(f) C [f(z+), f(27)].

Si xz, = z*, alors f est constante et donc Im(f) ne contient qu'un point (qu’on peut considérer comme un
intervalle fermé et borné). Sinon, on peut supposer sans perte de généralité que z, < z*.
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En choisissant un h € [f(z), f(2*)] quelconque, le théoréme de la valeur intermédiaire garantit qu’il existe
un ¢ €]z, x*[ tel que f(c) = h. Par conséquent, h € Im(f), et donc

[f (), f(z%)] € Tm(f).

On a donc montré que Im(f) = [f(x4), f(«¥)], qui est bien un intervalle fermé et borné. O

Quiz 8.4.1. Vrai ou faux?
1) O Sif:[a,b] — R,alors f est strictement monotone sur au moins un sous-intervalle de [a, b].

2) O Soit f : [a,b] — R telle que f(a) < f(b). Si pour tout h €| f(a), f(b)] il existe un c €|a, b[ tel que
f(c) = h, alors f est continue.

3) O Soit f : [a,+oo[— R continue, telle que lim,_, ., f(x) = 0. Alors pour tout h €0, f(a)[ il
existe ¢ > a tel que f(c) = h.

4) O Soit f : [a,b] — R, continue en tout point xo €la,b|, telle que f(a) < f(b). Alors pour tout
h €]f(a), f(b)[ il existe c €]a, b] tel que f(c) = h.

5) O Soit f : [a,b] — R, continue en tout point xo €la,b], telle que lim, ,,+ f(x) et lim, - f(z)
existent. Alors pour tout h €] f(a), f(b)] il existe c €]a, b| tel que f(c) = h.

6) O Soit f : [a,b] — R continue, non-constante, telle que f(a) = f(b). Alors il existe une suite
z, € |a,b] telle que f(x,) soit strictement croissante.

7) O Soit f :]a,b[— R continue, telle que lim,_,,+ f(x) = —oo, lim, ;- f(x) = 4o0. Alors Im(f) =
R.

8) O Soit f : R — R continue, telle que lim,_, _, f(x) = 400, lim,_, . f(x) = +oo. Alors il existe
h tel que Im(f) = [h, +o0].
Quiz 8.4.2. Vrai ou faux?
1) O Sif:|a,f] — Rest continue pour tout a < o < < b, alors f : [a,b] — R est continue.
2) O Si f :]a,b|— R est continue, alors elle n’est pas bornée.
3) OSif

Ja, b
:la, b|— R est continue, alors Im( f) est un intervalle ouvert.

4) O Si f :]a,b]— R est continue, alors lim,_,,, f(x) = f(xo) pour tout xy €|a, b|.
Ja, b]

a?
5) O Si f :]a,b[— R est continue, alors lim, .+ f(x) et lim, ;- f(z) existent.

8.5 Continuité et calcul de limites

On a déja vu que si une fonction f est continue en un point z,, alors pour toute suite (x,,) tendant
Vers .,

lim f(z,) = f(lim z,) = f(z.).

n—o0 n—oo
Voyons maintenant un résultat analogue, mais dans lequel la suite z,, (dont la variable est 1'entier
n) est remplacée par une fonction g(z) (dont la variable est un réel z) :
Théoreme 8.28. Soit f(y) définie dans le voisinage d’un point yo, = L, et continue en ce point y.

1) Si g est définie dans un voisinage de x,, et si lim g(x) = yo, alors
T—T0

lim f(g(x)) = f(yo) -

T—T0

2) Si g est définie sur un domaine contenant un intervalle de la forme |a,+o0|, et si lim g(x) = yo,
T—>00

alors

lim f(g(x)) = f(yo) -

T—00
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/
\ ?(amn — flyo)

\\-__ﬁ\\\///’— --w"“ﬂff

3(1.)———» 30

Preuve: On démontre la premiére affirmation.

Fixons ¢ > 0. On procede en deux étapes :
* Puisque f est continue en yy, il existe n > 0 tel que |f(y) — f(yo)| < edésque 0 < |y —yo| < 7
* Ensuite, puisque lim,_,, g(x) = yo, il existe § > 0 tel que |g(z) — yo| < 1 dés que 0 < |z — xo\

Prenons donc un z tel que 0 < |z — x| < ¢. En utilisant la premiere étape avec y = g(x), on a

[f(9(=)) = fyo)| = |F(y) = fwo)l < e

Ceci montre bien que lim,_,,, f(g(z)) = f(yo).

La deuxieme affirmation se démontre de la méme fagon. O

Informel 8.29. En d’autres termes, lorsqu’on étudie une limite d'une composée f(g(z)), dans
laquelle on sait que g(z) — yo, et que f est continue au point y, alors on peut “rentrer la limite
dans f”:

lim f(g(x)) = f(limg(x)) = f (%) -

Exemple 8.30. Considérons la limite
T

11m .
On voit ici que g(z) = ;37 — 1 lorsque x — oo. Montrons que f(r) = \/x est continue en yp = 1.
En effet, puisque
|z —1]
VT +1

[f@) = f)l = Ve - V1] =

<| _1|7

on a bien que lim,_,; f(z) = f(1).

On peut donc “rentrer la limite dans f”

lim 1/ lim \/_ =1.
T—00 z—o0 I +
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Chapitre 9

Dérivée et calcul différentiel

9.1 Définition de la dérivée, exemples

(ici, Video: v_derivee_introduction.mp4)

Une question géométrique naturelle, et trés utile pour 1'étude d’une fonction, est de savoir com-
ment calculer I’équation de la droite tangente au graphe d"une fonction, en un point (zo, f(zo)) :

[ L]
Lo £

k drag me!

Pour connaitre 1’équation de cette droite, de la forme

y=mx+h,
on commence par chercher sa pente m. Et quand on cherche la pente d"une droite, on a besoin de
deux points sur cette droite et ici, on n’en a qu’un, a savoir le point (xo, f(xo)).

L’idée est de passer par un processus de limite. En effet, introduisons un deuxiéme point sur le
graphe, (z, f(x)), ol x est un point différent de x, et considérons la sécante passant par les points
(w0, f(xo)) et (z, f(x)). La pente de cette sécante est donnée par

f@) = f(zo)

Lorsque z est proche de z, cette pente approxime celle de la droite que I’on cherche, m. Dans la
limite x — x (tester sur I’animation ci-dessus), elle devrait méme tendre exactement vers m :

Lo f@) = fla)

T—rT( Xr — 'CEO

L’existence de la limite ci-dessus n’est pas garantie en générale.
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

Définition 9.1. Soit f définie en z, € R et dans son voisinage. On dit que f est dérivable en z si
le nombre f’'(z() défini par la limite

Floy) — tim 1) = F(z)

T—T0 T — X
existe (et est fini). On appelle f'(z() la dérivée (ou nombre dérivé) de f au point z.
Remarque 9.2. Dans la limite qui définit f’(z), ci-dessus, la variable = est utilisée uniquement

pour calculer la limite; on dit qu’elle est muette. On donc peut écrire f'(z() de différentes ma-
nieres :

o) = Jim L= 110
lim f(z) = f(zo)

= lim
h—0 h ’
otl, dans la derniere égalité, on a fait le changement de variable h := z — . o

Exemple 9.3. Soit f(x) = z2. Au point 2 = 1,

Z,

Donc la tangente a la parabole au point d’abscisse zy = 1 a une pente de 2. Son équation est donc
de la forme y = 2z + b, et comme elle doit passer par le point (1, f(1)) = (1,1), on trouve b = —1.
Donc la tangente au point (1, 1) a pour équation y = 2z — 1. o

Exemple 9.4. Soit f(x) = 1. Au point zy = —2,
fl@)—f(=2) . z-5 1

19\ — 1; JNY) T I\TA) _ =
F(=2) leHJQ r — (=2) :EILH}2 T+ 2 4°
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

9.1.1 Origines possibles de la non-dérivabilité en un point

Voyons quelques exemples de fonctions qui ne sont pas dérivables.

Exemple 9.5. Considérons f(z) = |z|. Au point z, = 0, la dérivée s’obtient en prenant la limite
r — 0 du rapport

z—0 T +1 siz>0.

f(x) = £(0) |x|_{—1 siz <0,
Or ce signe n’a pas de limite quand z — 0, donc f n’est pas dérivable en z, = 0. Cela fait sens
du point de vue géométrique, puisqu’en ce point son graphe ne possede pas de droite tangente
naturellement définie :

<

Exemple 9.6. Considérons f(z) = /x. Au point z, = 0, la dérivée s’obtient en prenant la limite
xr — 0 du rapport

flx) = f(0) _ Ve _ 1

= = —.
z—0 T T2

Or cette limite est +0o, donc f n’est pas dérivable en z, = 0. Cela fait sens du point de vue
géométrique, puisqu’en ce point son graphe posséde une droite tangente, mais verticale (de pente
infinie) :

x3

v

F\ P«h ',“+®“

Exemple 9.7. Considérons

fla) = {xsin(;) siz#0,

0 siz=0.

Au point zy = 0, le rapport donnant la pente de la droite de la sécante est

f(z) = f(0)
z—0

= sin(%),

qui comme on le sait ne posséde pas de limite lorsque  — 0. Donc f n’est pas dérivable en 0 :
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

9.1.2 Taux d’accroissement et la notation de Leibniz

De par sa signification géométrique, la dérivée est toujours une limite d'un quotient de deux

quantités qui tendent vers zéro. (C’est pour ¢a que les indéterminations “3” sont si importantes!)

o) — tim 1) = 1(0)

T—xQ r — g
Interprétons cette limite en introduisant des nouvelles notations :

* Af = f(z) — f(zo) représente I'incrément de la fonction.

*x Az = x — x représente I'incrément de la variable.

D’un point de vue quantitatif, ces deux incréments sont petits lorsque x est proche de z,; A f dit
exactement de combien f varie lorsque z s’écarte de =, d"une distance Az :

Ensuite, I’existence de la dérivée,

f/(ﬂfo) = lim H

z—zo A’

signifie que quand l'incrément Az est petit, alors Af est essentiellement proportionnel a Az, la
constante de proportionnalité étant f/(x) :

Af =~ f'(xg)Az
On conclut que la dérivée f'(xy) représente le taux d’accroissement local de f en z; : si on varie la

variable de zy a zy + Az, alors la valeur de la fonction passe de f(xg) a f(xo) + Af, ot Af est
essentiellement proportionnel a Az, comme dans la relation ci-dessus.
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

Informel 9.8. Si on admet pendant un instant qu’il est possible de considérer des incréments
infiniment petits, de la fonction et de la variable, que 1’on notera respectivement df et dz, alors la
dérivabilité de f en z, signifie que ces deux infiniment petits sont proportionnels, la constante de
proportionalité étant précisément la dérivée en z :

df = f'(xo)dz .
La notation suivante, appelée notation de Leibniz, est donc naturelle :

F(e0) = L (z)

9.1.3 Dérivabilité implique continuité

Onl’a dit, pour que f soit dérivable en x, il faut que sa droite tangente soit bien définie; elle doit
étre assez lisse en x. En particulier, son graphe ne peut pas faire de saut en z :

Lemme 19. Si f est dérivable en x alors elle est continue en x.

Preuve: Si f est dérivable en x, alors en multipliant et divisant par = — zo,

lim (f(x) - F(ao)) = Jim [HZT00)] g
T—T0 T—T0 r — X0 N——
P o) —0
= f(w0) -0
=0.
Donc lim, 4, f(x) = f(x0), et donc f est continue en x. O

Remarque 9.9. Attention, la réciproque de l'affirmation du lemme n’est pas vraie. C’est-a-dire
que “continuité” n’implique pas “dérivabilité”. Par exemple, on a vu que f(z) = |z| n’est pas
dérivable en z; = 0, pourtant elle est bien continue en ce point. o
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9.1. Définition de la dérivée, exemples

Informel 9.10. On a vu ci-dessus plusieurs facons de construire une fonction qui est continue mais
pas dérivable en un point. Il est naturel de se poser la question de savoir s’il existe des fonctions
qui sont continues partout mais dérivables nulle part.

Considérons (©0"2)
cos(9"x
fla)=) —5—
n=0
Puisque
0< cos(9"x) < i’
P P

cette fonction est bien définie pour tout = € R; elle est paire. Avec un peu plus de travail, on peut
montrer qu’elle est aussi continue sur R. Et avec encore un peu plus de travail, on peut montrer
qu’elle n’est dérivable en aucun point de R.

A
LdJ

Quiz 9.1.1. Soit f dérivable en x,, dont la dérivée est notée f'(x). Alors

1) O le nombre f(xq) est bien défini

f(xo) — f(zog — h)

2) 0 lim - = f'(%0)
3) O lim f(2wo + h]i = /(%) _ 2" (o)
4) O lim f(Z) —f(fo) _ fl(xo)

Z—T0 zZ — X9
5) O lim fxo+ h?) — f(wo) _ 0

h—0 h

2 2

6) O lim f(l"“h)h fl) _ F(0)?
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

Quiz 9.1.2. Soient f,g : R — R dérivables en x. et soit h : R — R définie par

g(x) six>uxg.

h(z) = {f(:v) siz <z,

Alors h est dérivable en xy, et h'(xo) = ¢'(z0).

1) o VRAI
2) O FAUX

Quiz 9.1.3. Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant x, dérivable en x. Vrai ou faux?

1) O f est continue en x.

2) O Si f(xg) = 2, alors f'(z) = 0.

3) O A f est dérivable dans tout un voisinage de x.

4) O f est continue dans un voisinage de x.

5) O Il existe § > 0 tel que sur |xy — 0,z + 0[, le graphe de f est une droite.

6) O Il existe 6 > 0 tel que f est monotone sur |xo — 0, x| et sur [xg, xo + 0.

9.2 Dérivée et approximation linéaire

Répétons l'intérét géométrique de la dérivabilité : lorsque f est dérivable au point z, le nombre
D = f'(xy) représente la pente de la droite tangente au graphe de f au point (z, f(z¢)). Mais
la dérivabilité représente aussi un intérét analytique, puisqu’elle fournit une fagon particuliere de

représenter la fonction au voisinage de x.

Commencgons par illustrer ce fait sur un exemple simple :

Exemple 9.11. Considérons f(z) = 2? au voisinage de 2o = 1. On a déja vu dans la section précé-

dente que [ était dérivable en z, = 1, puisque

Si on définit, pour tout x # 1,

alors

On peut de plus écrire

Z‘Q—].Q
/ _ _
)= lim ——- =2,
x? — 12
= -2
ri(z) x—1 ’

=12+ (2 — 1%)

2212
=17 —1

TS P

r? —12

— 12 (2 —2) 1

Fler (2R )y
=1+ (2+7r(x)(z—1)
=12 + 2 (=1 +r(z)(x—1)
=@ @

190
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

En d’autres termes, on peut écrire
fla) = F) + (f(1) +m(@))(z = 1)
=fO)+ Wz = 1) +r(z)(z - 1)

La fonction z — f(1) 4+ f'(1)(z — 1) n’est autre que 1’équation de la droite tangente au graphe de
z* en g = 1; elle approxime les valeurs de f(z) lorsque z est proche de z :

Xo

flx) = f(1) + f(1)(x—1)

Puis, le terme “+r;(z)(z — 1)” est la correction qui donne 1’écart entre la vraie fonction et son
approximation. o

Ce que nous venons d’apprendre dans le cas f(z) = 22 est vrai plus généralement :

Théoréme 9.12. Soit f une fonction définie en x, et dans son voisinage. Alors : f est dérivable en x, et
sa dérivée en ce point vaut f'(xo) = D si et seulement si il existe une fonction r,,(x) définie dans un
voisinage épointé de x telle que lim,_,,, r,,(x) = 0, et telle que f peut étre représentée, dans ce voisinage,
comme suit :

f(@) = f(20) + (D + 1y (2))(z — 20) -
Preuve: Si f est dérivable en z et f'(z9) = D, alors

i 1@ = )

T—T0 Tr — X0

que l'on peut écrire

lim {M _ D} —0.
T—TQ r — X
Donc si on définit la fonction Fo) — flao)
z) — f(x
Tay () = x—ixoo - D,

alors par ce qui est écrit au-dessus, cette derniere satisfait lim,_., 75, (x) = 0. De plus, en isolant f(z) dans
la définition de r,,, on voit que

f(@) = f(xo) + (D + 10 (2)) (2 — 20) -
Inversément, si cette relation est satisfaite pour une fonction 7, satisfaisant lim,_,,, 75, (z) = 0, alors

f(x) = f(=0)

T — T =Dt ra(@),

et la limite de ce quotient existe puisque
lim @) = flzo) =D+ lim ry (z) = D,
T—rT0 €T — [EO T—rT0

ce qui implique que f est dérivable en z( et que f'(zo) = D. O
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9.2. Dérivée et approximation linéaire

Une fonction dérivable en zy peut donc s’écrire
op

f(x) = f(xo) + (f'(w0) + rap (@) (z — x0)
= [(x0) + f'(w0)(x — m0) + 72y (w) (z — 20),

ol lim, 4, 74, () = 0.

Cette représentation est utile si on considere = proche de z(, car dans ce cas le terme r,,(x)(x —
zo) est petit, et si on le néglige, on obtient une approximation de f au voisinage de z,, appelée
I’approximation linéaire :

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — x0)

Cette approximation est celle qui consiste simplement a approximer le graphe de f, proche de z,
par celui de sa droite tangente au point (zo, f(zo)) :

9.2.1 Sur les deux premiers niveaux de régularité d’une fonction

On a pour l'instant deux notions de régularité pour une fonction f au voisinage d'un point z.
Décrivons ce qu’elle représente en qualité d’approximation.

* La continuité : Si f est continue en x, alors les valeurs de f(z) sont proches de f(z() lorsque
x est proche de z(, qui est une approximation d’ordre zéro de f au voisinage de z :

f(x) =~ f(xo)

* La dérivabilité : Si f est dérivable en z,, alors elle peut étre représentée comme ci-dessus, et
si on néglige 7,,(z), on obtient I’approximation linéaire, appelée aussi approximation du
premier ordre, de f au voisinage de z :

f(@) = f(wo) + ['(wo) (x — o)

L’approximation a 1’ordre zéro revient a approximer f(z) par la constante f(z), mais 'approxi-
mation linéaire est plus précise, puisqu’elle tient compte de comment f varie au voisinage de z!

Comparons ces approximations sur un exemple simple :

Exemple 9.13. Supposons que 'on veuille calculer 1.998%.

Ecrivons 1.998* = £(1.998), o1 f(z) = x*. Ce que l'on aimerait faire est donc d’estimer la valeur
de f en un point x = 1.998 qui est proche de z, = 2.

x A l'ordre zéro,
1.998" = f(1.998) ~ f(2) =2' = 16.
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9.3. Regles de dérivation

* Au premier ordre,

1.998% = £(1.998) ~ f(2) + f(2)(1.998 — 2)
=2 1+4.2%1.998 - 2)
= 15.936

Sachant que la vraie valeur est 1.998* = 15.9360959..., I'approximation a 1’ordre zéro représente
donc une erreur d’environ 0.4%, alors que celle du premier ordre, moins de 0.001% ! o

Nous verrons plus tard comment aller au-dela de I’approximation linéaire, lorsque nous calcule-
rons des développements limités.

9.3 Regles de dérivation

(ici, Video: v_derivee_regles.mp4)

Pour l'instant, la dérivée associe a une fonction f et un point z, le nombre f(z). Si on sait calculer
la dérivée en chaque point 2y du domaine de f, la dérivée devient une nouvelle fonction,

Ty — f/(xo) )

et comme on aimerait plutot voir x, comme un variable, on écrira plutdt

On dira que f, définie sur un ouvert, est dérivable si elle est dérivable en tout point x, de son
ensemble de définition, et donc si sa dérivée [’ est définie en tout point de cet ouvert.

Exemple 9.14. La fonction f(z) := 2 est dérivable sur R, et sa dérivée est donnée par f'(z) = 2.
En effet, pour un z, € R fixé,

_ lim (22 + 2z0h + h?) — 22
- h—0 h

= }lllir[l)(zl'o +h)

:21'0.

9.3.1 Sommes et produits

Pour commencer, montrons que si deux fonctions sont dérivables en un point, alors leur somme
et leur produit le sont aussi, et donnons les expressions des dérivées de ces fonctions :

Proposition 9. Soient f, g dérivables en un point . Alors la somme et le produit de f et g sont dérivables
en x, et

1) (f +9)(zo) = f'(w0) + g'(20)
2) (f-9)(zo) = f'(z0)g(z0) + f(20)g'(20)
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9.3. Regles de dérivation

La deuxiéme propriété implique en particulier que pour toute constante C,

(Cf(z)) = Cf(x).
Preuve: En écrivant la définition de la dérivée de f + g en z( et en réarrangeant un peu les termes,

(f + ) () = lim S F9@ =+ 9)(0)

T—x0 T — T
o F@) + 9(@) = fo) — g(w0)

T—T0 T — X

o (1@ = f@) | g(@) = gao)
= i {0 SO

= f'(z0) + ¢ (20) -

Cette derniere montre que f + g est dérivable en z, et que sa dérivée en ce point vaut f’(zo) + ¢'(zo). Par
définition, la dérivée de f - g en x est

(f-9)(=) = (f - 9)(x0)

(f - 9)'(xo) = lim

T—T0 T — X
o F@)9(@) = f(m)g(wo)
T—rT0 xr — 330

En insérant + f(z()g(z) au numérateur, et en réarrangeant 1’expression obtenue,

f(x)g(x) — f(x0)g(0)
Tr — X

f(x)g(x) — f(x0)g(x) + f(m0)g(z) — f(x0)g(T0)

r — X0
xXr) — X X)) — X
T — X ~—~ T — o
" Sg(z0) ——
—f'(z0) —g'(z0)

Dans cette derniere ligne, on a utilisé le fait que f et g sont toutes deux dérivables en xy. On a également
utilisé le fait suivant : puisque g est dérivable en x, elle est continue en ce point, et donc lim,_,,, g(z) =
g(zo)- O

9.3.2 Composées et quotients

Rappelons que la composée de deux fonctions f et g, lorsqu’elle est bien définie, est donnée par

(fog)(x):= f(g(z)).

Proposition 10. Soit g dérivable au point x, et f dérivable au point a = g(x). Alors f o g est dérivable
au point x, et

(fo 9)/(930) = f’(g(ﬂfo))gl(%)

Preuve: Etudions
(f(g(zo +h)) = f(g(z0))
) .

x Puisque g est dérivable en z, il existe une fonction 7, telle que

(f ©.9) (z0) = lim

g(zo +h) = g(xo) + (g (z0) + 720 ()P .
o 7

Remarquons que H — 0 lorsque h — 0.

194: NumChap: chap-calcul-differentiel, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

9.3. Regles de dérivation

* Puis, comme f est dérivable en q, il existe une fonction 7, (H) telle que
fla+H) = f(a)+ (f'(a) +7a(H))H .
On a donc

flg(zo+h)) = fla+ H) = f(a) + (f'(a) + 7a(H))H
= f(g(z0)) + f'(g(w0)) H + 7a(H)H ,

ce qui permet d’écrire

Mais lorsque h — 0, 7o (H) — 0 et r5,(h) — 0, et donc
i S (9(@o +h)) = flg(ao))

h—0 h

= f(9(x0))g (z0),
ce qu’on voulait démontrer. O

Comme conséquence, on peut maintenant dériver d’autres types de fonctions, comme des quo-
tients :

Proposition 11. Soient f, g dérivables en xy. Si g(xo) # 0, alors g est dérivable en x, et

([>’<xo) _ J'(@o)g(xo) — f(w0)g' (o)

g 9(2o)*

Preuve: On commence par utiliser la regle de dérivation d"une composée pour dériver l'inverse de g en x :
e g(@o)

(9> o) = = glao?

On voit ensuite le quotient comme un produit, on dérive ce produit, et on met tout le monde au méme
dénominateur :

(1) w0 = (£ 5) o) = Fan) s+ £ () o
o (=)
= 7'(r0) s + S o)( s )
_ f'(x0)g(zo) — f(x0)g (z0)

g(xo)? '

O

Remarque 9.15. On n’a pas, pour l'instant, de formule pour des dérivées du type (f(x)?®)". Pour
dériver ce genre de fonctions, on prendra garde a ce que f(z) > 0 dans le voisinage du point
considéré, et on commencera toujours par exponentier f(z) : puisque f(x) > 0,

f(x) = U@

On devrait donc considérer
()9 = e9(@)los(7@)

comme une définition. On calculera la dérivée de cette derniere a 1’aide des regles de base :
(e9@ el (@D — 9@ oe(f(@) (g (1) log(f(x)))’ .

On pourra calculer la dérivée de cette parenthese une fois connue la dérivée du logarithme (sec-
tion suivante). o
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

Quiz 9.3.1. Vrai ou faux?
1) O Si f et g sont dérivables en x, alors f - g est dérivable en x,.
2) O Si f et g ne sont pas dérivables en x, alors f - g ne l'est pas non plus.
3) O Si f et g sont dérivables en x, et si g'(xy) = 0, alors 5 n’est pas dérivable en x.
4) O Si f est dérivable en xy mais g n’est pas dérivable en x, alors f - g n’est pas dérivable en x.

5) O Si f et g sont dérivables en xy, et si (f - g)'(xo) = 0, alors f'(xy) = 0ou ¢'(zo) = 0.

9.4 Dérivées des fonctions élémentaires

(ici, Video: v_derivee_fondamentales.mp4)

Les regles de dérivation vues dans la section précédente permettent de calculer, en principe, la
dérivée de n'importe quelle fonction, tant que celle-ci est obtenue par combinaisons (sommes ou
différences, produits ou quotients, composées) d’autres fonctions plus simples que 1'on sait déja
dériver. Il est donc important de connaitre les dérivées des fonctions élémentaires.

Ci-dessous, (...)" indique la dérivation par rapport a la variable z.

Pour toutn € N,

(l‘n)/ — nxnfl

Preuve: On démontre la formule par récurrence sur n. La formule est valide pour n = 1 et n = 2 (voir plus
haut). Si on suppose la formule valide pour n, alors par la regle de dérivation d"un produit,

(anrl)/ — ($ . xn)/ -1. xn - T’L.’L‘nil _ (Tl + 1)$n

O
(sinz) = cosx.
Preuve: Montrons que
. sin(xg + h) — sin(zg)
1 = .
lim Y cos(xp)
En utilisant la formule de trigonométrie pour le sinus d'une somme,
sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(f),
on peut écrire
sin(vo + h) —sin(zg) _ (sin(ag) cos(h) + cos(xo) sin(h)) — sin(xo)
B h
h)—1 sin(h
= sin(zg) cos(h) + sin(h) cos(zg)
—— N~
—0 —1
Dans la derniere ligne, on a fait
. cos(h)—1 . cos(h)—1 _ 1
f S = G <0 (b=
O
(cosx) = —sinz.
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

Preuve: On utilise le fait que cos(z) = sin(§ — ), et la formule pour la dérivée d'une composée :

(cos(x)) = (sin(5 — )’
=cos(3 — ) (5 — =)
= sin(z) - (=1)
O
(tanz) =1+ tan’z = !
cos(x)?
Preuve: Par la formule pour la dérivée d'un quotient,
,  /sin(z)\’  cos(z)? + sin(z)?
(tan(z))" = (cos(:v)) N cos(x)?
O

1
(logz) ==, x>0.
T

Preuve: On calcule, pour tout z > 0,

log(z + h) — log(z)

(log(x))" = lim

h—0 h
- log((1 + 1)) — log(x)
= lim
h—0 h
. (log(x) +log(1+ %)) — log()
= lim
h—0 h
B log(1 + %)
- h—0 h
1. log(1+12)
= {jm I }
_ l{lim log(1+1t) }
x t—=0 t
_1
o

Dans l’avant-derniere ligne, on a posé t = %, et utilisé le fait que si h — 0, alors t — 0. On a ensuite utilisé
. 1 1+t 4 e, e e . . . . .
limy_sg % = 1, que nous avons étudiée ici (lien vers la section m_fonctions_limite_quelques_

limites). [
(ex)/ — ex
Preuve:
z+h _ _x
zy e e
(¢") B0 h
i e:peh — et
= lim
h—0 h
h
e —1
=% {1
c {hlg(lJ h }
= ex
197
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9.4. Dérivées des fonctions élémentaires

Voir les commentaires sur blackpenredpen (lien web). 0

(a®) = log(a)a”|.

Preuve: En exponentiant, a = elog(a)

— log(a)ex log(a)
= log(a)a®
O
(log, () = —
Sa ~ zlog(a)
Preuve: Par la formule du changement de base pour le logarithme,
log(z)\’ 1 1 1
/ —_— — / fr— P—
(log, ()" = <log(a)> ~ log(a) (log(z))" = log(a) z°
O
Pour tout o € R,
(%) =az® ", >0
Preuve: En exponentiant, z = ¢'°8(®) (z > 0),
(xa)l _ (ealog(x))/ _ ealog(x)(a IOg(ZL'))/ _ xa% _ axoz—l
O

Exemple 9.16. Considérons, pour = > 0, la fonction
h(z) = 2* .

Remarquons que h(z) n’est ni de la forme 2, ni de la forme a®, mais bien du type f(x)?), on doit
donc la considérer comme définie a ’aide d"une exponentiation :

h(x) = eloe®)
On la dérive alors en utilisant les regles de dérivation :

h,($) _ (emlog(a:))/ _ exlogw(xlogx)'

(log(z) + x
(log(z) + 1)x”.

%)exlog:ﬂ

Quiz 9.4.1. Soit f(x) = sin(cos(tan(x))). Alors pour tout v & {5 + kn |k € Z},

1) O f'(x) = cos(—sin(1 + tan®(z)))

2) O f'(x) = cos(cos(tan(z))) sin(tan(z)) /(1 — sin?(x))

3) O f'(z) = cos?((1 + tan?(x))

4) O f'(z)* = (1 — sin®*(cos(tan(z)))) sin®(tan(z))/ cos(x)
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

9.5 Dérivée d'une fonction réciproque

Rappelons que le graphe de la fonction réciproque f~! est le réfléchi du graphe de f a travers la
diagonale :

Or la réflexion d’une droite de pente m # 0 a travers la diagonale est une droite de pente -. On
s’attend donc a ce que la dérivée de f~' au point (yo, zo) soit égale a I'inverse de la dérivée de f
au point (o, o) :

Théoreme 9.17. Soit I = |a, b[ un intervalle ouvert, et f : I — F une fonction bijective (en particulier,
F = Tm(f)), dont la réciproque est notée f~* : ' — I. Soit encore xq € I. Si f est dérivable en x, et si
f'(x0) # 0, alors f~1 est dérivable en yy = f(xy), et

1 1

U=V 0) = 7 = 7o)

Preuve: Pour étudier la dérivée de la réciproque f~! au point yy = f(x¢), on considere le quotient est

S y) = (o)
Y — Yo '

Comme f est bijective, on peut associer a tout y proche de yo son unique préimage, z = f~!(y). Clairement,
y — yo implique z — (. On peut donc récrire la limite

' y) = ') _ 1 1

_ = y=10 = F@—f(o)
y—% T~/ p——

Puisque f'(zo) # 0, le dénominateur de cette derniére fraction est non nul deés que z est suffisamment
proche de z, c’est-a-dire lorsque y est suffisamment proche de .

Maintenant, en prenant la limite,
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

Informel 9.18. Pour se souvenir de la formule, on peut partir de la relation qui définit la fonction
réciproque
fF W)=y WeF.

Puis, en supposant que la réciproque est dérivable, dériver par rapport a y des deux cotés. Du coté
gauche, on dérive une composée, donc

FUT U () =1.

On retrouve donc bien |

)= W)

Exemple 9.19. Supposons qu’on connait (¢*)’ = e” mais qu’on ne sait plus dériver log(z). Comme
elles sont réciproques 1'une de l'autre, que f(z) = e* est dérivable partout et que sa dérivée n’est
jamais nulle, on a

elos(y) — Y,

que l'on dérive par rapport a y,
W log(y)) = 1

On retrouve alors :

Dérivons maintenant les réciproques des fonctions trigonométriques.

Exemple 9.20. Rappelons que la réciproque du sinus est

arcsin : [-1,1] =[5, 7]

x +— arcsin(z)
Par définition,
y =sin(arcsin(y)) Yy € [-1,1]

T T

Puisque la dérivée du sinus ne s’annule nulle part sur | — 7, 7[, le théoréme garantit que arcsin
est dérivable sur | — 1, 1[. En prenant la dérivée par rapport a y des deux cotés de cette derniere
identité :siy €] — 1,1],

1= (sin(arcsin(y)))/ = cos(arcsin(y))(arcsin(y))’ .

Comme l'angle arcsin(y) €] — 7, §[, son cosinus est positif, et donc

cos(arcsin(y)) = /1 — sin(arcsin(y))? = /1 — 2.

On a donc

1
(arcsin(y)) = —— Vy €] —1,1]
1—y?
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9.5. Dérivée d"une fonction réciproque

SN J

+1

SR

Exemple 9.21. Rappelons que la réciproque du cosinus est

arccos : [—1,1] — [0, 7]

x +— arccos(r)

Par définition,
y = cos(arccos(y)) Vy € [—1,1]

Puisque la dérivée du cosinus ne s’annule nulle part sur |0, 7], le théoréme garantit que arccos est
dérivable sur | — 1, 1[. On calcule sa dérivée en prenant la dérivée par rapport a y des deux cotés
de cette dernieére identité : siy €] — 1, 1],

1= (cos(arccos(y)))/ = —sin(arccos(y))(arccos(y))’ .

Comme l'angle arccos(y) €]0, 7], son sinus est positif, et donc

sin(arccos(y)) = v/1 — cos(arccos(y))? = /1 — 2.

On a donc
—1
(arccos(y)) = — Wy €] —1,1]

1 —y?
2
3

L]
-1 ron
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9.6. Dérivées latérales

Exemple 9.22. Rappelons que la réciproque de la tangente est

arctan : R =] — 7, 7|

x +— arctan(z)

Par définition,

y = tan(arctan(y)) Yy e R

Comme la dérivée de la tangente ne s’annulle nulle part sur | — 7, 7|, arctan est dérivable partout

sur R. En dérivant rapport a y des deux cdtés de cette derniere identité,

1= (tan(arctan(y)))l
(1 4 tan®(arctan(y)))(arctan(y))’
(1+y)(arctan(y))’.

On a donc

(arctan(y)) = Vy e R.

Quiz 9.5.1. Soient I,.J deux intervalles ouverts, et f : I — J une bijection dérivable. Vrai ou faux ?
1) O Comme f est dérivable sur I, f~" est dérivable sur J.
2) O Si f~! est dérivable sur J, alors (f=1) = (f")~L.
3) O Pour touty € J, (f~1)'(y) = 755-

4) O Siw est tel que f'(x) # 0, et siy = f(z), alors (f~1)'(y) = 75-

9.6 Deérivées latérales

Pour parler de la dérivabilité d’une fonction en un point z, il faut que cette fonction soit définie
dans un voisinage épointé de z,. Ceci signifie en particulier que f doit étre définie des deux cotés
de Zg.

Si f n’est définie que d'un c6té de z(, on peut tout de méme introduire une notion de dérivée
latérale -
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Définition 9.23. Soit 7 € R.
* Soit f définie en z( et dans un voisinage a gauche. On dit que f est dérivable a gauche en
xo sile nombre f’ (x) défini par la limite

£ (20) = lim L&) =S (@)

T—T( T — o

existe (et est fini). On appelle f’ (x() la dérivée a gauche en x.

* Soit f définie en z, et dans un voisinage a droite. On dit que f est dérivable a droite en z
si le nombre f} (z¢) défini par la limite

fi(zo) = lim M

m—mé{ T — T

existe (et est fini). On appelle f’ (z() la dérivée a droite en .

Observons que la dérivabilité a gauche (resp. a droite) en z, implique qu’il existe une droite
tangente a gauche (resp. a droite) au point (x¢, f(xo)).

Il peut donc exister des fonctions qui peuvent étre dérivables a gauche ou a droite en un point,
mais sans étre dérivable en ce point.

Exemple 9.24. On sait que f(z) = |z| n’est pas dérivableen 2y = 0:

L’existence et I'égalité des dérivées latérales en un point entraine la dérivabilité en ce point :

Théoréme 9.25. f est dérivable en x si et seulement si f' (x) et f' (xo) existent et sont égales (et dans

ce cas, f'(z0) = f' (w0) = f1(zo).
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Preuve: Par définition,

/ T f(l’) — f(mo)
f_ (xO) B xl_lgla x—ixo )
fi(zo) = xl—lgl(; W .

Donc ces deux limites existent et sont égales si et seulement si
z) — f(x
L 1) = f(o)
T—T0 T — X0

existe et prend la méme valeur. O

Informel 9.26. Donc si les dérivées latérales existent et sont égales, la fonction est dérivable (image
de gauche ci-dessous), et si les dérivées latérales existent toutes les deux mais que leurs valeurs
sont différentes, alors la fonction n’est pas dérivable, et son graphe fait un “coude” au point z,
(image de droite ci-dessous) :

-?..(x.s i
§1x

B x,

9.6.1 Fonctions définies par morceaux

Soient f, g deux fonctions définies sur toute la droite, et z, € R. Considérons la fonction f sui-
vante, définie par morceaux :
x sir<x
flw) = {9< ) slz<a,

h(z) sixz>x,.

Si f est continue en z,, on pourra tester la dérivabilité de f en z., par le théoréeme précédent, en
calculant les dérivées latérales de f en x., et en vérifiant qu’elle sont égales.

Exemple 9.27. Etudions la dérivabilité de

g(z) =3 — 2? siz <1,
flx) = s e :
=x°—3x°+4 siz>1

au point z, = 1. Remarquons que f est continue en ce point puisque

lim f(z) = lim g(z) =2= lim h(zx) = lim f(z),

x—1- r—1- z—1+t xz—1t
qui est également égale a f(1) = 2.

Pour tester la dérivabilité,

v Jl) = f(1)
f_(l) N xlir{l— xr — 1
o 90 = g()
z—1- z—1
i 8222
r—1— x—1
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k() — ()

Comme f’ (1) # f'.(1), f n’est pas dérivable en 1.

2 (1)

Exemple 9.28. Soit
> +ar+1 siz <0,
fla) =1 . .
sin(2z) +b  siz >0.

Remarquons qu’en dehors de 0, f est partout dérivable, quelles que soient les valeurs de a et b.
Déterminons les parametres a, b de maniére a ce que f soit dérivable en z( = 0.

Pour étre dérivable en 0, il faut d’abord que f soit continue en 0. Commencons donc par assurer
que f est continue en 0. Pour cela, remarquons que f(0) =sin(2-0) +b =,

lim f(x) = lim (sin(2x) +b) = b,

z—0t z—0t

et
lim f(z) = lim (2* 4+ azx+1)=1.

rz—0~ z—0~

Pour avoir la continuité en 0, on doit donc imposer b = 1.

Passons a la dérivabilité en 0. Puisqu’on peut dorénavant considérer que b = 1, on calcule d’abord

s i () = f(0)
J2(0) = hlgglﬁ h
2 _
_ lim (h*+ah+1)—1
h—0~ h
:hlggl_(ath) =a,
puis
Ly i 4 ) = f(0)
10 = i 0 SO
_ lim (sin(2h) +1) —1 - sin(2h) _
h—0+ h h—0t D

Comme f est dérivable en 0 si et seulement si f’ (0) = £/ (0), la seule possibilité est d’imposer
a = 2. o
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droite [_Jdérivée

il

f(z) — 1(0)

reponse r—0

= 0.0364

Quiz 9.6.1. Soit f définie en x, et dans son voisinage. Vrai ou faux?
1) O Si f’ (xo) existe, alors f est continue a gauche en x.

2) O Si fi(xo) = 0, alors il existe § > 0 tel que soit f(x) > f(xo) pour tout xy < v < x + 9, soit
f(z) < f(xo) pour tout o < x < x9 + 6.

3) O Si ' (xo) et f' (x0) existent mais sont différentes, alors f n’est pas dérivable en x.

4) O Si f' (xo) existe, alors il existe 6 > 0 tel que f est dérivable sur |xg, xo + 0].

9.7 Dérivées d’ordres supérieurs

On verra, plus tard, que les dérivées d’ordre supérieur d'une fonction jouent un rdle important
dans I’analyse fine de cette fonction au voisinage d'un point (voir en particulier la Formule de
Taylor).

Soit f : I — R, dérivable en chaque point de l'intervalle ouvert I. On note sa dérivée, qui est la
premiére dérivée,

SO =g
Ensuite, si 1) : I — R est elle-méme dérivable, on dit que f est deux fois dérivable sur /, et on
note sa deuxiéme dérivée comme suit :

£ = (0.

Aussi, pour k > 2, sila (k — 1)-eme dérivée f (k=1) . I — R existe et est dérivable sur I, on dit que
f est k fois dérivable sur I, et on note sa k-éme dérivée comme suit :

f& = ()

Remarquons que si f*) existe, cela entraine que f*~1) est dérivable, et donc en particulier conti-
nue.

Exemple 9.29. Si f(z) = 2™, alors

f™(z)=m(m—-1)(m—2)---3-2-1=ml.

Puisque f(™ est une fonction constante, les dérivées d’ordre supérieur a m sont toutes nulles :

pour tout £ > m,
f®(z)=0 VzeR.
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Exemple 9.30. Si f(z) = sin(wz), olt w est une constante. On a

f'(z) = wcos(wz)
() = —w?sin(wz)

O (z) = —w? cos(wx)

On peut écrire explicitement la k-eme dérivée, comme une fonction de k. En effet, en utilisant les
relations

sin(z + §) = cos(z),

sin(z + 7) = —sin(z),

ona
f¥(z) = WP sin(wz + kZ).
o

Remarque 9.31. On ne peut pas toujours exprimer une grande dérivée aussi explicitement en
fonction de k! o

9.8 Fonctions continiiment dérivables

(ici, Video: v_derivee_C1.mp4)

Soit I C R un intervalle ouvert.

Un premier niveau de régularité que I’on a rencontré, pour une fonction f : I — R, est celui de
continuité. Ensuite, on a vu que la dérivabilité est un niveau de régularité plus fort (dans le sens o1
toute fonction dérivable est continue).

Il est naturel d’introduire un niveau de régularité encore supérieur, plus fort que la dérivabilité,
en exigeant que la dérivée soit elle-méme continue :

Définition 9.32. Soit f : I — R, dérivable en tout point de /. Si f’ : I — R est continue, on
dit que f est contintiment dérivable sur /. On note C'(I) I'ensemble des fonctions contintiment
dérivables sur /.

Exemple 9.33. Sur I = R, considérons f(z) = z?sin(x). Puisque f est un produit d'un polyndéme

(dérivable) par un sinus (dérivable aussi), elle est dérivable. De plus,
f'(z) = 2z sin(x) + 2% cos(x) .

Comme f’ est une combinaison linéaire de produits de polynémes par des sinus et cosinus, elle
est elle-méme continue. On en déduit que f est continiment dérivable sur R : f € C*(R). o

Exemple 9.34. Sur |0, 1[, considérons f(z) = 1. Alors f est dérivable sur ]0, 1] et sa dérivée est
donnée par

1
f(x) = 2
Comme [’ est aussi continue sur |0, 1], ceci implique que f est continiment dérivable sur |0, 1] :
f e (o, 1. 3
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9.8. Fonctions contintiment dérivables

Les polynomes, les fonctions trigonométriques, etc. sont des fonctions continiment dérivables
sur leur ensemble de définition.

Bien-stir, une fonction qui n’est pas dérivable en un point n’est pas contintiment dérivable. Mais
il est aussi possible qu'une fonction soit dérivable partout, sans étre continiment dérivable :

Exemple 9.35. Soit
(1 .
+ 5 sin| — six#0

X

fz) =

Sl YRS

siz=20.

On remarque que f est continue en tout point, en particulier en 0 puisque

lim f(z) = 0= f(0).

z—0

Ensuite, f est dérivable en tout point x # 0. Sur R*, sa dérivée se calcule a 1'aide des regles de

dérivation :
2 1 /
= (5o (%)
1 " 2¢ . (1 1 1
-+ —sin|{— ) —= — .
25" x 5\
Ensuite, f est aussi dérivable en 0, puisque

vy g 4 (@) — £(0)
f(O)—hm—O

z—0 xr —
X i

z—0 X

o (LT (D))
o\ Tyt L)) T

Testons maintenant la continuité de f'. Clairement, f’ est continue sur R*, puisque par 1'expression
ci-dessus ce n’est qu'une combinaison de fonctions continues :

f’(x):%#—%sin (é) —%cos (i) :

Pourtant, on remarque que lorsque x — 0, f’(z) n’a pas de limite, ce qui est dii a la présence de
L cos(1). Ce terme n’ayant pas de limite en 0, f’ n’est pas continue en 0. Ceci fait de f une fonction

5 z

qui est dérivable sur R, mais pas continiment dérivable. o

Donc f est dérivable sur tout R.

droite
\ dérivée

208 NumChap: chap-calcul-differentiel, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

9.8. Fonctions contintiment dérivables

9.8.1 Fonctions k fois continiiment dérivables

Définition 9.36. C*(I) désigne 1'ensemble des fonctions f : I — R, k fois dérivables, telles que
fO .. f® existent et sont continues sur /. On dit qu’une telle fonction est de classe C* (sur I).

Informel 9.37. Plus l'indice k est grand, plus une fonction f € C* est réguliere.

Remarquons que si f est k + 1 fois dérivable sur I, alors elle est de classe C*. On a donc les
inclusions suivantes :
CYI)D>C*(I)D>--->CHI)>CHYI) D -

cH1)

CHID)

C3(ID)

D

Exemple 9.38. Considérons f : R — R définie par f(z) = e*. Alors
f(l)(x) = fP(z) = f(3)(3;) == f(k)(x) =...=¢%,
donc f € C*(R) pour tout k > 1. o
Exemple 9.39. Considérons f : R — R définie par
+22 siz >0,
-

—2?2 siz <.
Montrons que f € C'(R). D’abord, f est clairement dérivable en tout point z,. En effet, si x > 0
alors f'(z) = (2%) = 2z, etsiz < 0 alors f'(z) = (—2?) = —2z. Il faut maintenant considérer
xo = 0. Par un calcul direct,

R 4 () e £ ()
0 = hli>r(l)l+ - h hlif(%‘ h 0,
v o SR =f0) =R
1-(0) = hlgél* h N hlgg{ h 0.

Donc f/(0) = 0. Ainsi, f est dérivable partout, et on peut écrire sa dérivée

+2x  sixz >0,
f'(x)=<X0 six =0,
—2r six <O0.
Plus simplement :
f'(z) = 2|z| VreR.

Puisque x — |z| est continue sur R, on en déduit que f’ est continue sur R, ce qui implique que
f € C'(R). Mais comme f’ n’est pas dérivable en 0, on a aussi que f ¢ C?*(R). o
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Quiz 9.8.1. Soit f : R — R, dérivable en tout point x # 0. Vrai ou faux?
1) O f n’est pas dérivable en x = 0.
2) O f": R* — R est continue.
3) O Silim, o+ f'(z) = lim, ,o- f'(x), alors f est dérivable en x = 0.
4) O Silim, o f'(z) existe, alors f est continue en x = 0.
5) O Silim,_,q f'(z) existe, alors lim,_,q f(x) existe.

6) O Silim, o+ f'(x) et lim, - f'(x) n'existent pas, alors f n’est pas dérivable en x = 0.

Quiz 9.8.2. (MAN 2021) Soit f : I — R, ot I est un intervalle ouvert. Parmi les conditions ci-dessous,
lesquelles impliquent que f est continfiment dérivable sur I ?

1) O Pour tout xy € I, lim f(z) = f(xo) et la limite lim w existe.
T—T0 T—T0 — X
flz+h) = f(x)

2) O Pour tout x € I, la limite g(x) := }llin% -
_)

3) O Il existe xo € I tel que f est continue et dérivable en o, et lim f'(x) = f'(xo).
Tr—xQ

existe, et g : I — R est continue.

4) O f est dérivable en tout xy € I, et [ est dérivable en tout xy € 1.

Quiz 9.8.3. Soit I =l|a,b[, f : I — R. Vrai ou faux?
1) O Si f € CY(I),alors f est continue sur I.
2) O Si f € CY(I), alors il n'existe aucun o € I oit f est deux fois dérivable.
3) O Si f® existe, alors f € C*(I).
4) O Si f € CY(I),alors f': I — R est bornée.
5) 0SifeCiI
6) O Si f € C*(I), alors f € CI(I) pour tout entier 1 < j < k.
7) O Si f € C*(I), alors pour tout o € I et tout j € {1,2,...,k}, limy_,, f9(z) = fU) ().
8) O Si f'(x) = ||, alors f € CY(I).

), et si f’ n’est pas bornée, alors f n’est pas bornée.
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9.9 Extréma locaux et le Théoréme de Rolle

Définition 9.40. Soit f définie en z, et dans son voisinage. On dit que

* f possede un maximum local en z si il existe § > 0 tel que
f(z) < f(xo) Vo €zg— 35,20+ 0.
% f possede un minimum local en 7 si il existe > 0 tel que

f(z) = f(xo) Vz €]zg— 8,20+ 0.

Bien-stir, un maximum/minimum global est aussi local.

Le point de départ de cette section est le résultat suivant. Il suggere que la dérivée peut s’avérer
étre un outil pour la recherche de minimums/maximumes :

Lemme 20. Soit f définie en x et dans son voisinage. Si f possede un minimum/maximum local en x,, et
si f est dérivable en x, alors

f/(fl/’o) = 0 .

Preuve: Supposons que f possede un maximum local en zg : 30 > 0 tel que f(z) < f(zo) pour tout
x €I :=|xg—0,z0 + I].

*x Sixz € I, x > xp, on a toujours f(x) — f(xg) < 0 puisque xp est un maximum local, et donc aussi
(puisque x — zg > 0)
f(@) — f(=o)

Tr — X

<0

v

En prenant x — xar , cela donne

<0.

Fan) — i T8 = I

:v—mg T — X
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* En procédant de méme pour un z < g, on
0/

f(@) = f(0)

Tr — X

20,

et donc en prenant x — z;, on montre que f'(x¢) > 0.

Puisque f est dérivable en xo, on doit avoir f'(z¢) = f/.(z0) = f’(x0), et puisque ce nombre est a la fois
<0et>0,0ona f/(xg) =0. O

Remarque 9.41. L'affirmation contraire n’est pas vraie : si f est dérivable en x, et si f'(zy) = 0,
cela n'implique pas que f posseéde un minimum ou un maximum local en z, ! Prendre par exemple

f(z) = 2% au point xy = 0:
|/
/ ‘ Pito) = o

Comme f'(z) = 322, ona f'(0) = 0, bien que 0 ne soit ni un minimum ni un maximum local. ¢

Théoreme 9.42 (Théoreme de Rolle). Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a, b|. Si f(a) = f(b),
alors il existe ¢ €)a, b| tel que

fie)=0.

Preuve: Si f est constante, f(a) = f(z) = f(b) pour tout = €|a,b[, sa dérivée est nulle et donc on peut
prendre n’importe quel point ¢ €]a, b], et avoir f/(c) = 0.

Supposons donc que f n’est pas constante. Comme f est continue sur l'intervalle compacte [a, b], elle atteint
son maximum en un point z* € [a, b], et son minimum en un point z, € [a, b]. Comme f n’est pas constante,
au moins un de ces points se trouve strictement a l'intérieur de l'intervalle. Supposons que c’est z* €]a, b|.
Comme z* est un maximum global, c’est aussi un maximum local, et par le lemme précédent f'(z*) = 0. O

L'interprétation géométrique du Théoreme de Rolle est claire : si le graphe d"une fonction lisse
(continue et dérivable) part d'un point A = (a, f(a)) et arrive en un point B = (b, f(b)) qui est a
la méme hauteur que A, alors il existe au moins un point de son graphe ot la droite tangente est
horizontale :

ce
X
o™

Exemple 9.43. Soit f : [0,1] — R, définie par
f(z) := sin(r2?) cos(z) .

Comme f est continue et dérivable, et comme f(0) = f(1) = 0, il existe ¢ €]0, 1] tel que f’(c) = 0.
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Dans ce cas, c est solution de 1’équation non-linéaire
2me cos(mc?) cos(c) — sin(me?) sin(c) = 0,
et ne peut pas étre donné explicitement. o

Parfois, le point c peut se calculer explicitement :
Exemple 9.44. Soit f : [-1,0] — R définie par

f(z):=a*+2.
Ona f(—1) = f(0) = 0, et donc par le Théoreme de Rolle il existe c €] — 1, 0] tel que f'(c) = 0.

$ix)

-4 [

De plus, comme f'(z) = 42% + 1,0n a

1
f’(c):0<:>4c3+120<:>c:—31.

&

Bien-stir, si une des conditions du théoréme n’est pas vérifiée, la conclusion du théoreme n’est
plus garantie (en général).

Exemple 9.45. Soit f : [0, 2] — R, définie par

f(z) = |z —1].

Ici f(0) = f(2) = 1, mais il n’existe aucun ¢ €]0, 2] tel que f'(c) = 0.

[ R

o ]

Ce n’est pas une contradiction avec le Théoreme de Rolle, puisque f ne satisfait pas aux hypo-
theses : elle est continue sur [0, 2], dérivable en tout point de |0, 2] sauf en z = 1. o
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Quiz 9.9.1. Soit f définie en x, et dans son voisinage. Vrai ou faux?

1) O Si xy est a la fois un minimum et un maximum local, alors f est constante dans un petit intervalle
autour de xy.

2) O Si xg est un maximum ou un minimum local, alors f est dérivable en x.

3) O Si f posséde un minimum local en x, alors f est continue en x.

4) O Si f n’est pas dérivable en x, alors xo n'est ni un minimum, ni un maximum local.
5) O Si f possede un maximum local en x, alors f(x) < f(xo) pour tout x.

6) O A Si f est dérivable partout et si xy est un minimum local stricte, alors f'(x¢) = 0, et il existe
d > 0 tel que f'(x) # 0 pour tout x €]xg — 6§, xo[U]xo, 2o + J].

Quiz 9.9.2. Parmi ces affirmations, lesquelles sont toujours vraies ?

1) O Soit f : [a,b] — R continue. Si il existe un point ¢ €|a, b ot f est dérivable et f'(c) = 0, alors f
est dérivable sur |a, b|.

2) O Soit f : [a,b] — R continue sur |a, b|, dérivable sur |a,b], telle que f(a) = f(b). Alors il existe
c €la, b| tel que f'(c) = 0.

3) O Soit f : [a,b] — R continue sur |a, b, dérivable sur |a, b, telle que f(a) > f(b). Alors il existe
c €la, b| tel que f'(c) < 0.

4) O Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur |a,b|, et telle qu'il existe ¢ €la, b| tel que
f'(c) > 0. Alors f(a) < f(b).

5) O Soit f : [a,b] — R continue sur |a, b],
Alors il existe ¢ €a, b tel que f'(c) = 0.

6) O A Soit f : [a,b] — R continue sur [a
¢ €la, bl oit f est dérivable.

7) O Soit f : R — R dérivable en tout point xo € [a, b], telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b
tel que f'(c) = 0.

dérivable sur |a, b], telle que lim,_,,+ f(x) = lim, - f(x).

,b], telle que f(a) = f(b). Alors il existe au moins un point

Quiz 9.9.3. (MAN 2021) Vrai ou faux? Si f(z) = e*@=DE=m 4 s0*(@) glors il existe z €]0, 7| tel que
f'(x) =0.

1) O FAUX

2) O VRAI

9.10 Le Théoréme des accroissements finis

Le résultat suivant, appelé Théoréme des Accroissements Finis (parfois abbrégé “TAF” par la
suite), est une généralisation du Théoréme de Rolle :

Théoreme 9.46. Soit f continue sur |a, b], dérivable sur |a, b[ . Alors il existe ¢ €]a, b] tel que

ooy (b)) = fla)
f (C) — b —a
Preuve: Définissons
f() — f(a)

(x —a).

g(a) = f(@) - fla) - T2

Cette fonction est continue sur [a, b], dérivable sur ]a,b], et g(a) = g(b) = 0. Par le Théoreme de Rolle, il
existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or
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donc ¢'(c) = 0 est équivalent a f'(c) = w O

Le quotient
fb) = f(a)
b—a
représente la pente du segment qui relie le point A = (a, f(a)) au point B = (b, f(b)). Donc
I'interprétation géométrique du théoreme des accroissements finis est la suivante : si le graphe
d’une fonction lisse part d’un point A et arrive a un point B, il doit exister au moins un point de
son graphe ot la droite tangente est parallele au segment AB :

Segment AB

dérivée

ce
2o
o®

9.10.1 Conséquence 1: Variation de f et signe de f’

(ici, Video: v_derivee_vs_variation.mp4)

Proposition 12. Soit f : [a,b] — R, continue, dérivable sur |a, b[. Alors
1) f est croissante sur [a,b] < f'(x) = 0 pour tout x €a, b].
2) f estdécroissante sur [a,b] < f'(z) < 0 pour tout x €|a, b|.

Preuve: Supposons que f est croissante sur [a, b]. Considérons un point = €|a, b[ quelconque. Comme f est
dérivable en z, sa dérivée est égale a sa dérivée latérale a droite :

F@) = fiu(w) = tim L3 =S@

z—xt zZ—x

Ce dernier quotient peut donc étre considéré pour des z > z, ce qui implique que le dénominateur z—z > 0,
et que le numérateur f(z) — f(x) > 0 (puisque f est supposée croissante). Donc le quotient est > 0, et donc
sa limite est aussi positive : f/(x) > 0.

Supposons maintenant que f'(z) > 0 pour tout x € [a, b]. Soient 1, z2 € [a,b], z1 < z2. On peut appliquer
le TAF sur [z, x2] : il existe ¢ €]x1, 23] tel que

flz2) = f(21)

= f'(e)>=0.
=T

Comme z3 — 1 > 0, ceci implique f(z2) > f(z1). Puisque ceci vaut pour toute paire x1, z3 (avec 21 < x2),
on a bien montré que f est croissante sur [a, b]. O

Remarque 9.47. On peut également montrer, sous les mémes hypotheses du théoréme, que

1) f'(x) > 0 pour tout = €]a,b] = f est strictement croissante sur [a, b]
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2) f'(x) < 0 pour tout = €|a, b] = f est strictement décroissante sur [a, b]

Mais les réciproques de ces affirmations ne sont pas vraies! En effet, la fonction f(z) = 2? est
strictement croissante, mais sa dérivée s’annule en 0. o

Par la proposition ci-dessus, on peut étudier la variation d’une fonction dérivable, c’est-a-dire
trouver les intervalles sur lesquels elle est croissante ou décroissante, simplement en étudiant le
signe de sa dérivée.

Exemple 9.48. Considérons f(z) = =%, définie et dérivable sur tout R. On a
/() z \ 1422 —2(22) 1— 22
€T) = = — .
14 22 (14 22)2 (1 + x2)2

Le signe de f’ permet ainsi de déterminer les intervalles sur lesquels f est croissante ou décrois-
sante :

w
<t
+o
|

LoD ecssrdece O oo |
.'.

" £ b O =t
I

En plus du fait que f(z) — 0 lorsque x — +o0, ces informations permettent déja de produire une
esquisse raisonnable du graphe :

dérivée

o

La proposition ci-dessus peut aussi s’utiliser pour démontrer des inégalités “universelles” entre
fonctions :

Exemple 9.49. Montrons que

‘e$>1+x VmER.‘

Sion pose f(z) :=e” — (1 + x), il s’agit donc de montrer que f(x) > 0 pour tout x € R. Or

<0 siz
>0 siz

' _r 0,
fl(x)=e 1{ 0

VoA

Y

On conclut par la proposition que
* f est décroissante sur | — 00, 0], et donc f(x) > f(0) pour tout x < 0,

* f est croissante sur [0, +oo[, et donc f(0) < f(z) pour tout z > 0,
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Dans tous les cas, f(z) > f(0) = 0, ce qui démontre 1'inégalité voulue.

On remarque que y = 1 + z est I'équation de la droite tangente au graphe de f(z) = e* au point
(0,1). On a donc en démontré que le graphe de f est toujours au-dessus de sa droite tangente :

Exemple 9.50. On peut également montrer que

2
cos(x)}l—? Vo e R.

9.10.2 Conséquence 2 : Les fonctions de dérivée nulle sont des constantes

Lemme 21. Soit f :]a,b|— R dérivable en tout point de |a,b[. Si f'(x) = 0 pour tout x €a, b, alors f est
constante.

Preuve: On montre que f est constante en montrant qu’elle prend, en tout point = de l'intervalle, la méme
valeur qu’en un point z fixé. Fixons donc zg €]a, b[.

Prenons un autre point = €]a, b[. Supposons que x > x. Puisque f est dérivable sur ]a, b], elle satisfait aux
hypotheses du TAF sur [z, z] : il existe un point ¢ €]z, z[ tel que

f(l') — f(xO) — f/(C) )
T — X0
Mais comme f’(c) = 0, ceci implique que f(z) = f(xo).
Siz <z, on fait la méme chose sur [z, o). O

Remarque 9.51. Dans le lemme précédent, il est essentiel que le domaine de la fonction soit un
intervalle, pas juste un ouvert! En effet, on peut tres bien avoir une fonction définie sur un domaine
qui est une union de deux intervalles ouverts, par exemple D =]0, 1{U]2, 3, dont la dérivée est
nulle partout, mais qui n’est pas constante :

. :
—_ :
S S S
o 1 2 3
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<

Comme conséquence du lemme, un résultat que ’on utilisera plus tard dans le chapitre sur l'in-
tégration :

Corollaire 7. Soient f,g : [a,b] — R continues et dérivables sur ]a,b[. Si

f'(x)=g'(x)  Vz€a,b,

alors il existe une constante C telle que

Preuve: Soit h(z) := f(x) — g(z). Puisque
W(x) = f'(x) = ¢'(x) =0 Vx €la,b],

le lemme précédent garantit qu'il existe une constante C' telle que h(z) = C, et donc f(x) = g(z) + C, pour
tout z € [a, b)]. O

9.10.3 Conséquence 3 : Dérivées latérales et limites de la dérivée

Proposition 13. Soit f : [a,b] — R continue, dérivable sur |a, b|.

1) Si lim ['(x) existe et est finie, alors f est dérivable a droite en x = a, et
Tr—a

fi(a) = lim f'(z).

z—at

2) Si liIlI)l ['(x) existe et est finie, alors f est dérivable a gauche en x = b, et
T—0—

f(b) = lim f'(x).

z—b—
Preuve: Pour démontrer la premiére affirmation, calculons la dérivée a droite en a :

f-/|-(a) — lim f(Z) _f(a) )

z—a™t zZ—a

Appliquons le TAF sur [q, 2] : il existe ¢, €]a, 2| tel que

z)— fla
G = 1@
z—a
Or ¢, — a™ lorsque z — a™, et donc
. f(Z)—f(a)_ . 1 1 /
z1—1>1(111+ zZ—a N zl—lgl* ! (CZ) B cl—l>IcILl+ / (C) ’
ce qu’on voulait démontrer. O

Cette derniére proposition est utile pour tester la dérivabilité d"une fonction définie par morceaux,
au point de raccordement. En effet, soient g et  des fonctions dérivables, et soit

h(z) siz>x,.

flz) = {g(w) six < x,,
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Supposons que f est continue en z. (ce qui, ici, signifie que g(z.) = lim _, .+ h(z)). Pour vérifier si

[ est aussi dérivable en z,, onn’a a priori pas d’autre option que de calculer ses dérivées latérales
en z,,

f-(e) = xllg;l* %gggix*) =g (z.),
f-/|-<33*) = lim M

)
;L’—>ac*+ T — Tx

et de voir si elles sont égales : f’ (z.,) < fi(x,). Mais, puisque g (resp. h) est dérivable en tout
r < xz, (resp. x > z,) proche de z,, on peut éviter de passer par les dérivées latérales.

%""" W ix)

poeossssesans ® &
e s o o o s cae=e

&
d
ad
¥
f
&

En effet, la proposition précédente garantit que f’ (z.) = f! (z.) si et seulement si

lim f'(z) = lim_ f'(z),

T—T, T—rTx

c’est-a-dire si et seulement si
lim ¢'(x) = lim n(z) .

T—T, T—Ty

Exemple 9.52. Considérons la fonction suivante, déja rencontrée plus haut,

2 4+ar+1 siz<O0,
|

sin(2z) +b  siz >0,
et reposons la question : Est-il possible de choisir a et b de fagon a ce que f soit dérivable en 0?

On a vu que la continuité en 0 est garantie en imposant b = 1. Par la remarque ci-dessus, on
garantit la dérivabilité en 0 en imposant

lim (224 a) = lim 2cos(2z),

z—0— z—0t

ce qui donne a = 2. o

9.10.4 Une généralisation du Théoreme des accroissements finis

Le Théoreme de Rolle permet en fait de démontrer un résultat plus général que le Théoreme des
accroissements finis :
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9.10. Le Théoréme des accroissements finis

Théoréme 9.53. (Théoréme des Accroissements Finis généralisé (abbrégé “TAFG”) par la suite) Soient
f, g continues sur [a, b], dérivables sur |a, b[. Si g(a) # g(b), alors il existe ¢ €]a, b] tel que

f(b) = fla) ,

FO=gm =g

Preuve: Puisqu’on suppose que g(b) — g(a) # 0, on peut définir

Par les propriétés de fet g sur [a, b], r est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, avec

F6) - f@)
90) —g(a)? )

De plus, on observe que r(a) = r(b) = 0. Donc, par le Théoreme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que 7’(c) =
0. O

Remarque 9.54. En prenant g(x) = x, on voit que le TAF est un cas particulier du TAFG. o

Quiz 9.10.1. Vrai ou faux?

1) O Soit f : [a,b] — R continue sur |a,b], dérivable sur |a,b|, telle que f(a) > f(b). Alors f est
décroissante sur |a, b|

2) O Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b|. Si f est croissante sur [a,b], alors
f/(x) = 0 pour tout x €]a, b.

3) O Soit f : R — R dérivable, et a < b < c. Si f est croissante sur [a, b et décroissante sur |b, c|, alors
F(5) =o.

4) O Soit f : R — R dérivable sur R*. Si f'(x) > 0 pour tout x < 0 et f'(x) < 0 pour tout x > 0,
alors x = 0 est un maximum local.

5) O Si f :]a,b|— R est continue et croissante, alors elle est dérivable et f'(x) > 0 pour tout x €]a, b|.

6) O Si f est dérivable sur un ouvert D, et si f'(x) # 0 pour tout x € D, alors f est soit croissante,
soit décroissante sur D.

7) O Si f est dérivable en xq et f'(xg) > 0, alors il existe 6 > 0 tel que f est croissante sur [xo—9, xo+3].

8) O Si f est dérivable en xq et f'(xo) > 0, alors il existe § > 0 tel que f(z) < f(xo) pour tout
x €|xg — 9, x0), et f(x) > f(xo) pour tout x €lxgy, xo + 0]
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Quiz 9.10.2. Soit f : [a,b] — R continue. Vrai ou faux?
1) O Si f atteint son maximum en x* €|a, b|, alors f est dérivable en z*.
2) O Si f atteint son maximum en a, alors f est dérivable a droite en a, et f' (a) = 0.
3) O Si f atteint son minimum en x, €la,b|, et si f est dérivable en x,, alors f'(x.) = 0.

4) O Si f est dérivable en tout point xy €|a, b|, alors elle atteint son maximum et son minimum en des
points de |a, b ot sa dérivée s’annule.

5) O Si f est dérivable sur ]a,b|, et si f(a) < f(z) < f(b) pour tout x €]a,b|, alors f'(x) > 0 pour
tout x €]a, b].

6) O Si f est dérivable sur |a, b], et si f'(xo) > 0 pour tout xq €|a, b|, alors f n’atteint ni son minimum,
ni SON Maximum.

7) O Si f est dérivable sur |a, b|, et si f'(xo) > 0 pour tout xy €|a,b|, alors f atteint son minimum en
a, et son maximum en b.

8) O Si f(a) = f(b) = H etsi fi(a)f (b) < 0,alors soit f(x) > H pour tout x €|a,b|, soit soit
f(x) < H pour tout x €]a, b|.

9) O Si f(a) < f(b)etsi f\(a) > 0et f(b) > 0,alors f atteint son minimum en a, et son maximum
en b.

10) O Il existe au moins un point xo €|a, b en lequel f est dérivable.
11) O Le nombre de points de |a, b[ ot f n’est pas dérivable est fini.

12) O Le nombre de points x* € [a, b] oit f atteint son minimum est fini.

Quiz 9.10.3. Parmi ces affirmations, lesquelles sont toujours vraies ?

1) O Si f : R — R est constante sur chaque intervalle de la forme [n,n + 1] (n € Z), alors f'(x) = 0
pour tout x € R.

2) O Si f est dérivable sur un ouvert D, et si f'(x) = 0 pour tout x € D, alors f est une constante.

3) O Si f :]a,b[— R est telle que f'(x) = 0 pour pour tout x €la,b|, alors f(x1) = f(x3) pour toute
paire x1, x2 €|a, b].

Quiz 9.10.4. Soit f : [a,b] — R, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b|.
1) O Silim,_,,+ f'(x) n'existe pas, alors f' (a) n’existe pas.
2) O Silim,_,q+ f'(x) = +o0, alors f! (a) = 4o0.
3) O Si f! (a) existe et est finie, alors lim,_,+ f'(x) existe et est finie.

4) O Si lim, .+ f'(x) = 0, alors pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que \W\ < e des que
a<z<a+d.

9.11 Laregle de Bernoulli-l"'Hopital

(ici, Video: v_derivee_ BH.mp4)

Nous allons voir maintenant un outil puissant qui, lorsqu’il est bien utilisé, permet d’étudier des
indéterminations qu’aucune des méthodes présentées jusqu’ici ne permettait d’aborder.

Malgré tout, cet outil a un prix : il ne s’applique que dans certaines situations tres particulieres
(voir les hypotheses ci-dessous), et sa justification est délicate.
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9.11. Laregle de Bernoulli-'Hopital

Théoreme 9.55. (Regle de Bernoulli-I’Hopital) Soient f, g :]a, b|— R dérivables , telles que
1) g(z) # 0et ¢'(x) # 0 pour tout = €la,b|,
2) la limite
lim @
z—at g(z)

14 +o0 1
+o0

est une indétermination du type “3" ou , C'est-a-dire que

lim f(z) = lim g(x) =1L,
z—at

z—at

oit L € {0, 400, —oo}.

Si )
tim L&) _ g,
z—at g’(.T)
ol R est soit un réel, soit +oo, soit —oo, alors
lim M =R.
z—at g(l’)

Le résultat ci-dessus reste valable si on remplace partout
* la limite x — a™ par x — b~, ou alors
* ]a, b] par |a, +oo] et la limite x — a™ par x — 400, ou alors
* |a,b[ par | — 0o, b| et la limite x — a™t par x — —oc.
Preuve:
Commengons par traiter lecas ot L = 0 et R € R.

Fixons un z €]a, b[ (que 1'on fera ensuite — a™).

Comme lim,_,,+ f(z) = lim, ,,+ g(z) = L = 0, on peut prolonger f et g par continuité a [a, ], en posant
f(a) := 0, g(a) := 0. Comme maintenant f et g sont continues sur [a, z| et dérivables sur ]a, z[, on peut
utiliser la généralisation du Théoreme des accroissements finis (fin de la section précédente), pour garantir
l'existence d"un point ¢, €|a, z| tel que

f(x) = f(a) ,

P = gy =gl 7

Ceci nous permet de récrire le quotient (puisque ni g ni ¢’ ne s’annulent dans |a, b]) :

flz) _ fl@)=0 _ flz)—fla) _ [f(c)

g(z)  glx)—0  g(x)—gla)  ¢'(cs)

Maintenant, prenons la limite z — a*. Comme a < ¢, < z,ona ¢, — a™ lorsque z — a™, et donc

f@) o Ple) o 1)

z—at g(l?) z—at g’(cm) N r—at g’(:c)
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9.11. Laregle de Bernoulli-'Hopital

Passons maintenant au casou L = +oco et R € R.

On adonclim,_,,+ f(z) = 400, lim,_,,+ g(x) = 400, et la limite

lim I'(z)

z—at g/ (JJ)

est finie.

[}
I
]
[}
! L]
oo
: '
' H '
' : .
. : :
v . >
o X X,
En préparation, fixons a < = < xy < b et écrivons
() flx)  f@) = flxo)| | f(x) = flxo)
—= —-R| < - + -R
g(x) ‘ g(x)  g(x) = g(w0) ’ ‘ 9(x) = g(xo) ‘
(o)
_ ‘f(x)’ . ’1_ L) +‘f($)—f(ﬂfo) _R‘
S () NG
—_— —. z
::‘on(x) deO( )
Maintenant,
flz) _ ()
T
< 12D Rl @) + Rl ) + s )
g(x)
et on peut isoler Z: §§)) - R‘ dans cette derniere inégalité :

F@) o Rl (@) + Yala)
e R A ey o

Voyons maintenant comment le c6té droit peut étre rendu arbitrairement petit en prenant = et o suffisam-
ment proches de a. D’abord, appliquons le TAFG sur [z, zo] : il existe ¢, 4, €]z, o[ tel que

N f(z) — f(zo) f/(cz,aso)
OB s prr

— R|.
g/(cx,xo)

Par hypothese, J; ,/((3 — R. Donc en fixant € > 0, on peut prendre un xy > a suffisamment proche de a,
de fagon a ce que pour tout a < x < o, 0 < 95, (x) < €. Ensuite, remarquons qu’a z, fixé, on a toujours
lim,_,,+ ¢z, (z) = 0. On a donc

tim | _ R‘ <e
g9(z)

z—a™t
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9.11. Laregle de Bernoulli-'Hopital

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on a bien montré que

im £ _ g,
z—at g 1‘)

ce qu’on voulait démontrer. O

La regle de BH, si elle s’applique de part et d’autre d"un point a, permet évidemment de calculer
des limites z — a :

Exemple 9.56. Etudions la limite
. sin(z) —z
lim —————
z—0 T
Clairement, f(z) = sin(z) — z et g(z) = 2 satisfont aux hypotheéses du théoréme : toutes deux
sont dérivables dans un voisinage de = 0, ni g ni ¢’ ne s’annulent dans un voisinage épointé de
x = 0, et toutes deux tendent vers zéro lorsque x — 0. On peut alors étudier la limite du quotient

des dérivées : /
lim / (91;) = lim

z—0 g’(x) z—0 3x2 6

cos(z) -1 1

Comme cette limite existe et est finie, on peut conclure par le théoreme que

v o fle) . fi=) 1
z—0 3 _}:g%m_alclgtl)g’(x)_ 6

O

Informel 9.57. On n’utilise surtout pas la regle de BH pour calculer des limites fondamentales,
telles que
lim sin(x)

z—0 X

=1 W

En effet si on voulait utiliser BH pour cette limite, on devrait dériver le sinus : (sin(z))’ = cos(z).
Or si on relit la preuve de comment on montre que la dérivée du sinus c’est le cosinus, on se rend

compte qu’elle repose sur la connaissance de ... lim, o 222 |

sin(x)

Donc la limite “lim,_,q = 1” doit étre considérée comme fondamentale, calculée uniquement
a partir de la définition de base du sinus, dans le cercle trigonométrique.

Méme si elle est formulée pour des indéterminations qui concernent des quotients, la regle de
BH permet en fait de calculer des indéterminations de tous les types. Ceci se fait en récrivant la
fonction dont ont aimerait calculer la limite, de fagon a y faire apparaitre un quotient.

Exemple 9.58. (Une indétermination “0 - c0”)

1 1

lim zlog(z) = lim ogl(x) B iy

z—07F z—0F p z—0t — 2

=— lim z =

z—07t
o
Exemple 9.59. (Une indétermination “1°°”)
. X z
lim ( ) :
z—+oo\T + 2

Puisque _%5 > 0 pour tout z suffisamment grand et positif, on peut exponentier :

(x —II— 2)3: - exp(xlog(x _‘T_ 2)>
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9.11. Laregle de Bernoulli-'Hopital

Comme l’exponentielle est continue, on pourra rentrer la limite (une fois qu’on aura vérifié que
la limite dans 'exposant existe) :

T T .
l —exp(_lim 2l )
Etudions donc la limite a l'intérieur de I'exponentielle. En réarrangeant, on fait apparaitre une

limite “ g 7

log(z) — log(x + 2)

lim xlo = lim
T——400 g(,]} + 2) ——+00 %

1_ 1
BH lim & z+2

r—+00 —%

€T
2

= —2 lim = -2

On a donc

T xT
lim (——) =exp(~2).
ac—1>1:|—noo x+2 exp(=2)

<

Informel 9.60. Avant de se lancer corps et ame dans l'utilisation de la regle de BH, on a tout
intérét de s’arréter un moment et se demander si elle est vraiment nécessaire, et surtout si ses
hypothéses sont satisfaites...

Exemple 9.61. Considérons

. sin(z") cos(sin(z?))
lim .
z—0 7
Numérateur et dénominateur sont des fonctions dérivables , mais est-ce qu’on veut vraiment se

mettre a dériver le numérateur?

Or on voit que la composée cos(sin(z®)) a une limite qui vaut 1 (différente de zéro), donc elle
ne pose pas de probleme, on peut simplement la séparer du reste, puis faire un changement de
variable z = z7, pour obtenir

. sin(z7) cos(sin(2®)) = (lim cos(sin(z®))) <lim Sin(x7))

z—0 x7 z—0 z—0 x7
]
sin(z
= lim (2) =1.
z—0 z
o
Exemple 9.62. Considérons
.z +sin(2?
lim (z7)
T—00 3x
Cette limite est de la forme lim,, _, , % et se calcule directement, en mettant en évidence le terme

dominant au numérateur,

. in(x2) . 2
.z +sin(z?) Cox(l+ ) , 1 sin(z?) 1
lim ———— 2 = lim ————— % ~ =] Z —_—
s 3% i 3 e \37 T3z 3
Cette limite fournit un exemple de cas olt numérateur et dénominateur sont tous les deux déri-

. . f/ (x) y . . .
vables, mais le quotient 775 n’a pas de limite puisque

f'(x) 14 2xcos(z?)
g'(x) 3 ’
qui n’a pas de limite lorsque + — oo. Donc la regle de BH ne s’applique pas. o
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9.11.1 Utilisation répétée de la régle

L’idée utilisée dans ce dernier exemple permet de revenir sur quelque chose que nous avons déja
rencontré dans le chapitre sur les suites, a savoir la hiérarchie de comportements a 1'infini des
polyndmes, exponentielles et logarithmes.

On aura alors parfois besoin d’utiliser la regle de BH plus d"une fois :
Exemple 9.63.
132 BH 2x BH 2 . 1

. . 2
Jim = oo = g lim ot =5 x0=0.

Généralisons :

Lemme 22. Pour toute base a > 1, tout o« > 0 et tout m > 0,

@ 1 @
m S —0,  lim (8@
r—o00 qMT T—00 qEn

=0.

Preuve: Considérons la premiere limite. Deux remarques permettent de simplifier le calcul.

* D’abord, on peut toujours écrire

ot m' = mlog(a). Or puisque a > 1, on a m’ > 0. Donc il suffit de démontrer le résultat pour la base
e.

* Puisque o < |«r] + 1, il suffit aussi de démontrer le résultat pour des « entiers, c.-a-d. o« = k € N.

Fixons donc m > 0, et montrons que pour tout entier k£ > 1,

k
. T
li =0.
x—o00 eMT
Danslecasou k =1,
T BH ,. 1
lim = lim =
r—o00 eMT r—00 M em*

Supposons alors que le résultat a été démontré pour un entier k. On a

) xk—i-l BH .. (xk—i-l)/
lim = lim
r—o0 e"MT T—00 (emx)/
k+1 xk
= —— lim
m x—oo eMT
=0 ,

et donc le résultat est vrai pour k + 1.

La deuxiéme limite est une conséquence de la premiere. En effet, ne posant y = log,(z),

im U08a@) Yt
T—00 xm y—oo gy
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9.12. Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un intervalle [a, b]

Quiz 9.11.1. Soient f,g :]a,b|— R dérivables, et g telle que g(x) # 0 et ¢'(x) # 0 pour tout x €la, b|.
Parmi les affirmations ci-dessous, lesquelles sont toujours vraies ?

1) O Silim, ..+ f(x) et lim, ..+ g(x) existent, alors lim,_,,+ é ; existe.

2) O Si f et g peuvent étre prolongées par continuité a |a, b|, alors lim,,_, .+ f”)) existe.

3) O Silim, .+ f(x) et lim, .+ g(x) existent, alors lim,_,,+ ,é g existe.

(x
4) O lim,_q+ gg:p hmxﬁﬁ(g(w ),

()

5) O lim,_q+ (%) = lim,_,,+ %.

6) O lim,_,,+ gg )) = lim,_,,+ gzg

7) O Si lim, .+ f(x) = lim, .+ g(x) = 0, et si si lim, ,q+ (( 3 n’existe pas, alors lim,_,,+ J; ,g))

n’existe pas.
8) O Silim,_,,+ f,ég”; D, alors ' et g’ sont bornées sur ]a, b|.

9) O Silim, .+ L& ,E ; n’existe pas, alors lim,_, ,+ ! g)) n’existe pas.

10) O Silim,_,,+ % = +oo, alors lim,_, ,+ ﬁ}&)) = +o0.

11) O Silim,_,,+ ch /g = D, et si o, 3 sont des constantes, alors lim,_,,+ ngrg = /D),

Quiz 9.11.2. Vrai ou faux?

1 0
1) O lim — = lim —
z—0+t X z—0+ 1

2?2—1 . (2—1)
Yo T M@y
22—1 . (2—1)
V0 T e (@)

9.12 Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un inter-
valle [a, b]

Passons maintenant a 1’utilisation de la dérivée dans la recherche des extrema d’une fonction.

On sait que lorsque f : [a, b] — R est continue, elle atteint son minimum et son maximum :

a g max £ix)
xe[a,b)

> X

" 4 b b

Dans cette section, on décrit un algorithme qui permet (en principe) de trouver ces extrema par le
calcul.
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9.12. Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un intervalle [a, b]

Considérons, pour fixer les idées, la recherche du maximum global d’une fonction f : [a, b)] — R.
On supposera que f est continue. Par simple observation, puisqu’on sait qu’il est atteint quelque
part sur [a, b], on peut facilement lister toutes les possibilités :

1) Il peut étre atteint sur les bords, enz = aouenx = b.

2) Il peut étre atteint a I'intérieur de l'intervalle, c.-a-d. dans |a, b[. Mais comme c’est un maxi-
mum global, il est aussi local. Donc si f est dérivable en ce point, sa dérivée s’y annule. Et
si elle n’est pas dérivable, on traite le cas séparément.

Cette simple distinction des cas nous méne directement a un algorithme pour la recherche du
minimum et du maximum de f :

1) On commencera par chercher les points stationnaires, c’est-a-dire les points = €la, b ou f
est dérivable et s’annule : f'(z) = 0, ainsi que les points de |a, b ot f n’est pas dérivable.

2) Onregardera les valeurs de la fonction sur le bord de I'intervalle, en x = a etz = b, et on les
comparera avec les valeurs en chacun des points trouvés a 1'étape précédente.

3) Apres avoir listé toutes ces valeurs, on garde la plus grande, et la plus petite.

Remarque 9.64. On a vu (dans Continuité sur un intervalle compact (lien vers la section m_
fonctions_continuite_sur_a b)) quesi f : [a,b] — R est continue, alors son ensemble
image est un intervalle fermé et borné, donné par

Im(f) = [min f(z), max f(x)},

x€[a,b] x€|a,b]

et peut donc étre trouvé a 'aide de 1’algorithme décrit ci-dessus. o
Exemple 9.65. Cherchons les extremas de la fonction f(z) = 3z* + 42® — 122% sur [—1, 2.
1) Points stationnaires :

fx) =12(a° + 2° — 22) = 120(2® + 2 — 2)
= 12z(x + 2)(z — 1),

donc la dérivée est nulleen —2 ¢ [—1,2],en 0 € [—-1,2] eten 1 € [—1,2]. On garde :

f0)=0 f(1)=-5

2) Sur les bords :

f(—1) = 13, f(2) = 32

En comparant les quatre valeurs encadrées ci-dessus, on voit que

% f atteint son maximum global en z = 2 (sur le bord)

% f atteint son minimum global en z = —1 (sur le bord)
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9.12. Sur la recherche des extrema d’une fonction sur un intervalle [a, b]

En particulier,
Im(f) =[-13,32].

o

Exemple 9.66. Considérons f(z) = |z*(z — 2)| sur l'intervalle [1,3]. Comme f : [1,3] — R est
continue, elle atteint son minimum et son maximum. On commence par écrire

22z —2)| = {_f(x ;>2> siwe (1,2,
(T — siz €]2,3].

1) Points stationnaires : Sur |1, 2|, f’(z) = (4 — 3x), donc deux points ot la dérivée s’annule,
en0 ¢|1,2[eten 3 €]1,2[:

32
f(%):2—7

Sur |2, 3], f'(x) = z(3z — 4), donc ne s’annule pas.
2) Points ou f n’est pas dérivable? Seul candidat : x = 2. En effet,
lim f'(z) = lim (z(4 — 3z)) = —4
T—2~ T2~

lim f'(z) = i 3z —4)) = +4
lim fi(z) = lim (2(3z —4)) = +

Donc on garde

3) Sur les bords :

On conclut que f
* atteint son minimum en xr = 2,
* atteint son maximum en x = 3 (sur le bord).

Remarquons qu’en z = 3, f posseéde un maximum, qui est local mais pas global.

On a aussi montré que
Im(f) =10,9]

Quiz 9.12.1. Soit f : [a,b] — R continue. Vrai ou faux?

1) O Sixg €|a, b| est un point stationnaire de f, alors x est soit un minimum local, soit un maximum
local.

2) O Le nombre de points stationnaires de f dans ]a, b] est fini.

3) O Si f possede une infinité de points stationnaires dans |a, b, alors f atteint son maximum en une
infinité de points.

4) O Si f possede dans |a, b| plus de points stationnaires que de points oii elle n’est pas dérivable, alors
elle atteint son minimum et son maximum en un point stationnaire.
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9.13 Deérivée seconde et convexité/concavité

(ici, Video: v_derivee_convexes.mp4)

Rappelons qu’'une fonction f est convexe si pour toute paire de points z; < x5, et pour tout
A€ 0,1],
F(1 =Nz 4+ Azg) < (L= N)f(x1) + A f(xa).

L'interprétation géométrique étant la suivante : si on choisit deux points quelconques sur le
graphe de f, le segment qui les relie est entierement au-dessus du graphe.

Or on peut remarquer que lorsque f est dérivable, c’est-a-dire lorsque f’(x) est défini pour tout z,
alors la convexité semble étre équivalente a la croissance de x — f’(z) :

f'(z) = -0.261237

Sur I'animation ci-dessus, on a une fonction qui est manifestement convexe et dérivable, et on
observe que sa dérivée est croissante. Ceci implique que si la dérivée est dérivable, et si la dérivée
de la dérivée, c’est-a-dire la dérivée seconde, est positive, alors la fonction doit étre convexe. Plus
précisément :

Théoréme 9.67. Soit I un intervalle ouvert, f : I — R deux fois dérivable sur I (f est dérivable, et f' est
aussi dérivable sur ).

1) Si f"(x) = 0 pour tout x € I, alors f est convexe sur 1.

2) Si f"(z) < 0 pour tout x € 1, alors f est concave sur 1.

Preuve: 11 suffit de démontrer la premieére implication. Remarquons d’abord que comme f” > 0, f’ est
croissante sur I. Soient 21 < z2 dans I. Fixons A €]0, 1] et posons z := (1 — A\)x1 + Aza.

l, Cz % CZ “g

On applique deux fois le théoreme des accroissements finis :

* Sur [z1, 2] : il existe ¢; €]z, 2 tel que

f/(cl) — f(Z) : f(xl)
z I
* Sur [z, xg] : il existe co €]z, x2[ tel que
f/<CQ> _ f(l‘;) : f(Z)
2 z
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9.13. Dérivée seconde et convexité/concavité

Remarquons que comme c; < ¢, et puisque f " est croissante,

fler) < fle2)
Donc
f(z) = f@1) < fllea)(z —a1) |
flwe) = f(2) = fl(ca) (w2 —2) |
En soustrayant les deux inégalités (multipliées par 1 — A et \), on trouve
@) ={(1 =N f(x1) + Af(22)} <
f/(CZ)((l —AN)(z—z1) — AMz2 — z)) =0.

=0

(1=2)
A

On a donc montré que

f(2) <@ =A)f(z1) + Af(22) .

O
Exemple 9.68. Prenons f(x) = x? sur R. Comme
ff(x)=2>0 VzeR,
le théoreme garantit que f est convexe. o
Exemple 9.69. Prenons f(x) = e” sur R. Puisque
f"(x)=¢">0  VreR,
le théoreme garantit que f est convexe.
em—
o

Exemple 9.70. Considérons maintenant f(z) = log(z), sur R.. Comme

1 *
f”(x):—ﬁ<0 Vz € RY,

le théoreme entraine que f est concave :

b lhlﬂ.)

.
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<

Exemple 9.71. Considérons le polyndme f(x) = 2* — 2%, et cherchons les intervalles sur lesquels
f est convexe/concave. Puisque f est deux fois dérivable, I'étude du signe de f”(z) = 2(62* — 1)

donne :

} + h JC
Siaw.. 4 " e 0 - O +
., — i N
(Fomitrie : (comvexe) (comcave) . (cowvexe)

‘.\__\/"”

Poiul‘s a ’ ih:B(! Xion

On en déduit par le théoreme que :
* [ est convexe sur | — oo, —4/1/6],
* f estconcave sur | — /1/6,++/1/6],

* f est convexe sur | + /1/6,4+00.

f'(z) = -3.124000

Les points Py = (+1/1/6, f(41/1/6)) sont des points d’inflexion : ce sont des points du graphe ot
la nature de la courbe change, passant de concave (resp. convexe) a convexe (resp. concave). ¢
Quiz 9.13.1. Soit I un intervalle ouvert et borné, f : I — R. Vrai ou faux?

1) O Si f n’est pas deux fois dérivable, alors elle n’est pas convexe.

2) O Si f n'est pas dérivable, alors elle n’est pas convexe.

3) O Si f est deux fois dérivable sur I et si f"(x) = 0 pour tout x € I, alors f est convexe.

4) O Si f est convexe, alors elle est majorée.

Quiz 9.13.2. Soit f : R — R convexe. Vrai ou faux?
1) O f atteint son minimum.
2) O Il n’existe aucun intervalle [a, b] sur lequel f est de la forme f(x) = max + h.
3) O Si IEIPOO f(z) = xgrfoo f(z) = 400, alors il existe 5 € R tel que f est décroissante sur | — oo, 3],
croissante sur |3, +oo].
4) O Si f est bornée, alors c’est une constante.

5) O f est continue &\ .
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Chapitre 10

Développements limités

10.1 Introduction

(ici, Video: v_DI_intro.mp4)

Rappelons que la dérivabilité d"une fonction f en un point x, permet de la représenter au voisi-
nage de ce point :

f(@) = f(xo) + (f'(w0) + 72y (2))(z — o)

= flzo) +f'(w0)(x — m0) + 72y (x)(z — 20),
N~ ——

ordre zéro =R(z), reste
- g

vV
1¢” ordre

ol limy 4y 72, () = 0.

Rix)
i
____________ } ) x - x.)
£ex,)
x, x

Cette derniere expression doit étre lue de la fagon suivante : pour un x proche de z(, f(x) se
calcule en prenant

1) sa valeur en zy, f(z¢), a laquelle il faut rajouter...

2) une correction linéaire en x — o, f'(zo)(x — x¢), a laquelle on rajoute encore...
3) unreste R(x) = (x — z¢)ry, ().

La somme des trois termes donne exactement f(x), et ils sont en ordre décroissant d’importance
(voir la figure ci-dessus) : la correction linéaire est petite puisque = — x, est petit, et le reste est

petit puisque lim,_,,, R(x) = 0. Mais en fait le reste est beaucoup plus petit que la correction
linéaire, puisque
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10.2. Définition et unicité

Informel 10.1. En d’autres termes, R(z) est “doublement” petit, puisque c’est le produit de = — z
(qui est petit lorsque x est proche de z) par 7, () (qui est aussi petit lorsque z est proche de z).

Exemple 10.2. Considérons f(z) = e*, au voisinage du point z, = 0. Si on s’intéresse par exemple
au point z = 0.3, on obtient

£(0.3) = £(0) + f/(0)0.340.3r¢(0.3) = 1.3498 ...

~ N—— N—-—
1 0.3 0.0498...

} Rlo.3)= 0.049...

[ ‘lo)- 0.3

f(o)

.
e* e e mse o e

[
L

o
(e

o

o

Une question naturelle est de savoir si il est possible d’obtenir une approximation de la fonction
qui aille au-dela de I’approximation linéaire (et de son reste) : pour un point fixé = # z,, peut-on
approximer f(z) a l'aide d"une expression qui soit plus précise que I’approximation linéaire ?

La premiére amélioration naturelle serait une approximation quadratique (du deuxieme ordre), qui
du point de vue graphique consiste a approximer le graphe, localement, par une parabole plutot
que par une droite. Une telle approximation, si elle existe, est plus précise puisqu’elle doit tenir
compte de la courbure du graphe dans le voisinage du point.

Apres I'approximation quadratique, on pourra essayer de produire une approximation cubique,
et ainsi de suite, on pourra considérer des approximations d’ordres de plus en plus grand, a
'aide de polyndomes. C’est le but de ce chapitre que de présenter cette construction, et de donner
des conditions sur f qui garantissent que ces approximations sont possibles.

Informel 10.3. Certaines formules/expressions, dans ce chapitre, sont assez longues. On pourra
donc augmenter la largeur du texte visible avec les boutons “+” et “—" dans la barre ci-dessus.

10.2 Deéfinition et unicité

Un développement limité permet de représenter une fonction au voisinage d'un point z,, a 1'aide
d"un polynome :
f(z) = polynéme(z) + R(x) .

Le polyndme approximera bien la fonction dans le sens ot la valeur du reste R(x) doit étre négli-
geable proche de z(, dans un sens tres précis :
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Définition 10.4. Soit f définie au voisinage de zy. On appelle développement limité d’ordre n de
f autour de z, une représentation de f(x) de la forme

f(x) = ag + a1(z — 10) + ag(z — 20)* + - - - + an(z — 20)" + R(7),

N

ou

* les ag, a1, as, ..., a, € R sont des coefficients (constants), et le polyndéme
p(z) = ag + a1(z — 2¢) + az(x — 20)* + - - - + an(z — )"

est appelé partie principale du développement, et
* le reste R(x) est de la forme
R(z) = (z — z0)"e(x),

ot1 £(z) est une fonction définie dans un voisinage épointé de x, telle que

xlig:lo g(x)=0.

Remarque 10.5.  x Remarquons que dans le cas n = 1, la partie principale n’est autre que la
droite tangente en x, et dans le reste R(z) = (x — x¢)e(x), la fonction ¢(z) représente r,,(x) :

f(@) = f(wo) + f'(w0) (w = x0) + (& — 0)ray ()

* On évitera de trop alourdir I'écriture, en omettant d'indiquer la dépendance de R(x) et (x)
en f, n, et xy (une notation plus précise serait Ry ,, (), € 0.0 (T))-

% Il est important, la plupart du temps, de souligner que plus x est proche de x, plus le reste
devient négligeable par rapport a la partie principale! Plus précisément, le reste est toujours
plus petit que le terme de la partie principale de plus grand degré. En effet, pour tout
k=0,1,2,...,n,

xlgalo = 20 = :}Lr;lo(x —x9)" "e(z) =0.

C’est pour cette raison que la partie principale fournit une bonne approximation de la fonc-
tion au voisinage de x.

* Dans la suite, pour abbréger “développement limité d’ordre n”, on écrira simplement “DL(n)".
o

La fagon tres précise dont le DL(n) a été défini a une premiere conséquence importante : lorsqu’il
existe, il est unique.

Lemme 23. Si f possede un DL(n) autour de x, alors la fonction e(x) et les coefficients ag, ay, . .., ay,
sont uniques.

Preuve: Supposons que f possede un DL(n) en o :
f(x) =ao +a1(z — 20) + az(x — x0)® + - + an(z — 20)" + (v — x0)"e() .

Montrons que 'on peut calculer un a un chacun des coefficients, et qu’ils dépendent tous uniquement de
f et de xg.
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Pour commencer, en prenant x — z des deux cotés de I'expression, on obtient que lim,_,, f(z) = ao,
donc ay est fixé. Ensuite, remarquons que

lim f(z) —ao
T—=r0 T — X

= lim (a1 + as(z — x0) + -+ + an(x — 20)" ' + (x — 39)" 'e(7))

Tr—IT0
—0
:al N
donc a; est fixé. Par récurrence, on voit que si ag, a1, . . . , a; sont connus, alors ay1 est fixé par

denr — Lim f(@) = {ao + ar(z — xo) + -+ + ar(x — x0)*}
w1 = Hm (@ — o)+

Ceci montre que les coefficients sont uniques.
Une fois qu’on a les coefficients, on peut simplement exprimer £(x),

f(z) — {ao +ai(x—z9)+ -+ ap(z — xo)”}
(x — o)™ '

e(x) =

(Donc le reste, est une fonction en général compliquée, mais que I’on peut toujours exprimer explicitement
al'aide de f(x) et de la partie principale.) O

Informel 10.6. On utilisera ce dernier résultat souvent dans ce qui suit : dés que 'on peut écrire
une fonction f, au voisinage d"un point z,, comme

f(x) =ao+ai(z — x0) + - + an(x — 20)" + () (z — 20)",
out lim,_,,, e(x) = 0, c’est qu’on a trouvé le ( = "'unique) DL(n) de f autour de z.
Exemple 10.7. Reprenons f(z) = e” au voisinage de zy = 0. On sait que
e =14z +xe(x),
avec e(x) — 0 lorsque  — 0. Ceci représente un DL(1) en zo = 0.
Montrons maintenant que cette fonction possede un DL(2) en 0, donné par
e’ = 1+x+%:c2+x25(x).

(Attention : la fonction e(x), ici, n’est pas la méme que celle de la ligne précédente!) Pour ce faire
exprimons, explicitement en fonction de z,

e —{l+z+2}
2

e(x) =
(cette fonction est effectivement définie dans un voisinage épointé de x, = 0), et calculons

e’ —{1+z+ 2%}

lime(z) = lim

z—0 x—0 sz
e’ — 11+
B Jim e —{1ta}
z—0 2x
e’ — 11
B i —{ }
z—0 2
=0.
Par le théoreme d’unicité, ceci implique que 'expression ci-dessus est bien le DL(2). o
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(ici, Video: v_DI._voir_ DI_exp.mp4)

Exemple 10.8. Considérons f(z) = 1=, dans un voisinage de z = 0. Rappelons la formule obtenue

pour une somme géométrique : pour tout = # 1,

1 — $n+1 1 .Z‘n+1

l+z+a*+2°+- 42" =
11—z l—2z 1—2

qui permet d’écrire

1 2 n n z
—=1l4+z+2°+---+2"+x
I ~~ 4 11—z

principale

Puisque lim,_,oe(z) = 0, cette expression est bien le DL(n) de f autour de zéro

partie principale et reste o

237
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10.3. Propriétés de base

Quiz 10.2.1. Soit I un ouvert, f : I — R, et xy € I. Vrai ou faux?

1) O Si f possede un DL(n) en x, alors il existe des coefficients réels ag, a1, . . ., a, avec a,, # 0, tels
que
f(x) = ao + a1(x — 20) + as(x — 20)2 + - - + an(z — )"

pour tout x € 1.
2) O Si f est dérivable en x, alors elle possede un DL(1) en x.
3) O Si f possede un DL(n) en xg, alors f est continue en x.
4) O Si f possede un DL(n) en xy, alors f est dérivable en x.
5) O Si f posséde un DL(n) en xy, alors f possede un DL(n + 1) en x.
)

6) O Si f possede un DL(n) en xy, alors il existe un polynome p(x) et § > 0 tels que f(x) = p(x) pour
tout x €|xg — 0, xo + I].

7) O Si f possede un DL(n) en x, alors il existe 6 > 0 tel que f est dérivable en tout point x €
]$0 — 5, Ty + 5[

8) O Si f possede un DL(2) en x, alors f est deux fois dérivable en x.
9) O Si f possede un DL(n) en x, alors elle possede un D L(k) en xo, pour tout entier 1 < k < n.

10) O Sig : I — R, etsi f et g possedent chacune un DL(n) en x,, dont les parties principales sont
égales, alors il existe 6 > 0 tel que f(x) = g(x) pour tout x €|xy — 0, o + J].

10.3 Propriétés de base

Une conséquence de I'unicité est qu'un développement limité d’ordre n donne automatiquement
des développements limités d’ordres inférieurs :

Corollaire 8. Si f possede un D L(n) autour de x, donné par

f(x) = ap + ar(z — 2¢) + az(x — 20)® + -+ + an(z — 3)" + R(z),
alors pour tout 0 < k < n, f possede un DL(k) autour de x,, donné par

f(z) = ag + a1(x — xg) + ag(x — 20)2 + - - - + ap(z — z0)* + f?(m) :

(Les coefficients ay, a1, . . . , ax, sont les mémes, mais le reste est différent.)

Preuve: En effet, pour tout k£ < n, on peut réarranger le DL(n) comme suit :

f(x) =ap+a1(z —x0) + -+ ap(z — 20)" + - + an(z — 20)" + (& — x0)"e(z)
=ag+a1(z — o) + - + ap(z — z0)* + (x — x0)* (akt1(z —20) + -+ + (z — xo)”_ks(m))

=:£(x)

Comme &(x) — 0 lorsque  — o, l'unicité du DL(k) implique bien que cette derniere ligne est le DL(k)
de f autour de x. O

On peut ensuite obtenir des développements limités de sommes ou de produits de fonctions :
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Lemme 24. Soient f, g définies au voisinage de x, possédant chacune un DL(n) :

f(@) = a0+ ai1(z — o) + az2(x — 20)* + - + an(z — 3)" + e(z)(z — m)",
g(z) =bo + bi(z — o) + ba(x — 20)* + -+ + bp(x — T9)" + () (x — 0)" .

Alors

1) f + g possede aussi un DL(n) autour de x, donné par
(f +9)(@) = co + c1(z — zo)+ea(x — o)” + -+ + calx — 20)" + B(2) (2 — 0)",

oll ¢, 1= ay, + by, et ¢(x) := e(x) + n(x).
2) f - g possede aussi un DL(n) autour de x,, donné par

(f - g)(z) = do + di(z — m0)+da(x — 20)> + - - - + dp (T — 20)™ + () (T — T0)",

k
oit dy =Y _ ajby_j, et lim, 4 ¥(z) = 0.

j=0

Preuve: 1. En additionnant les deux DL(n) et en regroupant les termes correspondants aux mémes puis-
sances, on a

f(z) + g(z) =(ao + bo)
+ (a1 + b1)(z — x0)
+ (ap + bp)(x — z0)"
+ (e(z) +n(x)) (@ — 20)" .
N————
=:p(x)
Comme lim,_,,, ¢(x) = 0, 'unicité du DL fait que 'expresion ci-dessus est bien le DL(n) pour f + g.

2. Considérons pous simplifier le cas n = 2. Et pour y voir clair, écrivons les parties principales de maniere
plus compacte :

() +e(z)(z — 20)°,
9(z) = q(2) +n(z)(z — 20)?,

=

&
I

=

ou
p(z) = ag + a1(z — xo) + as(x — x0)>
q(z) = by + by (z — o) + ba(z — 20)?.
En multipliant les deux DL(2), et en regroupant, on obtient
f(x)g(x)
— p(@)g(x) + p(a)(@)(@ — 30)? + g(@)e(@) (@ — 20)? + (@) (@ — o)
= p(2)q(x) + (z — z0)” (p(z)n(x) + q(2)e(x) + e(@)n(z) (@ — 0)?)
=1 (x)

ou ¢ () — 0 quand = — x¢. Ensuite, calculons explicitement le produit des parties principales, et regrou-
pons les puissances :

p()q(x) = aobo
+ (apby + a1bo)(x — )
+ (apba + arby + agbo)(z — x0)?
+ (a1bg 4 agby)(x — x0)> + agba(x — x0)*,
=1y (z)(z—20)?
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ot Yo(x) — 0 quand z — . On a donc, en posant ¢ (z) := ¢ (z) + 2(z),
f(x)g(x) = aobo
+ (aob1 + a1bo)(z — o)
+ (aon + a1b; + a2b0)($ — xo)
+ (@) (2 — w0).

ce qui démontre la formule dans le cas ot n = 2. Le cas général se traite de facon similaire.

2

T

Exemple 10.9. Considérons
e

fla)= 1

On a déja calculé plus haut les DL(2) de e” et ﬁ,

au voisinage de zp = 0.

1
ez:1+x+§x2+x2€(x),
1

-1 2 2
- + o+ a° +2*n(x),

Donc, par le lemme précédent,
1
e‘”'l—:(1'1)—|—(1~1+1~1)x+(1'1+1~1—0—%'1)x2+$2w(ac)
— T
=1+ 2z 4 32+ 2%(z).

10.4 La formule de Taylor

Maintenant, pour une fonction f donnée, on aimerait

* Donner une condition suffisante sur f pour garantir qu’elle possede un DL(n) en un point

xo.
* Savoir comment calculer les coefficients ag, ay, . . ., a, et le reste.

Sans surprise, 'existence d"un DL sera garantie si la fonction est suffisamment /isse dans le voisi-

nage de .

10.4.1 La formule

Rappelons que pour un intervalle ouvert I, C*(I) désigne I'ensemble de fonctions k-fois déri-

vables, dont les dérivées (V) = f/. f . f(*) sont toutes continues.

Théoréme 10.10. Soit I un intervalle ouvert, et f € C*1(I). Alors quel que soit zy € I, f possede un

DL(k) autour de x, donné par

f(k) (zo)
k!

(:r—:ro)z—l—%(x—xo)gjb 2o

f(2) (zo)
2!

f(@) = f(xo) + f'(z0)(x —20) +
oit le reste R(z) = (z — xo)*e(x), et oit la fonction e(z) est donnée par

F )

e(r) = (v — %)W )

et u est un réel entre v et x, qui dépend de x, z, k, f.

(2= 20)" + R(2),

240 NumChap: chap-dev-limites, Derniere compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net


botafogo.saitis.net

10.4. La formule de Taylor

L'expression ci-dessus, qui exprime le DL(k) dans lequel les coefficients impliquant les dérivées
d’ordre supérieur de la fonction, est la Formule de Taylor; lorsque =y = 0, c’est la Formule de
MacLaurin.

Preuve: Fixons un point z( € I, puis étudions f(x) en un autre point z € I, x # xy. Sans perte de généralité,
supposons que zo < x. Considérons le nombre A,, défini implicitement par

@ () - F®) (z0)

Ay
51 (x — 330)2 4+ 4 o (x — :co)k + (z — xo)’ngl

CE

(Cela signifie que si on le désire, on peut savoir ce que vaut A, en l'isolant dans cette derniere expression.)

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) +

Avec x( et x fixés, on introduit la fonction ¢ : [z, ] — R, définie par

(2) (k)
@@%:f@ﬁ—{ﬂ0+fﬁﬂx—ﬂ+fQFNx—ﬂ2+u_+fkﬁ%x_wp+@_ﬂhuAx}

(k+1)!
Remarquons que ¢ satisfait aux hypotheses du Théoreme de Rolle :

* (t) est continue sur [z, z|, et dérivable sur |x¢, z[. En effet, les puissances de ¢ qu’elle contient sont
évidemment dérivables, et comme on suppose que f est k + 1 fois dérivable, toutes les dérivées
fO@),..., f*)(t) apparaissant dans ¢(t) sont continues.

* p(wo) = p(z) = 0.

Il existe donc un point u €|z, x| tel que ¢’(u) = 0.

“"_rm

Maintenant, dérivons ¢ par rapport a ¢. (On rappelle que dans cette dérivation, “z” est considéré comme
une constante!)

0 =0 {0y + FoE- 07+ (D@17 vt (D) 4 (- 0 ) )

9l (k+1
(2)
= {FO+ ("W - -7 o) + ( AL
(4)
+ .
FD() A0 - Ay
(T e ey Gl -0t
—_———

En profitant du téléscopage,

v — )k
0= C D, ),

En utilisant cette expression au point ¢ = u défini ci-dessus,

(z —u)
K]

Puisque g < u < x, on a (x — u)* # 0, ce qui implique

Aa: = f(k+1)(u) )

0=¢(u) = (Ap — fEFD(w) .

et prouve la formule de Taylor.
Pour montrer qu’on a vraiment obtenu un DL(k), il reste a étudier le reste, qui est donné par
f(k+1) (u)

(E+1)!

Considérons un petit intervalle fermé autour de xg : J = [zg — 6,20 + §] C I. Puisque f € C**tI(I), la
continuité de f*+1) sur I implique qu’elle est bornée sur J : il existe une constante C telle que

IfF @) <C Vzel.

e(z) = (x — o)

En particulier, | f*+1) (u)| < C, ce qui implique que sur J, |e(z)| < ﬁu — x¢|. En particulier,
xlgrxlo g(z)=0.
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(ici, Video: a_breaking_bad_DL.mp4)

O

Informel 10.11. Le résultat ci-dessus est intéressant, mais ses hypotheses peuvent en fait étre af-
faiblies : il existe un résultat similaire, mais qui garantit I'existence d'un DL(k) pour une fonction
k fois (et non pas k + 1 fois) continliment dérivable. L’avantage de la formulation ci-dessus est
que le reste est exprimé de facon trés explicite, ce qui permettra d’utiliser le résultat efficacement
au chapitre suivant.

Donc la formule de Taylor nous dit que 1’on peut obtenir un développement limité en z, d’ordre
arbitrairement grand, a condition que la fonction soit suffissamment dérivable en z, et dans son
voisinage, et que 1'on sache calculer ses dérivées f*)(z).

Exemple 10.12. Considérons
flx)=¢€" au voisinage de zp = 0.

Comme e” est de classe C**1 pour tout k, elle possede des développements limités de tous les
ordres. On a f)(z) = e* et donc fU)(0) = 1 pour tout j. Par la formule de MacLaurin,

2 3 o
€ :1+ZL’+E+§+"'+H+R(I) ,
ou R(x) = x*e(x), et
e(zr) = x(k: j_ 0 pour un certain u €]0, z| .

partie principale et reste

n=1

o

o
Exemple 10.13. f(z) = - autour de z, = 0. Puisque f n’est pas définie en z = 1, on la considere
par exemple dans 'ouvert | — 1, 1[. Ecrivons f(z) = (1 — 2)~!, et calculons ses dérivées :

(
fO) = (=1)(=2)(1 = 2)*(=1)?
(z) = (=1)(=2)(=3)(1 =) (-1)

On a donc fU)(z) = W pour tout j, ce qui donne
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10.4. La formule de Taylor

Par la formule de MacLaurin,

1
11—z

=l+z+2>+2°+ -+ 2"+ R(z),

qui est bien ce que nous avions trouvé plus haut. o

Exemple 10.14. Considérons f(z) = sin(z) en 2y = 0. Rappelons que
f®)(z) = sin(x + k%),

donc f®(0) = 0 pour tous les k pairs, ce qui a pour conséquence que le développement de
MacLaurin ne contient aucune puissance paire. On a par exemple le DL(3),

3

sin(z) =z — % + R(x)

oule DL(5) :

3 1’5

sin(x):x—gjta—l—]%(x).

partie principale et reste

3

n=>5

——

o

Remarque 10.15. Si on dispose d’une calculatrice qui ne connait pas les fonctions trigonomé-
triques, on peut utiliser des développements limités. Pour illustrer le procédé, supposons que
'on veuille calculer le sinus d’un angle de 1 radian, sin(1), sans calculatrice. En allant jusqu’a
I'ordre 9, 'approximation par la partie principale

[ T LA v

fournit déja une approximation remarquable, pour tout € [—n, 7|. Si on l'utilise pour x = 1:
sin(1) ~ 0.8414710097 (ordre 9)

Si on compare avec la valeur “exacte” obtenue avec une calculatrice :

sin(1) = 0.841470984808 - - - (exact).

Exemple 10.16. f(x) = cos(z) enzy =0

2 2t

cos(xz) =1— o + a0 + R(x)
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Exemple 10.17. f(z) = log(1 + x) en xy = 0. Les dérivées se calculent facilement :

fO@) = (1 +a)™
fO) = (1)1 +2)
fO) = (~1)(-2)1 +2)~°

ce qui donne

Onaainsile DL(k) :

IQ 3 4

%
log(1 I TR G B 5 S )
og(l+z)==x 2—1—3 4+ + (—1) k—i—R(:c)

10.4.2 A propos de I'existence d’un DL

Quiz 10.4.1. Soit I un ouvert, f : I — R, et xy € I. Vrai ou faux?
1) O Si il existe un polyndme p(x) de degré n tel que f(x) = p(x — xo) + R(x), oit R(x) — 0 lorsque
x — x, alors f possede un DL(n) en x.
2) O Siil existe un polynome p(x) = ag+ ayx + - - - + a,a" tel que f(x) = p(x — x0) + (x — 20)"g(z),
ot g(x) — 0 lorsque x — x, alors f possede un DL(n) en x.

3) O Si p(x) est un polyndme de degré n tel que lim,_,,, % =1, alors f possede un DL(n) en x.

4) O Si f est de classe C* dans I, alors f possede un DL(k — 1) en .

10.5 Utilisation de DL pour le calcul de limites

Les développements limités fournissent un moyen tres précis d’approximer une fonction au voi-
sinage d"un point, a I'aide d’un polyndéme. Et les polynémes étant des objets tres simples a mani-
puler, 'utilisation de développements limités peut grandement simplifier I’étude d"une fonction
en ce point.

Par exemple, ils peuvent étre utiles pour le calcul de certaines limites.

Dans toutes les indéterminations “3”
. x
lim 1)
T—x0 g(l’)
rencontrées précédemment, on étudie un quotient de deux fonctions dont les valeurs deviennent
toujours plus petites a mesure que = se rapproche de x. Lever l'indétermination c’est, en somme,

arriver a expliciter la “petitesse” de chacune des deux fonctions, de fagon suffisamment précise
pour arriver a pouvoir calculer la valeur du quotient lorsque x est proche de .

Y

1w Qr

0 dans la limite

Exemple 10.18. Considérons l'indétermination

-1
lim cos(z)
z—0 2

244: NumChap: chap-dev-limites, Derniere compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

10.5. Utilisation de DL pour le calcul de limites

On a déja calculé cette limite (en multipliant et divisant par le conjugué cos(x) + 1), mais voyons
comment utiliser un DL pour approcher le probleme de fagon différente.

Comme on s’intéresse a = proche de 0, on peut utiliser le DL(2) du cosinus vu plus haut,

72
cos(x) =1— o1 + z%e(x),

ol on rappelle que () — 0 quand z — 0. Ce DL permet de montrer que la “petitesse” du

numérateur de notre quotient est en fait quadratique en z, puisque

2

X 2 1 2
cos(z) — 1= —or e e(z) = (—5 +e(z))a*.

217

(Une “petitesse en z°” donc.) Ceci donne

cos(z) — 1 _ (—% +e(x))a? 1
2 x? 2

T

Cette expression montre, de maniere transparente, que ce quotient est proche de —3 quand = est
proche de 0. En effet, puisque lim,_,o e(x) = 0, la limite est
cos(z) -1 1 1

i — 75— = g +lmelr) = -3

<

Informel 10.19. Attention : lorsqu’on utilise un DL(n), on utilise le fait que la fonction “c(z)”
est petite proche du point considéré. Pourtant, on ne sait en général pas estimer précisément la
petitesse de £(x)!

Parfois, pour arriver a décrire précisément la petitesse d’un terme, il est nécessaire de choisir un
DL d’un ordre suffisamment grand, comme dans I'exemple suivant :

Exemple 10.20. (Sur l'importance du choix de 'ordre du DL.) Etudions
(sinz)? — 22 cos(x)

I
230 x%(1 — cosx)

Numérateur et dénominateur sont petits quand = est proche de 0, et des DL vont permettre de
quantifier précisément leurs petitesses respectives. Par contre, on va voir qu’il sera nécessaire de
prendre un développement d’ordre suffisamment élevé pour conclure.

1) Commencons simplement, en prenant le DL(1) pour le sinus et le DL(2) pour le cosinus.
On nomme les restes différemment pour pouvoir les distinguer :
l’2
sin(x) = x + zeg(x) cos(z) =1— o7 + 22, (x) .

Alors le numérateur devient
(sinz)? — 2” cos(z) = (z + xes(x))2 —z*(1- 5;—? + 2%e.(z))

4
= 20%c,(z) + 22e,(2)? + % + zte.(z)

~\~
77

Dans cette expression, tout est petit, mais aucun terme ne domine clairement les autres. Il
est donc nécessaire d’aller a un ordre plus élevé.
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2) Prenons le DL(3) pour le sinus, en gardant le DL(2) pour le cosinus :
z? z?
sin(x) =z — 31 + 23e4(7) cos(z) =1— o + 2?e.(7) .

Alors le numérateur peut s’écrire
(sinz)? — 2% cosx

— (a: — g—? + x355(x))2 — x2(1 — z—? + ZI)2€C(J}))

1
— 6x4 + o (% + 22e,(2)? + 2e4(z) — g—?ss(m) —eo(z))
=c()
1 1
= (6 + 5(.75))3: :

Maintenant, on comprend que la petitesse du numérateur est en z*.

Ensuite, le dénominateur devient

et représente donc aussi une petitesse en z*. Donc

_ (sinz)? —a2?cos(x) . (g +e(x))t
lim = &
20 x%(1 — cosx) 20 (5 — e(w)) 2t
1
s telx
= lim *—~ (@)
2=0 5 — 5C(x)
1
=3
Remarquons que dans ce calcul, on a vraiment travaillé partout avec des égalités! o

Quiz 10.5.1. Vrai ou faux ? (Sans calculs!)
sin(z) — (x — 23/6)

1) O lim = existe
x—0 x
12 4
Z)Dhmcos(x) (1 3x/2+x)20
x—0 x
log(1 —(x —x2%/2
3) O lim og(1 + ) 4(x r/2) = 400
z—0+ xT
log(1 —(x — 22%/2
P s Gt T B
T—00 x

10.6 Composition de DL

Supposons qu’on veuille un DL(n) d'une fonction f autour d'un point zy, et que cette fonction
soit en fait une composée :

f(x) = (goh)(z) = g(h(z)).
On supposera, pour simplifier I'exposition, que les fonctions g et h possedent des dérivées de tous
les ordres.
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Informel 10.21. A priori, on pourrait utiliser la formule de Taylor, qui permet d’obtenir un déve-
loppement limité pour f en passant par les dérivées fU) (), ..., f*#)(z4). Mais puisque f est une
composée, le calcul de f*)(z,), pour k grand, risque bien d’étre compliqué...

10.6.1 Cas simples

Voyons un exemple simple de composée dans lequel on peut éviter de passer par le calcul des
grandes dérivées de f.

Exemple 10.22. Fixons un entier n, grand, et cherchons un DL(n) de

1
=1
autour de x = 0. Cette fonction peut s’écrire
1
fl) =], =athe).,
ou .
o)==,  hlx)= s

Pour ¢, on a déja calculé le DL(n) autour de 2z, = 0,
g2)=1+2+22+2° +- + 2"+ R(2),
ol R(z) = z"e(z). Comme z = h(x) = —z? est proche de 0 lorsque z est proche de z, = 0, on peut
I'injecter directement dans le DL de g, ce qui donnele DL de f =goh:
g(h(z)) =1+ h(x) + h(x)* + h(z)* + - + h(z)" + R(h(x))
=1—-2+2* =2+ + (=1)"2*" + R(—2?)

Si on regarde le reste de plus pres,
R(=2%) = (—2*)"e(=2”) = 2™&(x) ,
ol on a posé £(x) := (—1)"e(—a?), qui tend bien vers zéro lorsque = — 0.
On a donc
f@)y=1-2+2" -2+ + (=1)"2”" + 2”"(z).
o
On peut utiliser une idée semblable pour des développements qui ne sont pas forcément autour
dez=0:
Exemple 10.23. Soit

Cherchons un DL(n) de f autour de x( = 3. Ici aussi, on pourrait facilement calculer les dérivées
de f d’ordre quelconque (voir plus bas), mais on peut aussi récrire f en utilisant le fait qu’on
I’étudie autour de z¢y = 3 :

r__
r 3+ (v—3)
11

R
1

3
1
31—z z=—233
1
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otl g(z) = 7 et h(z) = —%32. Quand x est proche de zy = 3, z = h(z) est proche de zéro; on peut

donc directement injecter h(x) dans le DL(n) de g :

£ = {1+ ) + A + R 4o+ o) + R(h(z)

—

=5l e 8 R

Remarquons que 1’on tombe bien ce qu’on aurait trouvé en passant par la formule de Taylor. En
effet, si f(z) = 2, alors

FO (@) = (=1)"nla=H0

et donc

fmE) (=

n 3n+1 :

10.6.2 Cas plus compliqués

Dans les deux exemples ci-dessus, h(x) était un petit polynome, que 1’on a pu directement injecter
dans le DL de g, pour obtenir le DL de g o h. Que faire, alors, si h n’est plus un polyndme?

Informel 10.24. Par exemple, comment calculer un DL(n) de

F(z) = log(1 +sin(x))
autour de zy = 0? L'idée est que I'on connait le DL(n) de log(1 + z) pour z autour de zéro :

22 28 2 —1)ntln
10g(1+2):2——+—_—+...+L

2 "3 1 o e,

Comme sin(z) est petit lorsque = est proche de 0, on aimerait utiliser cette expression pour z =
sin(x) :

log(1 + sin(z))

_ sin(z) - (Sinéx)) N (sinéx)) - (=it T(Zsin(x))” + R((sin(z)).

Cette jolie formule est correcte, mais ce n’est pas un développement limité (“polynome+reste”)!
Donc ce qu’on pourrait faire ensuite, c’est utiliser le DL du sinus et l'injecter dans cette expres-
sion...

Théoréme 10.25. Soient
1) h(z) une fonction possédant un DL(n) autour de x, et
2) g(z) une fonction possédant un D L(n) autour de zy = h(zo).

Alors f(x) := g(h(x)) possede un DL(n) autour de x,, dont la partie principale s’obtient comme suit : on
injecte la partie principale du développement de h(x) dans la partie principale du développement
de g(z), on développe, et on ne garde que les termes qui sont des puissances de x — x( plus petites
ou égales a n.
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Preuve: Nous omettons la preuve, en reconnaissant qu’elle représente un calcul assez fastidieux, qui pour-
tant ne représente aucune difficulté particuliere. (Il s’agit en gros de savoir développer les puissances d"un
polyndme, et de regrouper correctement les termes, pour voir tout ce qui part dans le reste.) O

Informel 10.26. Ce qui est pratique, dans ce procédé, c’est qu’on peut se concentrer uniquement
sur les parties principales, on n’a pas besoin de regarder les restes de trop pres!

Exemple 10.27. Cherchons le DL(3) de f(z) = log(1 + sin(x )) autour de z; = 0. On commence par
identifier la composition : f(z) = g(h(x)), out g(z) = log(1l + z), h(x) = sin(x). Prenons un DL(3)

pour h(z),
3

sin(z )—x—%—l—x ey(w) .
principale
etun DL(3) pour g(z) :
L2 3
log(1+42) =2 — % 3 +2310g(2) -
principale

Maintenant, on injecte la partie principale du DL(3) du sinus dans la partie principale du DL(3)
du logarithme, on développe, on regroupe les puissances en ordre croissant, et on ne garde que
les puissances < 3 :

22 23 a3 1 r3\2 1 233
T T B s T (2-51) —3le-5) +3(=-3)
Lo 13
—x—éx —l—éx + |
~———~——"  puissances >3
puissances<3
Donc le DL(3) de f autour de x = 0 est donné par
: Lo 1s 3
log(1 + sin(z)) = x — g%+ g% + x%e(x) .
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Chapitre 11

Séries entieres et séries de Taylor

11.1 Introduction

Supposons qu’une fonction f possede des développements limités en x, de tous les ordres :

f(l') = ag + (Zl(l' — iUo) + Rl(l')
f(z) = ag + a1(z — x0) + as(x — 20)* + Ry(2)
f($) = ag + al(x — LU()> + CLQ(J) — $0)2 + CL3(JJ — 130)3 + Rg(l’)

f(x) = ag+ ai(z — x0) + ag(w — 20)* -+ + an(x — 20)" + Rn(2)

Que se passe-t-il si on prend n — 00 ?

Remarquons qu’au-dessus, on a fait attention de nommer le reste différemment en fonction de
l'ordre du DL.

Puisqu’un développement limité d’ordre de plus en plus grand implique une approximation de
f(z) toujours meilleure, on s’attend a ce que la limite “n — co” mene a une reconstruction exacte
de f(x), dans laquelle il n’y a plus d’approximation.

Décrivons plus précisément ce processus de limite. Fixons un point x dans le voisinage de .

1) D’abord, a mesure que n devient plus grand, le polynéme de la partie principale contient
toujours plus de termes. Dans la limite n — oo il devient une série de puissances (un “poly-
nome de degré infini”) :

ag + ay(x — 1o) + ag(x — x9)* 4 - -+ = Zak(x—xg)k,
k

e
=0

et pour que cette série fasse du sens, il faut pouvoir montrer qu’elle converge pour le x qu’on
a fixé.

2) Ensuite, afin de garantir que cette série décrit exactement la fonction, il faut s’assurer que la
suite de restes, au point x qu’on a fixé, tend vers zéro :

R,(z) =0 lorsque n — oo

(Attention : ici z est fixé, c’est n qui tend vers 1'infini!)

250 NumChap: chap-series-entieres-taylor, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

11.2. Séries entiéres

Si on peut vérifier ces deux conditions, cela signifie que la valeur de f en x peut se calculer a l’aide
de la série :

o0

f(z) = Z ap(z — x0)"

k=0
On verra plus tard que ce programme est possible, sous certaines hypotheses.

Mais avant cela, nous allons introduire et étudier plus systématiquement les séries de puissance
du type ci-dessus.

11.2 Séries entiéres

Indépendamment du probléeme énoncé ci-dessus, on peut étudier les séries (infinies) de puis-
sances sans qu’elles soient nécessairement liées a une suite de développements limités :

Définition 11.1. Une série de la forme

Z ar(x — zo)F

k>0

ol (ag)k>o est une suite donnée, zy € R, est appelée série entiere (ou série de puissances, en
anglais : power series).

Une série entiére est un type particulier de série, ou = joue le role de parametre; sa conver-
gence/divergence dépend en général de x. Pour pouvoir utiliser cette série comme une fonction,
on s’intéresse donc aux valeurs de z pour lesquelles elle converge :

D = {x cR \ Zak(x —x0)F converge} ,
k=0

Remarque 11.2. D contient toujours au moins le point x = ! o

On peut alors définir une fonction sur D, a I’aide de la somme de la série :
v:D—R
x = P(x) = Zak(a: — )k

k>0

La fonction ¢ est, par nature (c’est une fonction définie par une série!), difficile a étudier. Consi-
dérons d’abord un cas simple bien connu :

Exemple 11.3. Considérons la série entiére associée a la suite constante a;, = 1, au point xp = 0 :

Yla) = aF=l+z+a>+2°+. .
k=0
On reconnait la série géométrique, qui comme on sait converge si et seulementsiz € D =] —1,1].

Ce qu’on peut dire, en plus, c’est que si x €] — 1, 1], alors non seulement la série définit bien une

fonction, mais on sait en plus que
1

T) = mn
Y() == (1)
Donc on peut formuler ce résultat comme suit : lorsque = €] — 1, 1], la série entiere convergente
> ks & est en fait juste une représentation de la fonction . o
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11.2.1 Rayon et intervalle de convergence

L’ensemble des x pour lesquels une série entiére converge a une structure assez simple :

Théoréme 11.4. Il existe un 0 < R < 400 tel que

converge si |x — <R
S au(a— gt {02 0l < B

= diverge si |v — x| > R.

On appelle R le rayon de convergence de la série.

De plus, dans le cas oit on peut donner un sens a la limite

o= lim {/|a,|,

n—oo
alors
400 sioc=0,
R=¢2 si0 <o < oo,
0 Sio = 00.

Preuve: Ecrivons notre série entiere sous la forme ) ;- bx(), ott
b R _ k
k(z) = ap(z — 20)" .
Commengons par supposer que la limite suivante existe :
o(x) = lim {/|by(z)],
n—00

on sait, par le critere de Cauchy, que

i 1
Ebk(iﬁ) {converge si o(z) <1,

0 divergesi  o(z) > 1.
Or si on regarde de plus prés,
o(x) = |z —xo| ilm V/|an| = |z — x0|o,
n—oo

ce qui implique que

: 1
converge st |r — xo| < =,
S by(a) § SomverBest Jrm ) <
>0 diverge si |z —x0| > <.
Donc en définissant R par R := 1, on obtient bien le résultat. O

Remarque 11.5.  « On peut vérifier que la limite o peut s’exprimer sous une autre forme, utile

dans certaines situations :
o= lim {/|a,| = lim

n—oo n—oo

An+1

Y
an

* La conclusion du théoreme ci-dessus reste vraie si o est défini par

o = limsup {/|a,|.

n—oo

<

Le théoreme ci-dessus garantit que 1'ensemble D des x € R pour lesquels une série entiere
converge est nécessairement un intervalle, appelé intervalle de convergence :
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x Si R = 0, la série converge uniquement lorsque = = z,, et donc D = {z,} (un intervalle ne
contenant que le point z).

x 510 < R < o0, alors D est un intervalle, d"un des 4 types suivants :

lxo — R, zo + RJ,
[zo — R, o + R],
|xo — R, zo + R],
[zo — R, o + R].

* Si R = oo, elle converge pour tout v € R et donc D = R.

Informel 11.6. Dans le cas o 0 < R < oo, on déterminera le type d’intervalle en étudiant la
convergence de la série entiere >, ax(r — x0)* au bord de 'intervalle, c’est-a-dire en z = x5 £ R.

Une fois que D est connu, la série entiére permet donc de définir la fonction

v:D—=R
x = Y(x Zakx—xo

Considérons pour commencer des exemples de séries entiéres centrées en zy = 0 :

E akxk

k>0

Par le théoreme ci-dessus, on sait que l'intervalle de convergence est forcément de la forme
1) D = {0} (lorsque R = 0),
2) D =R (lorsque R = o).
3) D=|—-R,R[,[-R,R],| — R,R] ou [-R, R] (lorsque 0 < R < c0), et on déterminera précisé-
ment le cas en étudiant la série en x = £R.

Exemple 11.7. Considérons

00 _1k
s

k=0
Dans ce cas,
. _l)n 1
o= lim {/|E ==
n—00 | 2 ‘ 2’

et donc R = £ = 2 : la série converge pour tout —2 < z < 2, et divergesiz > 2ouz < —2.
Regardons maintenant ce qui se passe en x = £2.

* En z = 42 la série est
1—1+1—141—---,

et donc elle diverge.

* En o = —2 la série est
T+ 141414,
donc elle diverge aussi.
On conclut donc que l'intervalle de convergence est D =| — 2, 2. o
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Exemple 11.8. Considérons

o0
E k2 2k
k=0

Ici,
o= lim Vn? = lim 25 — ¢ — 1,
n—oo n—oo
donc R = 1. Comme la série diverge lorsque x = £1,ona que D =] — 1, 1]. o

Exemple 11.9. Considérons

o0
g EFak
k=0

Ici,
o= lim vn®» = lim n = oo,
n—oo n—oo
donc R = 0. Donc la série converge si et seulementsiz = 0: D = {0} o

Exemple 11.10. Considérons

Utilisons la version “d’Alembert” :

donc R = 1. Regardons x = £1:
* En x = +1, la série est

U
273" 4" 7

qui est la série harmonique, qui diverge.

* En z = —1, la série est
1 1 1

S [
+2 3+4 ’

qui est (a un signe pres) la série harmonique alternée, qui converge.

On conclut que l'intervalle de convergence est D = [—1, 1]. o
> g
k!
k=0

) n!
“Zéﬂlsom\—“

Exemple 11.11. Considérons

On trouve

et donc R = oo : la série converge pour tout € R, donc son intervalle de convergence est D = R.
(Cette série peut en fait étre utilisée pour définir la fonction exponentielle (lien vers la section
m_fonctions_EXPLOG).) o

Quiz 11.2.1. Vrai ou faux?

1) O Si une série entiere converge en 1 et x4, alors elle converge en tout point intermédiaire ', v, <
/
r < To.

2) O 1l existe une série entiere qui converge en v = —1, diverge en v = 0, et converge en v = +1.

3) O Siune série entiere Y., ay(x — xo)* converge pour tout x € R, alors ay = 0 pour tout k suffisam-
ment grand.
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Quiz 11.2.2. Soit f la fonction définie par la série entiere

@) =3 anla — x0)",
n>0
et soit D son intervalle de convergence. Vrai ou faux?
1) O D > x,.
2) O Sia, — 0,alors D =R.
3) O Sia, — oo, alors D = {x,}.
4) O Sia, — —oo,alors D C R_.
5) O Si D # R, alors D est soit de la forme |zo — R, xo + R|, soit de la forme [xg — R, x¢ + R).
6) O Sixz € R est tel que lim,,_, a,(x — x)" = 0, alors z € D.
7) O Si a, = 0 pour une infinité d'indices n, alors D = R.
8) O Si a,, = 0 pour tout n suffisamment grand, alors D = R.
9) O Silim, , |a,| > 0,alors D = {zy}.
10) O Silim,,_ o m =0,alors D = R.
11) 0 Si ¥/|a,| n’est pas bornée, alors D = {x(}.

11.3 Séries entieres et représentation de fonctions

Revenons a notre probleme initial, qui était de prendre la limite n — oo pour une fonction qui
possede, pour tout n, un DL(n).

Soit I un intervalle ouvert, f une fonction définie sur I, et 2y, € I un point fixé.

T

o~
(N
N

Xo

On sait, depuis la formule de Taylor, que si f est de classe C™ sur I, alors elle possede un DL(n) en
xo. Donc si on veut que f possede des développements limités de tous les ordres, on peut imposer
qu’elle soit infiniment dérivable sur 1.

Définition 11.12. L'ensemble des fonctions infiniment dérivables sur / est défini par

Co():={f:I-R|feC"I)Vk>1}

Exemple 11.13. Les fonctions fondamentales, telles que polyndmes, fonctions trigonométriques,
exponentielles et logarithmes, sont toutes infiniment dérivables sur leur domaine de définition.
o

Doncsi f € C*([), elle possede un développement limité a tous les ordres en z, dont les coeffi-
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£ (o) .
k! :

f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — xo) + Ri(x)
F(x) = f(w0) + f(z0) (& — m0) + L0 (3 — 29)2 + Ry(2) .
F(x) = f(wo) + f'(wo) (@ — wo) + Lm0 (3 — 0)? + L2000 (3 — )3 4 Ry().

cients sont donnés par a;, =

F(@) = flwo) + [ (o) (@ — ao) + L0 (3 — 20) 4 L20e0) (1 )3 L00) (g 4 R ().

n

Nous allons maintenant décrire les contraintes a imposer pour garantir que dans la limite n — oo,
les parties principales permettent de reconstruire entierement f(z).

On l'a déja dit, dans la limite, les parties principales donnent naissance a une série entiere :
5 M (20) R A ) K
J 2 T o) = ) T e -

I sera donc essentiel de s’assurer que le x qu’on considere appartient a l'intervalle de convergence de
cette série.

Mais ¢a n’est pas encore suffisant : on voudra aussi que la limite des restes soit nulle, pour le z qu’on
considére :
lim R,(z) =0

n—oo
Le procédé peut donc étre résumé de la fagon suivante :

1) On calculera le rayon de convergence R et I'intervalle de convergence de la série entiere
— P (o)
D )
k=0

noté I;.

2) On déterminera tous les x € I pour lesquels lim,,_,., R,(z) = 0; on notera I, 'ensemble de
ces x.

Informel 11.14. Rappelons qu’a n fixé, R, (x) étant le reste du DL(n) de f autour de z,,

lim R,(z)=0.

T—T0

Mais ici, ce que I'on fait est différent : on fixe un x proche de z(, et on demande que

lim R,(z)=0.
n— o0

Si ces deux étapes peuvent étre vérifiées rigoureusement, on aura montré que sur l'ensemble
I''=Inl,NI,.

[ peut étre représentée a 1’aide de la série
. fk)
flay=), fk—(f% —w)'  Vael,
k=0 '

appelée série de Taylor (ou développement de Taylor). Lorsque z, = 0, on 'appelle série de
MacLaurin (ou développement de MacLaurin).
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-~
‘

[ b Y ’
s 7
2oR Ko xR

Définition 11.15. Une fonction infiniment dérivable f, définie au voisinage du point z,, posséde
un développement de Taylor (DT) en z si elle peut étre représentée par sa série de Taylor dans
ce voisinage :

0 £) (2,
f@) =3 T gy

Si la fonction peut effectivement étre représentée par sa série de Taylor, cela signifie qu’elle peut
étre entierement reconstruite, dans un voisinage de z(, a I'aide de la connaissance de toutes ses
dérivées en .

11.4 Exemples

Etudions maintenant quelques développements de Taylor classiques. Nous utiliserons le procédé
décrit plus haut sur quelques exemples simples, puis listerons aussi d’autres développements,
dont la justification rigoureuse ne sera pas donnée, puisqu’elle requiert d’autres techniques.

Exemple 11.16. Etudions le développement de MacLaurin de f(z) = e®.
Puisque f*)(z) = e® pour tout k, f € C°(I), avec I = R. Pour tout n fixé, son DL(n) autour de 0

est donné par
2 .1]3 n

- T T
€ —1+$+5+§+"'+H+Rn($),
ou R,(z) = x™e,(x), avec
eu
R

ol u est un nombre entre 0 et . Voyons si on peut prendre la limite n — oo, en vérifiant les deux
étapes décrites plus haut.

1) D’abord, la série de MacLaurin associée est
L&
k=0

On a vu que cette série a un rayon de convergence infini, elle converge donc pour tout x :
I, =R
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2) Ensuite, pour calculer la limite du reste, on commence par 1'estimer comme suit : Vz € R,

_ n _ n+1 e’
|Rn(7)| = |2"en(2)| = |2 CFSL
[ul
n+1 €
< el (n+1)!
< e |I|n+1
(n+1)!

Dans cette derniere inégalité, on a utilisé le fait que u est entre 0 et x, et donc |u| < |z|.
Maintenant, puisque z est fix¢é, le critére de d’Alembert (pour les suites) implique que

T n+1
lim L =0,
on a donc bien que le reste tend vers zéro : lim,,_,., R,,(z) = 0, pour tout z € I, = R.

Ceci implique que 'exponentielle peut étre écrite a ’aide de sa série de MacLaurin, pour tout réel

xel'=Inl,Nnl, =R:
T __ 1 k
=D [

k=0

o

Remarque 11.17. En général, dans les livres d’analyse, la fonction exponentielle est définie par sa
série de MacLaurin, ce qui représente toutes sortes d’avantages. Mais bien s{ir, si on la définit par
sa série, il faut ensuite démontrer que des propriétés classiques, comme par exemple ¢”¥ = e”e?
ou (e*)" = ¢”, sont effectivement vérifiées. o

Exemple 11.18. Considérons le sinus hyperbolique,
sinh(z) == ——

Puisqu’on a déja la série de Taylor de e”, et que celle-ci converge pour tout z € R, il suffit d’écrire

1
sinh(z) = E(ex —e ")

1 z* (—x)*

3w

k>0 k>0

o LA (D)

T 2
k>0

Mais puisque

1 kimpair,

seuls les termes d’indices impairs demeurent. On a donc

- 2k
inh(x) = -t =+ =) —0 VreR
sinh(z) x+3!+5!+ ;(2k+1)!’ x €
De méme pour le cosinus hyperbolique,
cosh(z) := %,
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2 4 2k

¥ x
COSh(x):1+§+I+'”:Zm’ VzeR
k>0

o

Exemple 11.19. Considérons le développement de MacLaurin de f(z) = sin(z) € C*(R). On peut
écrire ses dérivées de fagon compacte,

fm (z) = sin(z +nj),

ce qui donne f(™(0) = sin(n
f#H(0) = 0, alors que f+1)(0

On a donc que toutes les dérivées d’ordre pair sont nulles,
(—=1)*, ce qui donne une série de Taylor

<_1)k 2k+1
2 2k + 1)1 o

k>0

3)-
) =

On vérifie facilement que cette série converge pour tout x € I, := R. Le reste étant R,(z) =

:U”“f((r;:g?), et puisque |f™*V(u)| < 1, on a aussi que R,(r) — 0 pour tout x € I, := R. Ceci

montre que la série de Taylor décrit f sur toute la droite :

. xd @ (=1)" o1
Sln(]ﬁ)—x—g—i-a——;m‘f 5 VreR
On peut procéder de méme pour montrer que
z° zt (_1)71 2n
cos(x)—l—g—l—m— :n>0 (2n)'x , Ve e R

<

Voyons un exemple ol on est forcé de restreindre les valeurs de z pour pouvoir implémenter
notre programme :

Exemple 11.20. Considérons f(z) = log(1 + z), définie sur I =] — 1, 4+o0[. Sur I, f est infiniment
dérivable, et ses dérivées sont données par

F®(z) = (“1)F+(k — 1)1+ 2)7*.

Ainsi, sa série de MacLaurin est
(_1)k+1
>
k>1
et on a vu que l'intervalle de convergence de cette série entiere est [, :=| — 1, 1],

L’étude du reste est plus délicate. Si x € I,

[ R (2)] = ["en(2)|
w1 SO () ’

(n+1)!
]_ €T n+1
4 1l1+u

On voit que pour tendre vers zéro, il faut s’assurer que || < 1. Distinguons les cas. D’une part,
] 14+u

siz > 0,alorsu > 0, et donc

x

:1+u

<z <,

T
1+u
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ce qui permet d’écrire

1
IR, ()| < ] — 0 lorsquen — oco.

D’autre part,si -1 <z < 0Oalors1 +u > 1+ 2z > 0 etdonc
. —X < —XT
S l+u 14z’

T
1+u

—Z

75 S 1 quiest équivalent a x > —%. Donc

Donc pour garantir |{7;| < 1, on peut imposer
= [—13,1]. Ainsi, on a montré que

R,(z) - 0desquex € I, :

(=D |
log(1+2z) = Z T Vo € [~3,1]
k>1
¢In(aex)

-y "2 w 1
‘.'_'fﬂ.r.k
K

k2

‘\4

On ne le fera pas ici, mais on peut en fait montrer que la série de MacLaurin représente la fonction
sur tout l'intervalle | — 1, 1]. o

Si on utilise le développement ci-dessus en z = 1 (juste sur le bord de l'intervalle ot1 on a le droit
de I'utiliser!), on peut écrire

1 1
log(2)=log(1+1):1—§+—_1+_...

Remarque 11.21. On peut aussi montrer, avec une méthode qui n’a rien a voir avec les dévelop-
pements limités (voir ici (lien web)), que

1 1 1

log(2) = .
S A PR S R S
o
Exemple 11.22. On peut montrer que pour tout z € R,
PRI L 2t
arctan(x):x—g—i-g—7+"':Z(—1) 2% 11
k=0
o
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Remarque 11.23. Puisque arctan(1) = 7§, on peut utiliser cette série de Taylor pour représenter 7 :

T 11 1 1
— 47 — 4arctan(1 :4(1—— Sz —)
T 1 arctan(1) 3+5 7+9
Chaque somme partielle de cette série fournit une approximation du nombre 7. Par exemple, a
I'ordre 11,
1 1 1 1 1
~a(1- oo - o5 — =) = 20760
" 3t5 7 e
Cette approximation n’est pas trés bonne, car les sommes partielles de cette série se rapprochent
assez lentement de leur limite. En fait (lien web), il faudrait aller jusqu’a 1’ordre 300 pour avoir
seulement deux décimales correctes :
4( 1 1 N 1 1 n 1 1 T 1 1 )
7"' 2 —_—— _—— — —_— — — DY —_—— —
35 7 9 11 299 301
= 3.14821509 - - -.

Il existe d’autres séries voir Wiki) (lien web) qui permettent d’approximer 7, dont les sommes
partielles s’approchent beaucoup plus rapidement de leur limite. Considérons par exemple la

formule de Chudnovsky (1987) :
—2%" 2% (k!)?
= (2k+ 1)1

k>0
Avec 11 termes,
2(1 L2 e 211(11!)2>
7T 2 — ... S —
3! 5! 23!
= 3.1413584 . ..

11.4.1 Des fonctions que 1’on ne peut pas représenter par une série de Taylor?

Voyons maintenant un exemple d’une fonction qui est infiniment dérivable en un point mais qui
ne peut pas étre représentée par sa série de Taylor, méme si cette derniére est bien définie :

Exemple 11.24. Considérons
flz) =

0 siz=20.

{e—iz siz 0

Clairement, f est infiniment dérivable partout en dehors de z = 0. En travaillant un peu plus
(laissé en exercice), on peut montrer que f est également infiniment dérivable en x = 0, et que ses
dérivées en ce point sont toutes nulles :

fP0)y=0 VE>1.
On en déduit que le DL(n) en xy = 0 existe, et est donnée par

fl@)=040-2+0-22+---+0-2"+ R,(x)
=f(x)

~~
=0

On en déduit que sa série de MacLaurin est la série entiere dont tous les termes sont nuls; elle
converge donc en tout x € R, mais ne représente évidemment pas la fonction...
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'y *(1): e.-

o .{(ﬂ‘i’xfs N\ -Bm(o) zo ¥k

k3o k!

Ce qui se passe, ici, c’est que le reste est égal a la fonction elle-méme, et donc pour tout = # 0,
lim,, o R,(z) # 0. o
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Chapitre 12

Intégrale

12.1 Introduction

Le probleme original du calcul intégral était de calculer des aires, des longueurs et des volumes,
pour des objets géométriques du plan ou de I'espace, plus compliqués que les formes simples de
la géométrie, tels que triangles, rectangles, cercles, parallélépipedes, spheres, ...

Plus tard, surtout apres les travaux de Newton et Leibniz a la fin du XIIXeme siecle, le calcul
intégral permettait d’aller bien plus loin que le calcul des aires et de volumes, trouvant des appli-
cations a la mécanique, thermodynamique, etc., plus tard a la théorie des probabilités, puis a tous
les domaines des sciences.

12.1.1 Aires de régions simples

Nous nous concentrerons, dans cette introduction, sur des régions particulieres du plan, limitées
par le graphe d'une fonction et un axe. Donc dans cette section nous traiterons uniquement des
fonctions dont les valeurs sont positives; dans les sections suivantes on passera au cas plus gé-
néral. On va donc considérer une fonction sur un intervalle fermé et borné, f : [a,b] — R, telle
que

flz) =0 Vo € a, b

On considérera la région délimitée par le graphe de f, par I’axe Oz, et par les deux droites verti-

NN

o

o- cmmas ==

Commencgons par un cas trés simple mais tres important :

Exemple 12.1. Considérons une droite horizontale, c’est-a-dire une fonction constante, f(z) = C
Vz € [a,b], oit C est constante strictement positive.
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L

[\l TR

© Foroccecnennay

Dans ce cas, la région en question est un rectangle, et 'aire se calcule par
aire = base x hauteur = (b—a) x C =C(b—a).

o
Exemple 12.2. Si on considére maintenant la région délimitée par une droite de pente non-nulle,
d’équation

y=f(x)=mz+h Vo € [a,b],

positive en tout point de [a, ],

$(x) = mx +h
—~

. $(b)
Ya){:

L 3

o f---.

o

alors la région considérée est un trapéze (si d’aventure f(a) = 0 ou f(b) = 0, c’est un triangle),
dont on calcule ’aire en faisant

aire = moyenne des bases x hauteur

@0y

_ (ma—i—h);t(mb—i—h) < (b—a)
1

= 5Tn,(b2 — a2) + h(b — (l) .

Exemple 12.3. Finalement, si on considere
f(z) =V R?—2a? Vo € [-R,R|,
alors la région considérée est un demi-disque de rayon R,

N
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et donc son aire est )
aire = —7R?.
2
o

Les exemples ci-dessus font partie des quelques cas de figures géométriques du plan dont on peut
calculer 'aire sans avoir recours au calcul intégral.

12.2 Définition de l'intégrale de Riemann-Darboux
Dans toute cette section, on fixera une fonction bornée f : [a,b] — R.

Pour garder en téte l'interprétation en terme d"une “aire sous la courbe”, les illustrations se feront
la plupart du temps pour une fonction positive.

O

v

u— cmmam=oa

Pourtant, la construction de l'intégrale que 1’on va donner ci-dessous est indépendante du signe de
la fonction sur l'intervalle.

12.2.1 Subdivisions

L'idée générale de base de l'intégration est d’approximer un objet compliqué a I'aide d"une union d’ob-
jets simples. Dans l'intégrale d"une fonction, on approxime 1aire sous le graphe de f : [a,b] - R a
I'aide de “régions simples” qui sont des rectangles.

La premiére étape est de diviser l'intervalle :
Définition 12.4. On appelle subdivision (aussi : partition) de l'intervalle [a, b] toute collection

ordonnée de nombres
A=) < T <Xy < < Tp_1<xTp=>.

On notera en général une subddivision par la lettre

o= (xg,T1,To,** ,Ty_1,Ty) .
Soit ¢ = (xg, x1, 22, , Tn_1,T,) une subdivision de [a,b]. On définit, pour tout & € {1,...,n},
I'intervalle
]k = [ZL‘k_l,ZL‘k] .
Iy
o il b
Lo Xy Xp -0 Xy, Xy =t Xy X,

Notons qu’en général, les intervalles I, I5, . .., I,, ne sont pas forcément tous de méme longueur.
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Définition 12.5. On appelle subdivision réguliere (a n éléments) de [a, b] la subdivision dont les
intervalles I, ont tous taille =2, ’est-a-dire pour laquelle z;, = a + k=2 :

o= (a,a+l’_Ta,a+2b_T“,...,a—|—(n—1)b_Ta,b)

b-a

"
a e ® H o o b
Xo ®; A ww s DBy

Une fois que 1’on se donne une subdivision, on peut "utiliser pour diviser la région sous le graphe
de f en régions plus fines, qui commencent a ressembler a des rectangles :

L' 4

p--.-——---—-.
X

L

~

Ry

&

£

o- e me® cecmagm="

12.2.2 Sommes de Darboux

Pour une subdivision donnée o = (xo, z1, z2, - - - , Tn_1, T,), introduisons pour tout £ € {1,...,n},
les nombres
my = inf f(z), My, == sup f(x),
J;Elk ZBGIk

Puisqu’on suppose que f est bornée, ces nombres sont finis.

On peut alors définir deux sommes associées a la subdivision o :

Définition 12.6. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, et o une subdivision de [a, b]. On définit :

1) la somme de Darboux inférieure,
§U(f) = ka(xk - J:k?*l) )
k=1

2) la somme de Darboux supérieure

Par définition, B
S,(f) <Ss(f).
Considérons la fonction sur l'intervalle I, = [x;_1,xk]. Dans le cas ot f(z) > 0, mg(vr — T5—1)

(resp. My (zx — x1—1)) représente l'aire d'un rectangle, dont le coté supérieur est situé en-dessous
(resp. en-dessus) du graphe de f.
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E]
x

5
x
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T

Donc sur I, la vraie aire sous le graphe peut toujours étre comparée aux aires de ces deux rec-
tangles, ce qui a pour conséquence que globalement, 1'aire sous la courbe peut étre minorée et
majorée par les sommes de Darboux :

8,(f) < aire < So(f).

=

ﬂ
X
~
X
w
=
£
X
v

m,_,

b o e e c e e 00 eaca"
ceme e msce o=,
pPerrrcn e cmn e -

he =« @« s c magm=cccassle

L 3

pc-.-——----

X
&
~
b
w
&
£
o

Voyons maintenant comment se comportent les sommes de Darboux lorsqu’on rajoute un point a
la subdivision :

Lemme 25. Soit ¢ = (xo,%1,...,%%_1,%k,...,T,) une subdivision de |a,b], et soit o =
(X0, X1y oy T—1, Y, Tks - - - , Ty ) la subdivision obtenue en rajoutant un point y a o, entre xy_, et xy. Alors

S,(f) < 8or(f) < Sor(f) < So(f)-

A priori, S, (f) et S,(f) sont des nombres différents : S_(f) < S,(f). Mais le lemme ci-dessus
nous dit qu’ils ne peuvent que se rapprocher lorsque I'on rajoute des points dans la subdivision.
On s’attend donc a ce que pour des fonctions “raisonnables”, il soit possible de rendre S (f)
arbitrairement proche de S, (f), en prenant une subdivision suffisamment fine :

S,v = 1.0066
S (N) = 0.8581
Darbouxsup -
Darbouxinf
Riemann
—0 N=8
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Ceci motive la définition suivante :

Définition 12.7. Pour une fonction f : [a, b] — R bornée, on définit les nombres

S(f):= Slipﬁg(f) )
5(f) = inf 5,(f).

n dit que f est intégrable au sens de Riemann/Darboux . On appelle le nombre
= S l'intégrale de f, et on le note

2
=
I
=
I
Il
—~
&
N~— o

S:/abf(x)dx.

Par convention, on définit

/aaf(x)dx::O.

" _rm

Remarque 12.8. Le symbole f; f(z) dz représente un nombre, qui ne dépend pas du “z” qui ap-

£ _77

parait deux fois. On appelle ce “z” une variable d’intégration. C’est une variable muette, dans
le sens ot elle est uniquement utilisée pour construire l'intégrale; l'intégrale n’en dépend pas
explicitement. Donc on pourrait aussi écrire

1= [(sra:= [ fyda= [ somyam=-

Les nombres a et b sont appelés bornes d’intégration. o

Informel 12.9. A propos de la terminologie : Le symbole [, apparemment introduit par Newton,
est une espece de “S”, qui peut rappeler |'origine de l'intégrale : “somme”.

N

A strictement parler, I'intégrale au sens de Riemann passe par la définition des sommes de Rie-
mann

Sif) = flap)(zp — zpm1) |
k=1

out pour tout k = 1,2,...,n, zj est un point quelconque choisi dans I, = [zj_1, ;). Ces sommes
satisfont toujours

S,(f) < 85(f) < So(f) -

Quiz 12.2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, o une subdivision de [a,b], et S,(f) et S, (f) les
sommes Darboux supérieures et inférieures. Vrai ou faux?

1) 0 8,(f) < S, (f)-

2) 0 SiS,(f) = S,(f), alors f est intégrable.

3) 0 SiS,(f) < S,(f), alors f n'est pas intégrable.

4) O Sig: [a,b] — R est aussi bornée, telle que f(x) < g(x) pour tout x € [a,b], alors S,(f) < S, (9).
5) 0 Sic Co,alors Sy > S, (f) et S, <S,(f).

6) O Sisup, S, (f) = inf, S,(f), alors f est intégrable.

-0
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12.3 Les fonctions intégrables

Se pose maintenant la question de savoir quelles fonctions sont réellement intégrables au sens de
la définition donnée plus haut.

Commengons par un exemple (trop) simple.
Exemple 12.10. Soit f : [a,b] — R une fonction constante : f(z) = C.

I

& b 5
K

iz

&

Pee o es sa=e

O hececoeans

Si C > 0, on sait que l'intégrale doit exister, et puisqu’elle représente 1'aire du rectangle de base
[a,b] et de hauteur C, elle doit étre égale a C'(b — a). Voyons pourquoi c’est effectivement le cas.

Soit o une subdivision de [a, b]. Puisque m;, = C pour tout k, la Darboux inférieure vaut

S,(f) = ka(ﬂfk — Tp-1)

= CZ(Ik — Ik—l)
k=1

=C((gr—m0) + (B5— 20+ + (T — Ze1))
= C(x, — x0)
=C(b—a).

De méme, M;, = C pour tout k, et donc la somme de Darboux supérieure vaut S, (f) = C(b — a).
Puisque les sommes ne dépendent pas du choix de la subdivision, ceci implique

S(f) = Slclrpﬁg(f) =C(b—a),
S(f) =mfS,(f) =Cb—a),

et donc S(f) = S(f), ce qui entraine que f est intégrable et que son intégrale vaut

/abf(x)dx:C(b—a).

Ce dernier exemple est excessivement simple : puisque la fonction est constante, les sommes de
Darboux sont constantes et ne dépendent pas de la subdivision, donc ne donnent aucun travail
particulier.

Mais en général, dés que la fonction n’est plus constante, les sommes de Darboux sont toujours
différentes, S, (f) < S,(f), peu importe la subdivision, et montrer qu’elles peuvent malgré tout
étre rendues proches I'une de I’autre semble étre un probleme difficile.

Dans la section suivante, nous allons donner un résultat qui, méme s’il ne permet pas forcément
de calculer une intégrale, pourra au moins garantir l'intégrabilité...

Remarque 12.11. Les résultats énoncés sur cette page sont donnés sans démonstration, puisqu’ils
reposent tous, pour la plupart, sur la notion de continuité uniforme, une notion qui n’est pas
traitée dans ce cours. o
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12.3.1 Une condition suffisante pour 1'intégrabilité : la continuité
Théoreme 12.12. Si f : [a, b] — R est continue, alors elle est intégrable.

Par conséquent, toutes les fonctions fondamentales (polyndmes, fonctions trigo, exponentielles et
logarithmes) sont intégrables sur les intervalles fermés et bornés contenus dans leurs domaines.

En fait, on peut montrer qu’il suffit que f soit continue par morceaux pour étre intégrable :

S/

9-—--

5
b

La résultat ci-dessus a la conséquence suivante : si une fonction n’est pas intégrable, c’est qu’elle
doit étre “trés discontinue”.

Exemple 12.13. Soit f : [0, 1] — R définie par
1 sizeQn|0,1],
flay:= g0 S ERO0
0 size(R\Q)NIO,1].

On voit facilement que S, (f) = 0 et S,(f) = 1, quelle que soit la subdivision . Donc f n’est pas
intégrable. o

Voyons ensuite un résultat qui montre que I’on peut en principe calculer I'intégrale d"une fonction
continue en choisissant des suites de subdivisions.

Pour une subdivision o = (xg, 1, . . ., x,), on définit
lo| := max |zp — xx_1].
1<k<n

Théoreme 12.14. Soit f : [a,b] — R continue, et o ™) une suite de subdivisions telle que, dans la limite
ot N — oo,
™| = 0.

Alors , ,
?a(m(f)—>/ f(z)dz, etﬁa(zv)(f)—)/ f(z)dz.

(N)

Dans la pratique, on utilise souvent une suite de partitions régulieres, ot ") contient N inter-

valles de longueurs égales. Voyons cela sur un exemple.
Exemple 12.15. Considérons l'aire sous la “parabole d’Archimede”, dont I’équation est

flr)y=1-2*  wel-1,1].
[ 3
—0
S = 1.5391
N=9 B

Darbouxsup S v =1.0974

Darbouxinf

Riemann

Lj - O + — 1 ‘[ —
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Par parité, il suffit de calculer l'aire de la moitié de 1’aire sous la courbe, disons la partie de droite :

/llf(x)dxzzfolf(x)dx.

f étant continue, on peut utiliser le théoreme et calculer 'intégrale en utilisant une suite de sub-
divisions Le plus simple, dans ce cas, est d"utiliser des subdivisions régulieres. Prenons donc la

2

suite de subdivisions 0!, ¢ ... définie par

O-(N):(07%7%7"'7E71)7

1
Dans ™), on a que zj, — 41 = +.
On peut maintenant récrire précisément la somme de Darboux supérieure :

Dans cette derniére ligne, on a utilisé la formule

1)(2 1
12+22+32+42+_“+n2:n(n+ )6(”+ )

(Pour une preuve, voir ce qui a été fait ici (lien vers la section m_recurrence).)

Donc, par le théoreme,

=1- lim 6N3
2.2
6 3

ce qui implique

! 4
/ f(x)dr = 3= 1.33333 ... .

1

&
12.3.2 Propriétés des fonctions intégrables
(ici, Video: v_integrale_proprietes.mp4)
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Proposition 14. Soient f, g : [a,b] — R intégrables.

1) Linéarité : pour toutes constantes i, Ay € R,
b b b
/ ()xlf(a:) + /\gg(a:))da: = )\1/ f(z)dz + )\2/ g(x)dz .
2) Pour tout a < ¢ < b, on a la relation de Chasles

/abf(m)dm:/acf(x)dx+/cbf(:v)dx.

3) Si f(x) < g(x) pour tout x € |a, b, alors

/a ’ fla)de < / ey,

4) Sia < f(x) < B pour tout x € [a,b], alors

ab—a)< | f(z)dx <B(b—a).

5)

La relation de Chasles est valable seulement lorsque a < ¢ < b, mais pour qu’elle reste vraie plus

généralement,
b a a
[ r@drs [ rain= [ s =o.

nous adopterons la convention suivante :

/baf(:c)d:c::—/abf(x)dx.

Quiz 12.3.1. Soit f : [a,b] — R. Vrai ou faux?
1) O Si f est bornée, alors f est intégrable.

2) O Si f n'est pas bornée, alors f n’est pas intégrable.

3) O Si f est continue, alors f est intégrable.

4) O Si f n'est pas continue en au moins un point xo €|a, b[, alors f n’est pas intégrable.
5) O Si f est intégrable, alors f est continue.

6) O Si f est intégrable, alors f est continue par morceaux.

7) O Si f est dérivable sur |a, b|, alors f est intégrable.

8) O Si f est intégrable, alors pour tout a < ¢ < d < b, f : [c,d] — R est aussi intégrable.
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Quiz 12.3.2. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée, intégrable. Vrai ou faux?
1) O fab f(z) dx représente I'aire sous le graphe de f.
2) OSi fabf(x > 0, alors f(x) > 0 pour tout = € [a, b].
3) OSi f; f(z)dx > 0, alors 'intégrale représente I'aire sous le graphe de f.
4) O Si f(x) = C pour tout = € [a, b], alors f: f(x)dx =C(b— a).
5) O Si f(z) = 0 pour tout x € [a,b], alors ff f(z)dz > 0.

Quiz 12.3.3. Soit f : R — R une fonction continue et périodique, de période T. Vrai ou faux ?
Do [l f)de =0
Z)Dfof z)dr = [ f(z)dw
3)|:|f dx—nfo z)dx (n € N)
4) O La lzmzte limy, o0 = f_n f(x) dx existe

12.4 Le Théoreme de la Moyenne

12.4.1 La moyenne d’une fonction?
En arithmétique, on définit la moyenne d’une famille de nombres z;, z,, ..., xy par

1
._'L'.—N([L'l—l—l’g—}—"'—i—ﬂf]\[)

Si on veut calculer la valeur moyenne d’une fonction f : [a,b] — R, on ne peut pas simplement
sommer ses valeurs , et on a naturellement recours a l'intégrale :

Définition 12.16. Si f : [a,b] — R est intégrable, on définit sa valeur moyenne sur [a, b] par

b
= bia/ f(x)dx

f est I’analogue continu de la moyenne discrete 7. En effet,

* alasommedes xy, k€ {1,...,N} correspond 'intégrale des f(x), z € [a,]], et

* ala d1v151on par la taille de 1’echant1llon
tervalle 1.

, %, correspond la division par la longueur de I'in-

Lorsque f(z) > 0, on peut interpréter le nombre f géométriquement : c’est I'unique nombre tel
que le rectangle de base [a, b] et de hauteur f ait méme aire que la région sous la courbe.

? E /\ VI\ Jp \ QA Unv
a x b
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Informel 12.17. Supposons que la région sous le graphe de f est une forme faite de glace, conte-
nue dans un récipient de base [a, b]; la quantité de glace présente dans cette forme est égale a

/abf(x)dx

Si on laisse la glace fondre, apres un certain temps, toute la glace s’est transformée en eau, dont le
niveau dans le récipient est a une certaine hauteur f. Puisque la quantité d’eau est (en premiere
approximation) égale a la quantité de glace initiale, on doit avoir

p-af= [ JE@a

Le niveau d’eau coincide donc avec la valeur moyenne de f.
Théoreme 12.18. (Théoreme de la moyenne) Si f : [a, b] — R est continue, alors il existe c €|a, b| tel que

f© = | f@)de.

b—a J,

®

Preuve: Comme f est continue, elle atteint une valeur minimum m et une valeur maximum M ; de plus,
Im(f) = [m, M], ce qui implique m < f(z) < M pour tout = € [a, b], et donc aussi

/amdarg/Gf(x /Mda:

ce qui donne, apres division par b — q,

m< f<M.
Mais comme Im(f) = [m, M], le Théoreme de la valeur intermédiaire implique qu’il existe au moins un
c €a, b[ tel que f(c) = f. O

Exemple 12.19. Considérons encore la parabole d’Archimede, qui est le graphe de la fonction
continue f(z) = 1 — 22, x € [—1, 1]. Sa valeur moyenne est donnée par

~ 1 ! 1 4 2
I L0 =5

-+gl
[1}
W\

274

NumChap: chap-integrale, Derniére compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo

.saitis.net)


botafogo.saitis.net

12.5. Théoreme Fondamental de I’Analyse

On voit qu’il existe deux nombres, ¢ = i\/% €] —1,1], tels que f(c) = f. o

Remarque 12.20. Remarquons que si f n’est pas continue, alors le résultat n’est pas toujours vrai :

/

.

o—.---

Q

Cette fonction est manifestement continue par morceaux, donc intégrable, et sa valeur moyenne
f est bien définie. Par contre, il n’existe aucun ¢ €]a, b] tel que f(c) = f. o

12.5 Théoreme Fondamental de 1’Analyse

(ici, Video: v_integrale_ TF_1.mp4)

Maintenant que 1'on a défini l'intégrale et que 1'on a étudié ses principales propriétés, revenons
au probléme plus appliqué, qui est celui de savoir comment calculer ff f(z)dx.

12.5.1 Une fonction auxiliaire
Dans cette section, nous supposerons en général que f : [a,b] — R est continue.

Définition 12.21. On appelle fonction aire (associée a f) la fonction A : [a,b] — R définie par
Az) = / F()dt .

Remarque 12.22. On a pris soin de nommer la variable d’intégration différemment (on a choisi
“t”, mais on aurait pu prendre n'importe quelle lettre différente de x), pour montrer que la dé-
pendance de A(z) en z est dans la borne supérieure de 1'intégrale. o

Comme son nom l'indique, A(x) peut étre interprétée, lorsque f est positive, comme l'aire sous le
graphe de f, entre les droites verticales d’abscisses a et = respectivement. Cette aire dépend bien
stir du choix de x :

M fix)

S

drcccsmsseme o

Alx)

P-n---—-
K
o

Par définition, on a A(a) = 0, et notre but est de calculer A(b).
Exemple 12.23. Si f(z) = mx + h, est positive sur [a, b], alors A(x) est une aire de trapeze :
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]
gArx)E:
e % e

On peut donc calculer explicitement :

Remarque : A(z) est dérivable sur |a, b], et

Allx) = <%m(m2 —a®) + h(z — a))l =mx +h = f(x) ("

<

Cette propriété surprenante que 1’on vient d’observer, a savoir que la dérivée de la fonction aire est
égale a la fonction, est en fait toujours vraie...

12.5.2 Premiere partie

Théoreme 12.24. (Théoreme Fondamental, premiere partie) Pour toute fonction f : [a,b] — R continue,
x +— A(x) est dérivable sur |a, b|, et sa dérivée vaut f :

A'(z) = f(x) Va €]a,b].

Preuve: Fixons x €]a, b[, et montrons que

. A(x+h) - Alz)
g AR <

D’abord, puisque a < x < z + h, la relation de Chasles entraine

z+h
A(x + h) :A(x)+/ f(t)dt,

qui permet d’écrire

h T h
Maintenant, le Théoreme de la Moyenne, appliqué a l'intégrale du membre de droite de cette derniere
égalité, garantit 'existence d'un ¢;, €]z, x + h[ tel que

Alx+h)—A(z) 1 /:H_hf(t)dt.

x+h
W[ i = s,

Or lorsque h — 0T, onac, — T, et comme f est continue en x cela donne

lim
h—0t

Al +h) — Az) . _ g —
h B hlgéi flen) = lim f(c) = f(z).

cC—T
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On procede de méme avec la limite » — 0~, pour montrer que

o AR ZA@)

h—0— h

Ceci montre donc que A’(z) existe et vaut f(x). O

Les fonctions qui, comme A, sont dérivables, et dont la dérivée vaut f, portent un nom :

Définition 12.25. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert. Une fonction F' dérivable
sur cet intervalle et telle que F’ = f est appelée une primitive de f.

Informel 12.26. En anglais, on utilise le terme “antiderivative”, plus approprié puisqu’il exprime
parfaitement la propriété qui définit F'.

Exemple 12.27. Par exemple, F'(z) = = — % est une primitive de f(z) = 1 — 22, puisque

.]73

F’(x)z(x—;)lzl—:f:f(x) V.

Remarquons que G(z) = x — % + %2 est aussi une primitive de f(z), puisque la constante %2 a une
dérivée nulle, et donc G'(x) = f(x). o

On le voit dans ce dernier exemple : lorsqu’une fonction possede une primitive, elle en possede
une infinité, puisqu’on peut toujours ajouter une constante arbitraire qui ne contribue pas a la
dérivée.

Le lemme suivant a déja été démontré précédemment (conséquence du Théoreme des accroisse-
ments finis, ici (lien vers la section m_derivee_theoreme_accroissements_finis)).

Lemme 26. Soit I un intervalle ouvert, et soient F,G : I — R deux primitives de f, alors il existe une
constante C telle que
F(z)=G(z)+C Vrel.

Avant de poursuivre, une conséquence de ce qui précede :

Lemme 27. Si f : [a,b] — R est continue, alors A : [a, b] — R est continue.

Preuve: La continuité en les points z¢ €]a,b] suit de la dérivabilité démontrée plus haut. Il reste donc a
vérifier la continuité sur le bord. Pour démontrer la continuité a droite en a, on peut profiter du fait que f
est bornée (puisqu’elle est continue) : il existe une constante C' telle que|f(¢)| < C pour tout t € [a, b]. Par
conséquent,

@I =| [ s < [ irenae<o [ ae=cle-al,
qui implique
lim A(x) =0= A(a).
z—at
On montre de méme que lim, ;- A(x) = A(b). O
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12.5.3 Deuxieme partie
(ici, Video: v_integrale TF_2.mp4)

Théoreme 12.28. (Théoreme Fondamental, deuxieme partie) Soit f : [a,b] — R continue, et soit F :
la, b] = R une primitive de f sur |a, b[, continue sur [a,b|. Alors

/ (@) dz = F(b) — F(a).

Parfois, on utilisera aussi la notation

F)| = F) - Fla).

a

Preuve: On sait que la fonction aire A(z) = [ f(t) dt est une primitive de f. Donc, par le lemme précédent,
il existe une constante C telle que A(z) = F(z) 4+ C pour tout = €]a, b|. Par continuité, ceci implique aussi
que A(a) = F(a) + C et A(b) = F(b) + C. On trouve la valeur de C' en remarquant que A(a) = 0, ce qui
implique C' = —F'(a). On a donc

b
/ f(z) de = A(b) = F(b) — F(a).
O

Exemple 12.29. On a déja vu une primitive de f(z) = 1 — 2? : F(z) = = — %5 On peut donc
recalculer 'aire sous la parabole d”Archimede :

&

Le Théoreme Fondamental a montré que le calcul d’une intégrale peut, en principe, se réduire
a un calcul de primitive. Or la recherche d'une primitive peut souvent représenter un travail
considérable, méme pour des fonctions simples.

Nous allons donc, apres avoir dit quelques généralités, passer un certain temps a décrire quelques-
unes de méthodes classiques de calcul de primitives, appelées aussi méthodes d’intégration.

Quiz 12.5.1. Soit f : [a,b] — R continue et, pour tout x € [a,b], A(x) = [ f(t) dt. Vrai ou faux?
1) O lim, .+ A(z) =0
2) O Aest dérivable a droite en x = a, et A’ (a) = f(a).
3) O A est dérivable sur |a,b[ et A'(z) = f(z).
4) O A: [a,b] — Rest continue.
5) O Siil existe g telle que f(x) = ¢'(x) pour tout x €la, b|, alors A(x) = g(x) pour tout x €|a, b|.
6) O A est croissante.
7) O Si f est croissante, alors A est croissante.
8) O Si f est décroissante, alors A est décroissante.
9) O Si f >0, alors A est croissante.
10) O Si f est dérivable sur |a, b| et croissante, alors A est convexe.

11) O Si A possede un maximum local en xy €|a, b|, alors f(xy) = 0.
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Quiz 12.5.2. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable, et I = fab f(t)dt. Vrai ou faux?

1) O Si F : [a,b] — R est dérivable sur |a,b[ et F'(x) = f(x) pour tout x €]a,b|, alors [ = F(b) —
F(a).

2) O Si F: [a,b] — R n’est pas une primitive de f, alors I # F(b) — F(a).
3) O Il existe F' : [a,b] — R telle que I = F(b) — F(a).
4) O Si F et G sont des primitives de f, alors F(a) = G(a), et F'(b) = G(b).

12.6 Primitives élémentaires

(ici, Video: v_integrale_primitives.mp4)

Le Théoreme Fondamental garantit que si une fonction f(z) est continue sur un intervalle, alors
elle possede toujours au moins une primitive, donnée par la fonction aire calculée entre un point
a (quelconque dans I) et z :

A(z) = / F(t) dt.

Nous savons aussi que si une fonction possede une primitive F' alors elle en posséde une infinité,
puisque 1’on peut toujours ajouter une constante arbitraire a F'.

Remarque 12.30. Méme si toute fonction continue possede une primitive, cela ne veut pas dire
qu’on peut la calculer explicitement. Par exemple, la fonction

flo)=e ™/

étant continue, elle posséde une primitive. Mais on ne peut pas 1'exprimer de facon simple. Plus
précisément, il n’est pas possible d’écrire sa primitive a I'aide d une combinaison linéaire finie de produits ou
compositions de fonctions élémentaires. . Voir la remarque a 4min50 ici (3Blue1Brown) (lien web). ©

Définition 12.31. Soit f une fonction continue. On appelle intégrale indéfinie de f la famille de
toutes ses primitives. On la notera :

/f(x) dx ou Fx)+C,

Commencgons par lister 1'intégrale indéfinie des principales fonctions élémentaires :
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f(x) F(x)
k (constante) kx + C
pot
(o # —1) + C
a1

1

NG (x > 0) 2V + C
1
—(z #£0) log |x| + C
x
e” e’ +C
(]T_.:i:

‘ log(a) "
sin(x) —cos(x) +C
cos(x) sin(x) + C
tan(x) —log | cos(z)| + C

1
— (2| <1 arcsin(x) + C
(< ) (@)

1

1o 52 arctan(z) + C
sinh(x) cosh(z) + C

cosh(x)

sinh(x) + C'

tanh(x)

log(cosh(z)) + C

12.6.1 Propriétés de l'intégrale indéfinie

Enongons quelques-unes des propriétés élémentaires de I'intégrale indéfinie (on suppose partout
que les fonctions intégrées sont continiment dérivables).

x /k:f(x)dx:k:/f(x)dx

o [(@ +g@)do = [ f@)ar+ [ oo
« [ £l @) de = fg() + €

280
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N / 9'(z) dx =log |g(x)| + C (en supposant que g(x) # 0 sur l'intervalle considéré)

g(z)

Beaucoup de primitives peuvent se calculer tres simplement si elles concernent une fonction dans
laquelle on peut observer une structure qui permet d’utiliser directement une des relations ci-
dessus. Parfois, une petite manipulation peut étre nécessaire avant 1'intégration.

Exemple 12.32. Considérons l'intégrale indéfinie

/gzce_g’;/2 dx .
1’2

On observe qu’en posant g(z) = —%-, ona ¢'(x) = —z. Donc, en insérant 1 = (—1) - (—1), on fait
apparaitre ¢'(x), et on utilise [ f'(g(x))¢'(z) dz = f(g(z)) + C

/we’”2/2 de = — /(—ac)e_’“g/2 dx
= —/eg(w)g'(x) dx
— _69(1) + C

=—e 240

Dans la suite, on fera souvent ce genre d’opérations, sans forcément expliciter tous les détails. ©
Exemple 12.33. A I'aide d’une opération semblable a celle de I’exemple précédent,

/ log(x) , /log ()(log(z))’ d = 5 (log(x))” +C

T

Exemple 12.34. Simplement a l'aide du logarithme,

1+2x

1 -1
dr = —
/1—xm /1—1‘

Ceci permet alors de calculer par exemple une primitive de la fonction rationnelle (un quotient de

polyndmes) suivante,
1 1
/1—;[2“_/(1—;3)(1”) d

:%/(1—{1—x+1ix>daj

1 1
+x‘+c

1
/ dr =log|l+z|+C.

Ensuite,

dex = —log|l —z|+ C.

=—1
2 Ogl—x

(Nous avons fait ci-dessus une décomposition en éléments simples, méthode sur laquelle nous re-
viendrons plus loin.) o

Lorsqu’on cherche des primitives impliquant des fonctions trigonométriques, on aura souvent
recours a certaines formules trigonométriques.
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Exemple 12.35. Considérons

/sin2(:c) dx .

En se rappelant (voir ici (lien vers la sectionm_elementaire_ trigo))la formule

1— 2
sin?(a) = 1= cos(2a) ,
2
on peut écrire
1— 2
/sinQ(as) dr = C;S< z) dx

&

Le calcul de primitives plus compliquées, lorsqu’il est possible, requiert 1'utilisation de techniques

d’intégration, que nous verrons dans les sections suivantes.

Informel 12.36. Internet abonde de vidéos dans lesquelles des gens calculent des primitives, pen-
dant des heures... Ces vidéos peuvent étre utiles si on cherche des sources de problemes plus
difficiles/faciles. Par exemple ici (lien web) (attention : ces vidéos supposent connues les princi-

pales techniques d’intégration).

Quiz 12.6.1. (MAN 2021) Vrai ou faux?

1) o VRAI
2) 0 FAUX

12.7 Intégration : par parties

(ici, Video: v_integrale_primitives_parties.mp4)

Puisque la dérivée d"un produit n’est pas le produit des dérivées, il est clair que la primitive d"un

produit n’est pas non plus le produit des primitives...

[t 2 ([ s@ ) ([ g r).

Pourtant, si f (ou g) est elle-méme une dérivée, on peut transformer [ f(z)g(z) dz en une autre

primitive.

Lemme 28. (Formule d’intégration par parties) Soient f, g deux fonctions de classe C* sur un intervalle.

Alors
[ F@g@ do= fa)gta) - [ s (a)da.

En version “intégrale définie” :

b b b
| 1@ de = @) - [ He)g@)do.
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Preuve: On part de la regle de dérivation

(f(@)g(@)) = f(2)g(z) + f(2)g (z).

“__n

Comme les fonctions de part et d’autre du “=" sont continues, on peut intégrer par rapport a z,

[(t@g@) do = [ @y e+ [ g @ ds.

=f(@)g(x)+C

O
Informel 12.37. Pour utiliser la formule d’intégration par parties dans l'intégration d’un produit,
il faut choisir quelle partie joue le role de “ f'(x)” (la partie que 1’on doit savoir intégrer), et quelle

partie joue le role de “g(z)” (la partie que 'on doit dériver). On utilisera le symbole “1” pour
indiquer la partie qui sera intégrée, et “|” pour celle qui sera dérivée :

/ i) 6l 6 = FE)eE) = / Fa)g (@) d
Y

Voyons quelques exemples.

Exemple 12.38.
2 2
1
/ zr log(z) dx = x—log(x) _/a:_ -—dx
N—— 2 2 x
L
= x—Ql (x) — / L dx
— 2% 2
2 2
= %log(x) - %—i—(]
o
Parfois, il peut étre nécessaire d’utiliser 'intégration par parties plus d"une fois :
Exemple 12.39.
I(x) = / e’ sin(z) dx
N S
Tl
= " sin(z) —/ e® cos(x) dx
M~ N —
LI
= e"sin(x) — {em cos(z) — /e“”(— sin(z)) dx}
= " {sin(z) — cos(z)} — I(z).
Donc -
I(z) = %(si (z) — cos(z)) + C.
o

L’intégration par parties peut aussi étre utile dans les cas ot on n’a méme pas deux “parties”,
simplement en écrivant que 1 = (z)":
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Exemple 12.40.

Quiz 12.7.1. Vrai ou faux?

1) O / wsin(z) do = —%QCOS(x) - / cos(x) dz

x2

2) O / zsin(z) dr = = sin(z) + / x cos(z) dx
3) O / wsin(z) dz = ”’;Sm(x) - % / 22 cos(z) da
4) O / wsin(z) dz = z cos(z) — / cos(z) dx

5) O / wsin(z) dv = —x cos(z) + / cos(z) dx

6) O / arctan(z) dr = tan(z) — / tan(z) dx

x
d
1+ 22 v

7) O /arctan(x) dx = x arctan(x) —/

12.8 Intégration : changement de variable

Nous allons présenter le changement de variable pour l'intégrale définie. Ensuite, nous nous ins-
pirerons de l'idée pour développer une méthode d’intégration pour l'intégrale indéfinie.

12.8.1 Changement de variable dans une intégrale définie

(ici, Video: v_integrale_chgmtvariable.mp4)

Théoreme 12.41. Soit f : [a,b] — R continue. Soit aussi I un intervalle ouvert, p : I — R une fonction
de classe C*. Si [, 8] C I et si
©(t) € [a, b Vit € [a, f],

alors

B (B)
/ F(o)¢ (t) dt = / f(x) de

()

Preuve: Comme f est continue, on peut considérer une de ses primitives; notons la F. Définissons G :
[, ] — R par

G(t) = F(p(t)) -

Alors G est continue sur [«, 3], dérivable sur |a, B[, et G'(t) = f(¢(t))¢’(t). On a dong, en utilisant deux fois
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le Théoreme Fondamental,

Remarquons que ce calcul utilise 'existence de la primitive F', mais uniquement comme une étape de calcul.
O

Ce résultat sera utilisé le plus souvent dans le cas ou

pla) =a<p(B) =1,

et dans ce cas la formule du changement de variable devient

b B
[ s = [ sy 0.
Exemple 12.42. Calculons
1
I = / V1—a2dx
0

Géométriquement, cette intégrale représente 1'aire d'un quart de disque de rayon 1 centré a 1’ori-
gine. Donc on sait qu’elle doit valoir 7 ; voyons comment I’obtenir par le calcul.

Idéalement, on aimerait un changement de variable qui fasse disparaitre la racine.

1) On peut le faire a 'aide du changement de variable
x = p(t) :=sin(t), te 0, 3]

qui satisfait les hypothéses du théoreme puisque ¢(t) € [0, 1] pour tout ¢ € [0, 5.

Lo + 0
4
&

Comme ¢ est aussi croissante sur [0, 7], et ¢(0) = 0, ¢(5) = 1, la formule du changement de
variable donne

#(5) ]
I= ’ \/1—x2dac:/2 V1—=(t)2¢(t)dt
©(0) 0

= /2 | cos(t)| cos(t) dt

0

= /2 cos?(t) dt
0
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2) On aurait aussi pu poser

= p(t) := cos(t), t €0,

I

NN

qui satisfait également () € [0, 1] pour tout ¢ € [0, 7]. Ici, ¢ est décroissante :

Mais comme ¢(0) = 1, p(5) = 0, la formule devient

¢(0) 0
I:/ \/1—x2dx:/ 1— ()2 (t)dt
o( 3

32)

_ / | sin(t)|(— sin(t)) dt

™

12.8.2 Changement de variable dans une intégrale indéfinie

Attention : La vidéo ci-dessous s’écarte sensiblement du texte.

(ici, Video: v_integrale_primitives_chgmtvariable.mp4)

Décrivons une méthode d’intégration, inspirée de la formule du changement de variable vue

plus haut. Mentionnons avant de commencer que cette méthode permet de calculer efficacement
e nombreuses primitives, méme si la présentation qui suit n’est pas tout a fait rigoureuse.

d b t 1 tat tn’est tout a fait

Soit f une fonction continue, dont on cherche une primitive F'. Introduisons une autre variable ¢

en posant

r = (t),

ol ¢ est une fonction de classe C'. La primitive cherchée peut donc s’exprimer en fonction de la

nouvelle variable :

F(z) = F(e(t)) = G(1)

Or G(t) est primitive de f(p(t))¢' (), puisque

G'(t) = Flp0)#'(t) = fe(®)#' (1)

Pour connaitre F'(x), on pourrait donc

1) Calculer G(t), c’est-a-dire

G(t) = / Fot)g () di

2) Si ¢ est inversible, obtenir F' par

286
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On écrit la relation F'(z) = G(t), parfois, par abus de notation,

[ t@yar= [ sowpe 0

Exemple 12.43. Considérons l'intégrale indéfinie

/ sin(2) dz .

On aimerait que 2z = ¢ donc on pose z := ¢(t) =

— [ fewye =

F(r) = G(p ' (2)) = G(27) = —% cos(2z) + C'.

On commence par calculer

t
2
/SlIl :——cos()+C

puis on inverse :

o
Exemple 12.44. Considérons l'intégrale indéfinie
x
/ o] dx
Posons z + 1 = t, c’est-a-dire x = ¢(t) := ¢t — 1. On commence donc par calculer
t—1
6t = [ femma = [ ar
= / {1—1}at
=t—loglt| + C,
puis on inverse pour obtenir
F(x) =G(p ' (z) = (z+1) —log|z + 1| + C.
Si on écrit les choses de fagon plus compacte :
-1
/ x—/t—dt /1——)dt
r+1
=t—loglt|+ C
=(x+1)—loglz+1|+C
o

Sur la fin de ce dernier exemple, on voit que 1’on peut aisément se passer de la mention explicite
des fonctions ¢, G et F'; ce qu’on fera dans le prochain exemple.

Exemple 12.45. Considérons la primitive (en supposant bien stir que = > 0)

/ dx
r + xlog(x)?”

On se souvient que (log(z))’ = 1, on peut donc poser ¢ = log(z), qui donne

/ dx B / 1 dz
r+zlog(x)? ) 1+log(x)?

1
:/ it
1+ ¢2

= arctan(t) + C
= arctan(log(z)) + C'.
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12.8.3 Changements de variables de types trigonométrique ou hyperbolique

Dans cette section, on considere des changements de variable dont le but est d'intégrer des fonc-
tions contenant des termes d"un des trois types suivants :

Va2 — b2, Va? -+, Va2 — b2,
(ici, Video: v_integrale_primitives_chmtvariable_trigo_hyper.mp4)

Informel 12.46. Puisque toutes les primitives considérées ici sont du type
[ Vi@a
lI'idée sera de transformer ce qui est dans la racine en un carré parfait, de facon a faire disparaitre
cette racine :
[ Vi@ = [Vapds = [ 1ga)lds.
Exemple 12.47. Considérons l'intégrale indéfinie
/ V1-—22de.

Remarquons qu’ici, la fonction intégrée est définie pour = € [—1, 1]. Comme dans le cas du chan-
gement de variable pour I'intégrale définie, on aimerait ne plus avoir de racine, et donc pouvoir
écrire “1 — 2% comme un carré. Une identité qui réalise ce qu’on veut est la suivante :

1 — (cos(t))* = (sin(t))?.

On peut donc essayer de poser
x = p(t) := cos(t), avect € [0, 7.

Alors ¢ : [0, 7] — [—1, 1] est continiiment dérivable sur |0, [, inversible, avec ¢! : [-1,1] — [0, 7]
donnée par ¢~ *(z) = arccos(x). On a donc

Gt) = / VI ot (1) dt

=— / sin?(¢) dt

t 1

et en utilisant sin(2a) = 2sin(a) cos(w),

F(z) = G(¢™'(2))

1 1
—3 arccos(x) + 1 sin(2 arccos(x)) + C

1
=-3 arccos(r) + 4_12 sin(arccos(x)) cos(arccos(z)) +C'
—_———

=T

1 1
=3 arccos(x) + 5TV 1—a22+C.
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12.8. Intégration : changement de variable

Dans la derniere ligne, on a utilisé le fait que sin(z) > 0si z € [0, 7], et donc

sin(arccos(x)) = v/sin(arccos(z))?
= /1 — cos(arccos(x))?

=V1-—22.
Si on avait posé © = sin(t)? Les calculs changent un tout petit peu, mais le cheminement est
exactement le méme. Détails ici (lien web). o

Ce qu'il faut garder du dernier exemple :

Informel 12.48. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
Vg

on pourra essayer un changement de variable du type

T= cos(t) (ouzx = 7 sin(t)) .

Exemple 12.49. Considérons l'intégrale indéfinie
/m3\/1 —a22dx.

Encore une fois, = € [—1, 1]. Si on pose
r = (t) := cos(t), avect € [0, 7],
on obtient
Glt) = [ (0P VI=oleP (o) d
=— /cos3(t) sin®(t) dt
__ / sin?(£)(1 — sin(1)) cos(t) dt
La présence du cos(t), qui est la dérivée du sin(t), suggere de faire un deuxieme changement de

variable, en posant
sin(t) = u,

qui réduit le probléme a l'intégration d"un polynéme en u :

/SmQ(t)u _ sin2(t)) cos(t) dt — /u2(1 ) du

=375 ¢
(sin(t))®  (sin(t))
3 5 ¢

Comme sin(t) = sin(arccos(z)) = v1 — 22,

F(z) = G(arccos(z)) = — +C.
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Remarque 12.50. Dans ce dernier exemple, on voit comme l'allure de la fonction intégrée suggere
d’elle-méme un bon changement de variable.

Bien-siir, on aurait évité de faire deux changements de variables si on avait tout de suite posé
x = cos(arcsin(u)) = V1 — u?.

Mais ce choix ne semble pas forcément le plus naturel a premiere vue... o
Exemple 12.51. Considérons l'intégrale indéfinie

/\/1+x2dx.

Ici, on peut s’inspirer de la relation

1 + (sinh(¢))* = (cosh(t))?,

poser
x := sinh(?),

et obtenir

1 1
/ V1+ax2dr = 5 argsinh(z) + STV 1+a22+C

Voir la vidéo ci-dessus pour les détails. (Il existe d’autres fagons de traiter cette primitive : Michael
Penn (lien web) ou blackpenredpen (lien web)). o

Informel 12.52. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
va? + ba?,
on pourra essayer le changement de variable

7 = %sinh(t) :

Exemple 12.53. Considérons l'intégrale indéfinie
/\/xz—lda: lz| > 1.

Si on utilise a nouveau la relation

(cosh(t))? — 1 = (sinh(¢))?,

on est mené a poser

x := cosh(t).
On trouve :
/ /2~ 1de — %Iﬂvxz—l—%argcosh(x)+0 siz > +1,
%l’v 2 —1+ % argcosh(z) + C' siz < —1
(Voir vidéo) .

Informel 12.54. A retenir : si la fonction a intégrer contient un terme de la forme
V22 — g2 ,
on pourra essayer le changement de variable

r=2 cosh(t) .

b
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12.9 Intégration : fonctions rationnelles

(ici, Video: v_integrale_primitives_rationnelles.mp4)

Dans cette section nous étudierons des primitives de la forme

P(x
) 4o
M(zx)
ou P et M sont des polyndmes. Bien qu’il existe une théorie générale, comportant une composante

algébrique qui n’a pas sa place dans ce cours, nous présenterons plutot les idées principales, et
verrons comment les implémenter sur les exemples les plus importants.

Informel 12.55. Comme on le verra, on pourra treés souvent “casser” le quotient % en une

somme de plusieurs morceaux, dans le but de toujours se ramener a une des intégrales simples
suivantes :

1
/—dx:log|x]+0
7

1 x—n—&—l
—dx = C 1
e (n#1)
1
/ T2 dx = arctan(z) + C',

7 1 9
/1+m2dx:§10g(1+x)+0.

12.9.1 Structure générale

P(z)
M(x)

Considérons un quotient ,ou P(x) est de degré p et M(z) est de degré m :
deg(P)=p,  deg(M)=m.

Ceci signifique que

P(z) = ag+ a1z + agx® + - - + apa?
M (x) = by + byz + bya® 4 - - + bpa™,

oua, # 0etb,, #0.

Il est naturel de distinguer deux cas :

129.2 Lecasp>m

Lorsque p > m, on peut tout de suite faire la division polynomiale de P(z) par M (z). On obtient
alors quelque chose comme
P(z) r(z)

RN TE)

ol a(x) est un polyndme (donc facile a intégrer), et r(x) est aussi un polyndme, appelé le reste de
la division, qui ne se laisse pas diviser par M (z) puisque son degré deg(r) < deg(M).
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12.9. Intégration : fonctions rationnelles

Exemple 12.56. Considérons

3
/ Y e
2 +1

Ici, deg(P) = 3 > 2 = deg(M ), donc on peut faire la division polynomiale de P(x) par M(z), puis

intégrer le résultat :
z? —x
/x2+1d$_/{\];-/+x2+1}dx

T
21 2
- - / Y dx
2 2/ 22+1
I2 2
=———log(z"+1)+C
5~ 5losl@” +1)
(Dans la derniere ligne, on a utilisé u = 2% + 1.) o
En général, la partie “difficile” est bien stir dans I'intégration du deuxiéme terme 1\2(22) , Cest pour-

quoi on passera plus de temps sur le cas ou le degré du numérateur est plus petit que celui du
dénominateur.

12.9.3 Lecasp <m

Dans ce deuxieme cas, plus difficile, nous devrons regarder de plus pres le le polynéme M (x).

Avant de passer a I'approche utilisée dans le cas général, considérons les cas trés importants des
valeurs petites de m. Plus précisément, les cas m < 2, que I'on sait déja traiter par les méthodes
élémentaires vues précédemment.

m =1 : Le cas le plus simples est celui ot m = 1, qui force p = 0. On est donc dans le cas ou P
est une constante, P(z) = K, et M est un polyndme de degré 1. Ceci ne pose aucun probleme du
point de vue de l'intégration :

K
ar +b

K
da:z;log|a:1:+b|—l—0.

m =2:Sim = 2, M est un polyndme de degré 2 :
M(z) = by + bz + bea?
ol by # 0. Dans ce cas, le procédé d’intégration dépendra alors du signe du discriminant,
A = b} — 4bgby,

ainsi que du polyndéme P, qui peut étre soit une constante (si p = 0), soit un polynéme de degré 1
(sip =1).

Commengons par le cas ou A < 0, en considérant des exemples :

Exemple 12.57. (A < 0,p = 0)

K K dz K
de = = | ———— = — arctan(z/V2) + C
2?42 2/(x/\/§)2+1 V2 (@/v2)
A<o!
(Dans la derniére ligne : u = \%) o
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Exemple 12.58. (A < 0, p = 0) Lorsque A < 0 et que M(x) contient un terme en z, on pourra
compléter le carré pour se ramener au cas traité dans 1’exemple précédent :

/ dz _/ dx
242 +3 ) (z+1)2+2
—_——

A<O!
1 / dx
2 B
1 z+1
= — arctan +C
vz )
(Dans la derniere ligne : ©v = x—\g.) o

Exemple 12.59. (A < 0, p = 1) Si P(z) = ax + 3, on peut simplement séparer le quotient en deux
parties, que 1'on intégre individuellement :

ax + 6 « 2z 1
dr = — d d
/x2—|—1 . 2/:1:2+1 x+5/$2+1 v
——

A<O0!

= %log(yc2 + 1) + farctan(z) + C'.

(Dans la derniére ligne : u = 22 + 1.) o
Exemple 12.60. (A = 0)

1 1 —1
Y dr= | ——dr= C.
/$2—4x+4 v /(:L‘—2)2 v x—2+
—_—

A=0
<

Tournons-nous maintenant vers le cas A > 0; dans ce cas, la grande différence est bien stir que
M (z) possede deux racines, et peut se factoriser. C’est alors qu’on peut décomposer le quotient J\Z((Z))
en une somme de quotients plus simples; on appelle cette procédure la décomposition en éléments

simples.

12.9.4 Décomposition en éléments simples : exemples

Commengons par un exemple élémentaire, toujours dans le cas m = 2. Comme il contient les
idées principales que nous utiliserons par la suite, nous le traiterons assez en longueur...

Exemple 12.61. (A > 0, p = 0) Considérons

/ dz
1— 22
——

A>0!

Comme les racines de M(z) sont +1 et —1, sa factorisation permet d’écrire

1 1

1—22 (1—-2)(1+2)

L’idée de la décomposition en éléments simples est d’essayer de trouver des constantes A et B

telles que
1 A B
(1—x)(1+x):1—$+1—|—x Vo ¢ {1}
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Attention : les constantes doivent étre telles que cette derniére égalité soit vraie pour tout x différent
de 1 et —1. Voyons comment rendre cette restriction plus explicite.

Si on met au méme dénominateur du coHté droit,

1 _AQ+w+BO-w)
I-o0+2) Q-2+ Vo ¢ {1},

et comme les dénominateurs sont les mémes, il reste
1=A1+2z)+B(1—x) Vo & {£1},

qui est équivalent a
(A—B)x+(A+B-1)=0  Vo¢g{£l}.

Mais encore, en définissant temporairement le polynéme
Qz) =(A-B)x+(A+B—-1),
on peut récrire notre condition comme
Qz) =0 Vo & {£1}.
Puisque Q(z) est continu, cette condition est équivalente a
Qz) =0 V.

(Q)(x) représente I'équation d’une droite. Donc si cette droite est nulle partout, il faut bien que sa
pente et son ordonnée a I’origine soient toutes les deux nulles. Ainsi, les constantes A et B doivent
nécessairement satisfaire simultanément aux conditions A — B =0, A+ B — 1 = 0, que l'on peut
écrire sous forme d'un systeme en A et B :

A-B =0
A+B =1.
Ce systeme possede une unique solution, donnée par A = B = 1. On a donc montré que

| 12 1/2
— Y +1
1— a2 1—x+1+x v & {1},

qui est ce qu’on appelle une décomposition en éléments simples.

Du point de vue de l'intégration, le probleme devient alors trés simple :

/ dz _1/ 1 d+1/ L
1-o(0+2) 2)1-2%"2)112"

1 1
:—510g|1—x|+§10g|1+x|+0
1
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12.9.5 Lorsque deg(M) > 2

Lorsque le degré de M est supérieur a 2, on commencera par le factoriser autant que possible.
Grace au résultat suivant, démontré dans le chapitre sur les nombres complexes, cette factorisa-
tion contiendra toujours des morceaux de degré 2 au plus.

Corollaire 9. (Factorisation de polynomes a coefficients réels) Tout polynome réel peut se factoriser en un
produit de polyndmes de degré 1 ou 2, a coefficients réels eux aussi.

Une fois la factorisation de M connue, on devra sélectionner un bon choix de décomposition en
éléments simples, puis identifier les coefficients d’'un polyndme qui doit s’annuler en tout = € R.
On aura souvent recours au théoréme suivant :

Théoreme 12.62. Si un polynome
Q@) = qo + @& + ¢2° + -+ + gu2”
s’annule en tout x € R, c’est que ses coefficients sont tous nuls :

= =@=-=¢=0.

Preuve: Clairement, si ) s’annule partout il s’annule en particulier en z = 0, ce qui implique gy = 0. Mais
aussi, si ( s’annulle partout alors sa dérivée s’annulle partout. Puisque cette dérivée

Q' (z) = q1 + 2oz + - - + g™ !

s’annulle partout, elle s’Tannule en particulier en x = 0, ce qui donne ¢; = 0. Par récurrence, on démontre
donc que tous les coefficients sont nuls :

Go=q=q=-"=q¢g,=0.

Voyons des exemples.
Exemple 12.63. Considérons

1
/3 dx
xr° +x

M(z) =x(z*+1).

La factorisation de M (x) est donnée par

Ici, une bonne décomposition est

1 A+Bx—|—C’ 20
- 00O @ - - x
a:(x2+1) T 2 +1
——
A0

En mettant au méme dénominateur et en égalant les numérateurs, on arrive a
Q(z) = (A+B)a*+Cr+(A-1)=0 Vo # 0

Par le théoreme, tous les coefficients doivent étre nuls, ce qui donne le systeme

A+B =0
C =0
A =1.
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On trouvedonc A =1, B = —1, C' = 0, ce qui permet d'intégrer :

/#:/{5%2—:1}@5

1
= log |x| — 5 log(2* + 1)+ C

Exemple 12.64. Considérons

et
———dx
3+ 222 + 1

1 1 1

Factorisons le dénominateur :

3+22+x w2 +2r+1)  z(x+1)2

Puisqu’ici la factorisation de M contient une puissance “2”, dans le terme (z + 1)?, la bonne dé-
composition inclut des répétitions :

1 A By By
x(r+1)2 x+x+1+(a;+1)2 v # {0, -1}

Ontrouve A=1,B; = -1, By, = —1,etdonc

/ dz /{1+ -1 n -1 }d
e = x
3+ 22+ r x4+1 (z+1)?

1
:10g|:c]—log]x—|—1]+x—_i_1+0

<

Remarque 12.65. Si il y a quelque chose au numérateur, on le laisse (tant que son degré est in-
térieur a ce qu’il y a au dénominateur), et il participe juste au polynome dont on égale tous les
coefficients a zéro! Par exmple :

x3 _A$+B+C:B—|—D
(1227 112 (127

<

Dans la pratique, on peut tomber sur une décomposition en éléments simple dans des situations
qui n’ont apparemment rien a voir avec des quotients de polyndmes, typiquement apres un chan-
gement de variable :

Exemple 12.66. Considérons l'intégrale indéfinie

/\/de.

J— 1 _ 2u £ N
En posant u = \/tan(x), qui donne dz = e du, on est amené a

2
u

2 du .

/u4+1u

On peut alors factoriser u* + 1 (voir la section sur la factorisation des polyndmes, dans le chapitre
sur les nombres complexes), puis effectuer une décomposition en éléments simples. (Pour les
détails, voir ici (lien web), ou alors une autre facon de faire ici (lien web)). o
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Si on veut d’autres exemples de comment utiliser (ou comment de pas utiliser) des décomposition
en éléments simples, cliquer ici (blackpenredpen) (lien web).

Quiz 12.9.1. (MAN 2021) Parmi les décompositions en éléments simples ci-dessous, lesquelles sont cor-
rectes (c’est-a-dire que I'on peut trouver des constantes A, B, C, . .. telles que la relation soit vraie pour
tout x) ?
1A B
?+35+5 z+3 246
1 A B C
== -

1) O

2 — = 24 =
)Dx3 r z? 23
1 A B
3 0 —4———==—
) z3(x24+1) 23 * z2+1
4) O L4 B+O+ =
x+1) =z 22 23 x+1

x6+:v—|—27A Bx +C

Gpoplrirfrs_ 2, 0rry
) z(x? +1) x+x2—|—1
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Chapitre 13

Intégrales généralisées

13.1 Introduction

Rappelons que l'intégrale a été définie pour des fonctions bornées, définies sur un intervalle [a, b],
fermé et borné. Dans ce cadre, la continuité s’est avérée une condition suffisante pour garantir
I'intégrabilité.
Dans cette section, nous allons étendre 'intégration a des fonctions définies sur des intervalles
ot elle n’est plus forcément bornée, par exemple sur un intervalle |a, b], possédant une asymptote
verticale,

lim f(z)= 400,

z—at

AN
NN

3
L 4

o b
ou alors sur des intervalles non-bornés, du type [a, +o0[, tendant vers zéro,
5, @) =0.

Des intégrales de ce type sont généralisées, puisqu’elles n’entrent pas dans le cadre de l'intégrale
de Riemann/Darboux présentée jusqu’ici.

Informel 13.1. Une autre appelation, pour les intégrales généralisées, est celle d’intégrales im-
propres.
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13.2 Typel

En guise d’introduction, considérons le probleme suivant : comment intégrer une fonction conti-
nue, mais définie sur un intervalle qui n’est pas fermé, par exemple de la forme |a, b] ?

Supposons donc que f : ]a,b] — R est continue en tout point z, € |a, b[, et que f est continue a
gauche en b. Lorsque f possede une limite a droite en a, on peut la prolonger par continuité, et
ensuite définir son intégrale au sens classique d’une fonction continue sur [a, b].

Exemple 13.2. Considérons f(z) = xlog(z) sur |0, 1], qui est bien continue. Puisque

lim f(z) =0,

z—07t
On peut définir
~ . Jxlog(r) si0<x <1,
' 0 siz=0,

et définir I'intégrale de f sur ]0,1] comme l'intégrale de f sur [0, 1]. Puisque [ est continue, cette
intégrale est bien définie. Puisque

2 2

/xlog(a:) dr = 2 log(z) — Lo

2 4

on peut considérer

12 1.2 .
Fla) = T log(x) — % s%0<:c<1,
0 siz =0,

qui est une primitive de f continue sur 0, 1]. Ainsi, par le Théoreme Fondamental,

~ 1

/0 flw)dz = F(1) - F(0) = -

Lorsque f n’a pas de limite lorsque = — a*, f ne peut pas étre prolongée par continuité.
Exemple 13.3. Considérons f :]0, 1] — R, définie par

4

NG
N

Le probléeme avec cette fonction est qu’elle n’est pas bornée, puisque

lim f(x) = +o0.

z—0t

Par conséquent, il n'est méme pas clair que 1’aire sous son graphe soit bien définie. On ne peut
pas mettre en place la méthode classique d’intégration au sens de Riemann/Darboux : la somme
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de Darboux supérieure a son premier rectangle qui est toujours de hauteur infinie! Donc cette

fonction ne peut pas s’intégrer de maniére naive, en sommant simplement des aires de rectangles,
. w1 1 77

et on ne peut pas donner le sens classique au symbole “ [ 75 dx”.

L’idée, pour intégrer cette fonction, va étre de traiter le probléeme en = = 0 en utilisant un proces-

sus de limite.

En effet, si on fixe un nombre quelconque 0 < ¢ < 1, petit, on peut restreindre f a l'intervalle
[e,1]. Comme f : [¢,1] — R est continue (et par conséquent bornée), on peut l'intégrer de facon
standard, et méme utiliser le théoréme fondamental :

/;f(x)dx:/:%dx:%/i::2(1—\/2).

Cette intégrale dépend de ¢, mais elle se comporte bien lorsque ¢ s’approche de zéro (par la
droite).

L
_ de —0.905
feﬁ ¢

(L]
[y

On peut en fait prendre la limite ¢ — 0%, pour donner un sens a l'intégrale de f sur |0, 1], au sens

d’une limite :
1

I ——dr=2.
v ). vz

&

Informel 13.4. Ca peut paraitre contre-intuitif : la région délimitée par le graphe de la fonction
de ce dernier exemple n’est pas “limitée” : elle s’étend infiniment loin le long de 1’axe des y > 0.
Pourtant, son aire est finie : on pourrait la recouvrir entierement a 'aide d’une quantité finie de
peinture! Ceci est dti au fait que lorsque x — 07, f(z) tend vers I'infini mais “pas trop vite”.

Ce phénomeéne est semblable a celui rencontré dans 1’étude des séries convergentes, ou il est
possible de sommer une infinité de nombres strictement positifs, et obtenir une somme totale
finie.

L’idée utilisée dans ce dernier exemple peut se généraliser :
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Définition 13.5. 1) Soit f: ]a,b] — R telle que pour tout a < o < b, f soit continue sur [a, b]. Si
la limite

b b b
/f(;z:)da: = lim / f(x)dx = lim f(z)dx

a—at e=0" Joie

existe et est finie, on 1'appelle 1'intégrale généralisée de type I, et on dit qu’elle converge.
Si la limite est +00, ou si elle n’existe pas, on dit que l’intégrale généralisée diverge.

2) Soit f: [a,b] — R telle que pour tout a < 5 < b, f soit continue sur [a, /]. Si la limite

/af@)dﬂf = lim /ff(as)dx: im [ f@)de

B—b— e—=0t J,

existe et est finie, on I'appelle I'intégrale généralisée de type I, et on dit qu’elle converge.
Si la limite est 00, ou si elle n’existe pas, on dit que l’intégrale généralisée diverge.

Exemple 13.6. Considérons l'intégrale généralisée de f(z) = L sur l'intervalle ]0, 1] :

xT

1 1
1 1

/ —dr = lim —dx
ot T =0t J. @

1

= lim |
i sl
= lim (-1
lim (—log(e))
= +OO s
donc l'intégrale diverge. o

1
f l,d:c = 1.204
e T

Informel 13.7. Dans ce dernier exemple, f(z) = < tend vers +oo lorsque z — 07, “trop vite” pour
que son intégrale généralisée soit finie.
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Exemple 13.8. L'intégrale généralisée de f(z) =

lim
B—5—

= lim
B—5—

= lim

B—5— 2

35/3

\3/% sur [2,5[ converge, car

L |
2 \3/5—1'

3 B
55— )

2

§{32/3 —(5- 5)2/3}

Remarquons que lim,_,5- f(z) = +o0.

13.2.1 Un critére de comparaison

NP e e cce c e = s o a= =

Dans beaucoup de situations pratiques, on doit déterminer si une intégrale généralisée de type I
converge ou diverge, sans se préoccuper de connaitre sa valeur (au cas ot elle converge). Pour ¢a,
on aimerait éviter de passer par la connaissance de la primitive de f, en utilisant une comparaison.
On peut le faire si la fonction est de signe constant :

Proposition 15. Soient f,g: |a,b] — R continues sur tout intervalle [, b], a < a < b, et telles que

Alors :

1) Si/

b

+
b

Vz € ]a,b] .

b
g(x) dx converge, alors / f(z) dz converge aussi.
at

2) Si /i f(z) dz = +oo (diverge), alors /+ g(x) dx = 400 (diverge aussi).
Preuve:
\
AN
|
;. o b i
302
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Sion fixe a < a < b, alors par la propriété de l'intégrale classique,

/:f(m)dxg/abg(x)dx.

Remarquons que les deux cotés de cette inégalité sont des fonctions positives, monotones décroissantes
en a. Puisque folj g(z) dz est majorée par sa limite lorsque @ — a*, qui est finie et vaut f;ﬁ g(z) dz, ceci

implique aussi que
b b
/ f(z)dr < / g(z)dx.
a at

On obtient la premiere affirmation en prenant la limite &« — a™ dans cette inégalité.
La deuxiéme se démontre de la méme fagon, en prenant d’abord la limite « — a™ dans fj f(z)dx. O

Remarque 13.9. Remarquons que ce résultat est I’analogue continu direct du critere de comparai-
son pour les séries. o

Exemple 13.10. Etudions la convergence de l'intégrale généralisée

/2 1
——dx.
1+ \/.%3—1

. .l 1 , Ay N . .
Le calcul de la primitive de == étant hardu, on cherche plut6t a faire une comparaison avec

I'intégrale d"une autre fonction, plus simple.

En effet, pour tout x €]1, 2], on peut factoriser 2 — 1,

0< f(z) = L ! < =g(x).

2 ~1 \/(:L’—l)(x2—i—x—|—1) Va1

>0

Mais maintenant,

2 2 5
/ g(x)dr = lim g(z)dr = lim 2v/z — 1| =2 (converge).
1 o

+ a—=1t [, a—1t
Donc l'intégrale de f converge aussi.

2 2 . . T
On a donc montré que [ \/z+7_1 dx converge, sans avoir eu besoin de calculer une primitive de

1

Vo1 ©

b da
13.2.2 Intégrales du type / —

0+ x4

On a vu dans les exemples que si
lim f(z) = +o0,

z—0+

alors la convergence/divergence de intégrale généralisée f0b+ f(x) dz va dépendre de la “vitesse”
alaquelle f(z) tend vers l'infini a I'approche de 07. Dans le cas des fonctions du type f(z) = &,
on peut distinguer exactement les cas en fonction de la valeur de I’exposant ¢ :

Théoréme 13.11. Pour tout b > 0,

/b dr TT—; (converge) siq <1,
o+ ¥9 | +oo (diverge)  sig>1.
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Preuve: On a déja vu le cas ¢ = 1 dans un exemple, donc on considere ¢ # 1. Fixons 0 < a < b. Par un

calcul explicite de la primitive,
bdx 1 1 1
o x4 1 —q{bq—1 a aq—l}

+o00, et

Puis il suffit de remarquer que
* siq > 1,alors lim,_,q+ ﬁ =
* sig<1,alors1 —g¢q >0, etdonclim,_,g+ # = lim,_,o+ @!77 =0,

ce qui conclut la preuve. O

Exemple 13.12. Considérons

i
/2—615”7
o+ 22 cos(z)

qui est généralisée puisque lim, o+ = +00. Comme 0 < cos(x) < 1 pour tout  €]0, 7], on

peut utiliser la comparaison

z2 cos(x)

I 1 71
/ 2—dm>/ — dx = 400,
o+ 22 cos(z) o+ X2

puisque dans cette derniere, ¢ = 2 > 1. o

13.2.3 Un critére via une limite de quotient

Une conséquence de la proposition énoncée plus haut :

Proposition 16. Soient f, g :|a,b] — R, continues, telles que

lim m =L>0.
z—at g(l‘)

b b
Alors / f(z) dx converge si et seulement si / g(x) dx converge.
at a

+
-
(I existe bien stir une affirmation analogue pour f(x)dzx.)
a
Preuve: Par l'existence et positivité de la limite, il existe ¢ > 0 tel que

L_f@) _sL

5SS 5 Vo €la,a+ 9.
2 S 42 5 x €la,a+ 9|
On a donc
L 3L
0< 59@) < flz) < ?g(x), Vx €la,a+ 4|,
d’ot1 on peut obtenir les comparaisons voulues, a I'aide du critére de comparaison énoncé plus haut.  [J

Exemple 13.13. Etudions la convergence de l'intégrale généralisée

U sin(Z2?)

_1+ \/CL""].

Cette intégrale est bien généralisée puisque lim, , 1+ f(x) = +oo. Pourtant, on remarque que ce
qui fait tendre f vers I'infini, c’est la présence de —=— : le sinus ne pose pas de probleme (a part

Va+l
pour le calcul de la primitive). Si on pose

dx .

1
g(x) = Vs
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alors
1 1
/ g(xr) = lim / dx
1+ a——1% J, x+1
=2 lim (\/_—\/a+1)
a——171
=2V2.
Et comme
lim J(@) = lim sin(32°)=1>0,
z——17t g(ZE) z——1t
I'intégrale généralisée de f converge aussi. o

Exemple 13.14. L'exemple vu précédemment, | 12+ \/% dx, peut aussi se traiter en utilisant la pro-

position. Posons
1

xTr) = s
qui comme on sait a une intégrale généralisée sur |1, 2] convergente (puisque ¢ = 5 < 1). On
remarque alors que

-1 1 1
lim@:lim x = lim,44y/———=—>0,
o1t g(w)  asir Va3 —1 oot Va2+a+1 /3

, . e 2
on en déduit, par la proposition, que [/, ﬁ dx converge. o

13.3 Typell

Un autre type d’intégrale important, qui n’entre pas dans le cadre de I'intégrale de Riemann/Darboux,
est celui o1 on intégre une fonction sur un domaine non-borné. Ici, on considérera principalement
des intervalles de la forme

la,0[, ]—o00,b], ou]—o0,+o0f.
Exemple 13.15. Considérons f(z) = e, sur [a, oo|. Par exemple, sia = 0:
4
1
~2X
/NE

////fllv.

On sait que
lim f(z)=0,

T—+00
mais peut-on quand-méme calculer 'aire sous son graphe?
Ici aussi, 'approche classique ne fonctionne pas puisqu’on n’a pas de fagon naturelle d’approxi-

mer l'aire sous la courbe avec une somme finie de rectangles : le dernier rectangle de la somme de
Darboux supérieure aura toujours une aire infinie!
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Par contre, on peut toujours intégrer la fonction sur un intervalle borné et fermé, [a, L], ot L > a

est grand, fixé :
L L
/ —x d _ —x __—a —L
e "dr = —e =e " —e".
a

a

Cette derniére expression dépend de L, mais on voit qu’elle se comporte bien lorsque L grandit.
En fait, on peut prendre la limite L — oo (sur I’animation, changer L et observer comme la valeur
de l'intégrale tend vers une valeur a mesure que L augmente) :

L
f e~*,dz = 0.484

Ce que 'on peut donc faire, c’est donner un sens a l'intégrale de f sur [a, +oo], a 'aide d'une
limite :

—+o00 L
e Tdr = lim e Tdxr = lim (6_“ — e_L) =e %,
a L—oo a L—oo

Comme dans la section précédente, ce résultat peut paraitre peu intuitif, puisque la région sous
le graphe n’est pas limitée dans le plan. Elle s’étend infiniment loin le long de 1'axe des x > 0 et
pourtant, on pourrait la peindre avec une quantité finie de peinture. o

13.3.1 Intégrer sur un intervalle non-borné

Généralisons 1'idée présentée dans le dernier exemple :

Définition 13.16. 1) Soit f: [a, c0] — R continue. Si la limite

/aoo f(z)dz == lim /aLf(x) dz |

L—oo
existe et est finie, on 1’appelle 1'intégrale généralisée de Type II (de f sur [a, o), et on dit
qu’elle converge. Si la limite n’existe pas, on dit que l'intégrale généralisée diverge.

2) Soit f: |—00,b] — R continue. Si la limite

[ @ = jim_[ s,

existe et est finie, on 'appelle I'intégrale généralisée de Type II (de f sur | — oo, b)), et on dit
qu’elle converge. Si la limite n’existe pas, on dit que l'intégrale généralisée diverge.

Si f est positive sur tout l'intervalle, 1'intégrale généralisée peut étre interprétée comme l'aire
sous son graphe. Mais l'intégrale généralisée est définie pour des fonctions de signe a priori quel-
conque, et dans ce cas, la valeur de l'intégrale ne peut plus étre interprétée comme une aire géo-
meétrique.
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[L f(z),dz = 0.499

e

On se souvient que dans le chapitre sur les séries, la série harmonique a un terme général qui tend
vers zéro, mais trop lentement pour faire converger la série.

Le méme phénomene s’observe dans les intégrales de Type II : il ne suffit pas que lim,_,, f(z) =0
pour que son intégrale généralisée converge.

Exemple 13.17. Considérons f(z) = < sur [1,00[. Ona

1 |
/ —dx = lim —dx
1 x L—oo 1 X

L
= lim log(z)

L—oo

= lim log(L)
L—o0

1

= 0.
<

Informel 13.18. Dans I'exemple ci-dessus : la fonction % tend vers zéro lorsque z — oo, elle ne

tend “pas vers zéro assez vite pour étre intégrable a I'infini”.

Exemple 13.19. Considérons f(z) = 7 sur [1, 400l ;

]

*  dx ) L dx
5 = lim 5
1 X +1 L—oo J1 T +1

= Lll_)Ir;O{arctan(L) — arctan(1)} =

™
1 .

[N
AN

&

Remarque 13.20. Remarquons qu’a la différence des séries, une fonction peut ne pas tendre vers
zéro et avoir une intégrale convergente! Considérons une fonction dont le graphe est du type
suivant :

NumChap: chap-integrales-generalisees, Derniere compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 307


botafogo.saitis.net

13.3. Type II

La fonction est celle définie par les contours des triangles, et vaut zéro entre les triangles. Le keme
triangle a une base de largeur b;, > 0; tous les triangles sont de hauteur égale a 1. Comme f(z) > 0,
I'intégrale généralisée représente 1’aire sous le graphe de f, qui vaut la somme des aires de tous

les triangles :
/ f(z)dz = ZAk :Zbk7
0

k>1 k>1
ou A, = by - 1 = by, est I'aire du keme triangle. Si les bases décroissent suffisamment vite, alors la
somme des aires de tous les triangles est finie. On peut le garantir en prenant par exemple b, = 5.

Dans ce cas,
& 1
/0 f(x)d:z::ZAk:Z@:L

k>1 k>1
donc l'intégrale converge. Pourtant, comme les triangles ont tous une hauteur égale a 1, 1a fonction
ne tend pas vers zéro. o

Exemple 13.21. Une intégrale de Type II trés importante en théorie des probabilités (et en statis-
tiques), est celle utilisée pour définir la fonction d’erreur (de Gauss) :

v

On peut montrer (exercice) que l'intégrale converge toujours, et définit donc bien une fonction de
reR. o

13.3.2 Un critére de comparaison

Comme pour celles de Type I, les intégrales de Type II ont un critére de comparaison, valabe pour
des fonctions de signe constant.

Proposition 17. Soient f,g: [a, c0[ — R continues, telles que
0< fz) <glx)  Vaela,o0.

Alors :
1) Si [ g(x) dx converge, alors [ f(x) dx converge aussi.
2) Si [ f(x)dx = +oo, alors [ g(x) dw = +oc.

Preuve: Par la propriété de l'intégrale de Riemann/Darboux on peut écrire, pour tout L > a,
L L
0< [ f@ydr< [ glodo,
a a

et par la propriété de Chasles, ces deux intégrales sont monotones croissantes en L. Puisque la limite de la
deuxiéme existe et est finie, celle de la premiere 1’est aussi. O
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Exemple 13.22. Ftudions la convergence de I'intégrale généralisée donnée par

& 2
/ e v dr.
0

N . oy 2 . A . z
On ne connait pas de primitive pour e™*, mais on peut quand-méme montrer que l'intégrale
converge, en utilisant une comparaison. Le choix de la comparaison va étre guidé par le fait que
. . . 2 2 . A . z — .
si on ne sait pas intégrer e~*", on sait quand-méme intégrer e~**, quel que soit ¢ > 0.

Décomposons d’abord l'intégrale en deux,

00 2 00
/ e dy = / e~ dx + / e dx ,
0 0 2

La premiere partie ne pose pas de probleme : c’est l'intégrale d'une fonction continue sur un

intervalle fermé et borné, [0, 2]. Pour la deuxiéme partie, on a toujours que = > 2, et donc 2% =
. A —x2 —

r-x 2= 2r,cequientraine ) < e ™ <e 2z_Or comme

o] o ) 1 o L 1 4
e ““dr = lim {——e H =—e 7,
2 L—oo 2 2 2

2 . . . . ,.
on conclut que [~ e~ dx converge aussi. (On a pris ¢ = 2, mais on aurait pu prendre n'importe
quel ¢ > 0.) o

Exemple 13.23. Considérons

0 1
——dx.
/1 vad+1

On pourrait essayer d’utiliser le fait que pour tout z > 1,
Vb +1 = Vb = T,
ce qui donne N N
/1 \S/ﬁ dr < /1 é dr .

Malheureusement, comme l'intégrale du membre de droite est infinie, cette inégalité ne nous dit
rien sur 'intégrale de départ!

Remarquons que si z > 1, alors 2° > 1° = 1, et donc

1 1 1 1
2 = = .
Vb +1 7 Vb b V2ab Vx
Mais comme [;~ % diverge, notre intégrale diverge aussi. o
) > dx

13.3.3 Intégrales du type -

x

a

Théoreme 13.24. Pour tout a > 0,

/Ood_a: _ W (converge) sip > 1,
o TP +o0o (diverge) sip<1.

Preuve: On a déja traité le cas p = 1 dans un exemple précédent :

L—oo a

o q L
/ —dx = lim log(x)| =400
o

NumChap: chap-integrales-generalisees, Derniere compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 309


botafogo.saitis.net

13.3. Type II

Ensuite, pour p # 1, on peut faire

Ldy  gptl
/a P —-p+1

L1 {(L,}l—a,,}l) sip>1

« 1-p (L7 - L) sip<1
Donc
lim/Ld‘r:{(pl%(ﬂ?_l sip>1,
Lo ), aP oo sip<1,
ce qui conclut la preuve pour tous les cas. -

a _ L
p=1.300 -

Informel 13.25. Donc l'intégrale de xip “a I'infini” est tres sensible a la valeur de p lorsque p est
proche de 1! Par exemple,

e dx
. 210000000001 < +oo,

alors que

e dzx
2:0-9999999999 = +00,
1

Exemple 13.26. Considérons

< dx
. TT+1
On peut en principe, avec les méthodes du chapitre sur I'intégration des fonctions rationnelles
(lien vers la section m_integrale fonctions_rationnelles), calculer la primitive de x71+1.
Mais si on désire juste savoir si cette intégrale converge ou diverge, sans passer par la primitive,

on peut utiliser une comparaison et le théoréme ci-dessus. En effet, comme < % pour tout
x > 0 (donc en particulier pour tout z > 1), on a

/°° dx </°°d$<
1 xT+1 e

En effet, dans cette derniere,a =1 > 0,etp =7 > 1. o

zT4+1
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Informel 13.27. Majorer une fonction positive f(x) par une autre fonction plus simple est un bon
moyen d’étudier la convergence de son intégrale, en évitant de passer par sa primitive. Mais il
faut prendre garde a ne pas introduire de nouveau probleme en faisant cette majoration.

Considérons
/ > dx
o L3+z+1°
Cette intégrale est de Type II, puisqu’elle est continue sur [0, co| (en particulier, elle est continue
et bornée au voisinage de 0 et donc n’est pas de Type I). Pour l'étudier, on observe que son com-

portement pour = grand, est régi essentiellement par le terme “z3”, ce qui mene a remarquer que
Vr+12>0,etaécrire la comparaison

1 1
0 ——— < —.
B+ +1 " a8

Malheureusement, la fonction = a un probléme en zéro, que la fonction de départ n’avait pas.
x

Pour pouvoir profiter de cette comparaison, on peut d’abord séparer 1'intégrale en deux, en écri-
vant par exemple

/ > dx B / ! dx n / > dx
o BHvVT+1l  Jy B+Vz+l )y B+r+l
La premiere intégrale est une intégrale de Riemann/Darboux, et est donc bien définie. C’est pour

la deuxieéme que 1'on peut utiliser la comparaison et le fait que l'intégrale de =5 est convergente,
puisque maintenant sur l'intervalle [1, oo] :

/°° dx </°°da:<
—_ — < 00.
L, 24+ +1 ), a8

On en déduit que l'intégrale est convergente.

13.3.4 Un critére via une limite de quotient

Proposition 18. Soient f, g : [a, +0o[— R continues, telles que

lim M =L>0.
a=+00 g(z)

Alors / f(z) dx converge si et seulement si / g(x) dx converge.

b
Il existe bien stir une affirmation analogue pour / f(z) du.

Exemple 13.28. Considérons l'intégrale généralisée

/ o dx
5 2%+ sin(z)esin@)
Remarquons que la fonction que l'integre est bien définie, puisque

xz—l—sin(x)esm(m)>x2—e>4—e>0 Vo > 2.
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Lorsque z est grand, ce qui est responsable de la petitesse de f(r) = —"—mm = 0 est le “z?”

22 +4sin(z)esin(@)

au dénominateur. Ceci suggere de considérer

lim 2 —
1m ———- = llIn .
z—o0 g(x) 200 22 4 sin(x)esin(@)

1
T—00 | + Sm(miez

Or l'intégrale de g converge (p = 2 > 1), donc celle de f converge aussi. o

13.3.5 Utilisation dans I’étude des séries

Nous allons voir maintenant que parfois, une série peut étre comparée a une intégrale généralisée
de Type II, ce qui peut grandement faciliter I'étude de sa convergence. Ceci vient du fait que
I'intégrale étant par définition construite a I’aide d"une variable continue x, son étude peut se faire
a l’aide du Théoreme Fondamental de 1’Analyse (un outil qui n’existe pas pour I'étude des séries,
dont la variable n est discrete).

Considérons une série ) -, a, dont le terme général a,, est en fait une fonction réelle f(z) évaluée
enzr=mn:

ap = f(n)

Il est alors possible, sous certaines conditions, de relier la convergence de la série a 1'intégrabilité
de la fonction a l'infini :

Théoreme 13.29. Soit a > Oet f : [a, co[— R, continue et décroissante. Soit ny un entier tel que ng > a.
Considérons la série de terme général a,, = f(n). Alors

Z a, converge <& / f(z)dz converge.

n=ngo
Preuve: Pour simplifier, supposons que a = ng = 1.

D’une part, pour chaque entier n > 2, on peut interpréter a,, comme l'aire d'un rectangle de largeur égale
a 1 situé a gauche de z = n, dont la base est l'intervalle [n — 1,n], de hauteur a,, = f(n). Comme f est
décroissante, ce rectangle est au-dessous du graphe de f sur tout l'intervalle [n — 1,n]:

W $
\:

a,
Q;
W\ Q
‘\\\\ 5 " aQ
. %G e M Bhdl
x\ W\ N \\.' QQ’\ \q‘-: il I

1 2 3 4 s 6 3 8
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On peut donc écrire

;ané/l f(z)dzx

Cette inégalité implique que si I'intégrale est finie, alors la série converge, et si la série diverge, alors 'inté-
grale diverge aussi.

D’autre part on peut, pour chaque entier n > 1, interpréter a,, comme l’aire d"un rectangle de largeur égale
a 1 situé a droite de x = n, dont la base est l'intervalle [n,n + 1], de hauteur a,, = f(n). Comme f est
décroissante, ce rectangle est au-dessus du graphe de f sur tout l'intervalle [n,n + 1] :

-

A7
/
// /// /s ,a:'/,E'S/ OV YA B

1 2 3 4 s [ 3 4

On peut donc écrire
Z ap, > / f(z)dx
n>1 1

Cette inégalité implique que si l'intégrale est infinie, alors la série diverge, et si la série converge, alors

l'intégrale converge. O
Exemple 13.30. Comme f(z) = - est décroissante pour tout p > 0, on déduit du théoreme précé-
dent que
1 1
Z — converge <& —dxr converge.
n=1 n 1 P

Par le théoréme de la section précédente, ceci fournit donc le résultat déja prouvé dans le chapitre
sur les séries :

Z 1 )Jconverge sip>1,

=y nP |diverge si0<p<1.

&

Passons maintenant au cas d'un type de série qu’aucun de nos critéres de convergence permet
d’étudier :
Exemple 13.31. Considérons
1
2 ol
ou p > 0.

Si = 0, cette série est la série harmonique, donc elle diverge. Mais si ;1 > 0, son terme général
décroit strictement plus vite que +. On peut alors se poser la question de savoir si le terme m
est suffisant pour permettre a la série de converger.

Voyons le terme général comme a,, = f(n), ol
B 1
~ a(log(z))”

Remarquons que f est positive et strictement décroissante, puisque

()

iy (log@)" + p(log )"~
fl(x) =— ((log 1)) <0 Vzx=2.
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Dongc, par le théoreme précédent, la série converge si et seulement si l'intégrale généralisée

& 1
/ L
, 2(logz)

converge. Mais, par le changement de variable z = log(z),

00 1 ‘ L 1
———dz = lim ——dx
o x(logz)* L—oo [y z(logx)*
log L 1

= lim —dz

L—oo log 2 Z‘u

<1
= / —dz,
log 2 zH

qui comme on sait converge si et seulement si ;1 > 1. On en conclut que

Z 1 converge sipu>1,
n(log(n))* | di i 1.

= diverge sip <

<

Remarque 13.32. Ce dernier résultat permet de donner des exemples de séries dont le terme gé-
néral décroit plus vite que celui de la série harmonique, mais qui sont aussi divergentes. Par
exemple: )  diverge. o

n nlog
Quiz 13.3.1. (MAN 2021) Soit f : [1, c0[— R une fonction continue. Vrai ou faux?

1) O Si f(x) > 0 pour tout x > 1, alors / f(z) dz diverge.
1
f
2) O dx converge.

3) O Sz/ f(z) dx converge, alors lim f(x) = 0.

T—00

13.4 TypeIlI

Les intégrales généralisées de Type III représentent des combinaisons d’intégrales de Types I et
II.

13.4.1 Mélange de TypeIet]

Définition 13.33. Soit f :]a, b[— R continue, et soit a < ¢ < b. Si

/; flx)dz et /Cb f(z)dz
[ 1@ar= [ s+ [

et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales diverge, on dit
qu’elle diverge.

convergent, on pose
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Exemple 13.34. Considérons l'intégrale de Type III

B 1
—dz.
/0+ V2 — 22
On peut la décomposer en

2= 1
1 1

Le changement de variable x = p(u) = 2u® permet d’écrire

[P S S ———

Ce changement de variable montre que la premiére intégrale converge,

1 1 1 1
- dr= lim - dx
v IV — = Ho+/g NeNCET:
1/\/5 1
=2 lim

=0t J fer VI —u?
=2 lim (arcsin(l/ﬁ) — arcsin( 5/2))
e—0t

du

=2 (arcsin(l/\/ﬁ) - arcsin(O))
= 2arcsin(1/V?2) .
de méme pour la deuxieme :
1 Fo
————dzr = i ——d
/1 Viva—z 5551-/1 Viva-z
VB/2 1
=21 ——d
oSy VI
= 26lir£1_ (arcsin( B/2) — arcsin(l/x/i))
=2 (arcsin(l) - arcsin(l/ﬁ))
= 7 — 2arcsin(1/v/?2) .
donc l'intégrale converge, et sa valeur est
o

1 . .
" m dr = 2arcsin(1/v/2) + (7 — 2arcsin(1/v/2))

= T.

- 1
b VivE- @ o+ﬁmd“/1 Vv

1
2 | ——du.
/\/l—u2 “

&
Exemple 13.35. Considérons l'intégrale de Type III
L
- g,
o+ TvV1—=
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que l'on décompose naturellement en

-

1— 1 1—
/ L4 / L4 +/ L
————dx = ———dx —dx.
ot TVl —1x ot V1 —x 1 vl —x

La deuxieme intégrale converge puisque

1= 1 =
—————dr < ——dx
/; 1 —x /; %Jl—x

qui converge (p = 5 < 1). Par contre la premiere diverge puisque

1
21
\3/5 2—d:c:oo.

[ s [
——dr > ——=dr =
0+£B31—[E O+I<’/I ot T
2
Donc l'intégrale diverge. o

13.4.2 Mélange de Types I et II

Définition 13.36. Soit f :]a, +oo[— R continue, et soit a < ¢ < 0. Si

/ f(z)dz et / f(x)dx convergent,
at @

/jo f(x)de = / f(@)dw + /:o f(z)dz,

et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales diverge, on dit
qu’elle diverge.

on pose

Exemple 13.37. Considérons

On sépare :

~ 1 2 S|
A+ —:L'S/de:/o_‘_mdl"i‘/; _{[3/2'

Comme ici, p = % > 1, la premiére diverge et la deuxiéme converge. Donc toute l'intégrale di-
verge. o

Exemple 13.38. Considérons l'intégrale de Type III donnée par

o ,—x
e
—dx.
/0+ VT
En décomposant
o0 —T
e e
dx |
x

_xd 1e—gjd +/OO
—dr = —dzx
ot VT 0+ VT VT
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on remarque que la premiere (de Type I) converge puisque e~* < 1 pour tout z > 0, et donc
1 —=z 1
e 1
—dx < —
/0+ Vol T o Va
qui converge puisque p = 1 < 1. La deuxiéme converge aussi puisque
oo e—m /OO e—x
dr < dr=e .
/1 ve o TVl

Donc l'intégrale de Type III converge. o

dx

13.4.3 Mélange de Type Il et 11

Définition 13.39. Soit f : R — R continue, et soit ¢ € R. Si

/_ Oo Hojds / " f@)da

/_Zf(x)dx = /_;f(x)d:ch/coof(x)dm.

et on dit que l'intégrale généralisée converge; si au moins une des intégrales diverge, on dit
qu’elle diverge.

convergent, on pose

Remarque 13.40. Remarquons que comme dans le cas précédent, le choix du nombre ¢ n’influe
pas sur la convergence/divergence de l'intégrale, ni sur la valeur de l'intégrale (dans le cas ou
elle est convergente). o

/ o
Ceo X1

00 0 0o
X X Xz
dr = d ——dx.
/_oon—l—l v /_Oox2+1 x+/0 241

Exemple 13.41. Considérons

que l'on décompose en

Comme .
< _ x .1 9
/0 A1 [ s i g losll ) = oo,
I'intégrale est divergente. ©

Informel 13.42. Remarquons que dans ce dernier exemple, le fait que la fonction est impaire
implique que pour tout L > 0,
L
/ L de =0,
_L 7 +1

et donc évidemment

L
lim 5 dr =0,
Mais cette limite 7'est pas la définition de [ 5 du.
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Chapitre 14

Compléments

14.1 exp et log

Il existe plusieurs manieres de définir rigoureusement les fonctions exponentielles et logarithme,
mais toutes commencent par en construire une pour ensuite obtenir 1’autre.

Dans cette section, on construit d’abord la fonction exponentielle a I'aide d'une série de puis-
sances, on étudie ses propriétés, et on 1'utilise ensuite pour construire la fonction logarithme.
(Dans la section suivante on fera le contraire.)

Considérons la série numérique ) ., a,(z) avec parametre z, pour laquelle

x
an(z) = oy
Puisqu’on a, pour tout z € R, que
lim %+_1(x) — lim ﬂ:()’
n—00 an(qj) n—oo 1 + 1

le critere de d’Alembert implique que la série ) . a,(z) converge absolument, et définit ainsi
une fonction sur tout R.

Définition 14.1. On appelle exponentielle la fonction

exp: R — R
xn
x — exp(z) == Z -
n=0
Remarquons que par définition,
exp(0) =1.

Toute I'importance de cette fonction réside dans sa propriété fondamentale : elle transforme les
sommes en produits. Plus précisément :

Théoreme 14.2. Pour tous x,y € R, on a

exp(z + y) = exp(z) exp(y) .

Preuve: Par définition,

N n
exp(z +y) = lim Z M

N— n!
Oon=0
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Par la formule du bindme, pour tout n > 0,

ce qui permet d’écrire

n=0 =0 k=0
N N
_ 1 k n—k
=22 Kn— k)" Y
k=0 n=~k
N N _
Sy
| 22 (n—k)!
k=0 n=~k
N . N—k
ey
— ' !
k=0 " 1=0

La deuxiéme s’estime comme suit : puisque ) ;" " - < exp([y]),
N L N—k N r N—k 1
x y || Yl
DD DV DI
k=N'+1 " =0 k=N'+1 1=0
o lal*
< exp(|y]) Z T
k=N'+1

qui tend vers zéro lorsque N — oo. On peut ensuite écrire la premiére somme ainsi :

N’ .Z'k N—k yl
Kl L
k=0 1=
N’ ZL’k N’ l’k N—k yl
=exp(y) D7 =D (explv) — > 7,>
k=0 k=0 =0
= exp(z) exp(y)+
N’ $k N’ I‘k N—k yl
exp(y) (Z i exp(fv)) - (exp(y) - 7,) ,
k=0 k=0 =0

D’une part,

N—oo

N’ .ka
lim Z i exp(z),
k=0
et d’autre part, pour tout ¢ > 0 on a que, pour tout N suffisamment grand, et pour tout k£ < N/,

N—

‘eXp(y) -

=

B

!
)

‘ <

‘ga,
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qui permet de majorer

N N—k
‘Z%(eXp(y)* v

,)‘ < elexp(y)|
k=0 =0

=

On a donc bien démontré que

N
. x+y)"
exp(z +y) = lim > (n,) = exp(z) exp(y) -

n=0

O
Cette propriété rappelle celle de la fonction “puissance” en arithmétique, n — a”, qui transforme
aussi les sommes en produits : pour toute base a > 0,

aern m, n

=a"a Vm,n € N.

La base se retrouve en prenantn = 1:a' = a.

Pour cette raison, on utilise souvent la notation

exp(z) = €”

Y

ou le nombre

1
e:=exp(l) = 1= 2.718---

n=0

Voyons des conséquences de la propriété fondamentale :

Corollaire 10. Pour tout x € R, exp(—z) = .

Preuve: En utilisant le théoréme,
1 =exp(0) = exp(z + (—x)) = exp(x) exp(—x)

[l
Puisque exp(z) > 1 > 0 pour tout z > 0, le corollaire implique que 0 < exp(—z) = —

= —— <1
exp(z)
pour tout x > 0. En particulier, exp(z) > 0 pour tout = € R, donc on peut écrire plus précisément
I'ensemble d’arrivée de I'exponentielle :

exp: R — R}
x +— exp(z).

Théoreme 14.3. L'exponentielle est dérivable sur R, et

(exp(a))’ = exp(a)

Vr e R.
Preuve: 11 s’agit de calculer
lim exp(z + h) — exp(x) ~ lim exp(z) exp(h) — exp(x)
h—0 h h—0 h

h)—1
_eXp(@]{ig%e}q)()‘

320
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Or

ce qui entraine, lorsque |h| < 1, et puisque (j + 1)! > 1,

exp(h) —1 1’ <% |}

j !
h = (1+1)
< 2_InP
j=1
o
1—|hl"
(On a sommé la série géométrique.) On a donc
lim % =1,
h—0 h
ce qui démontre l’affirmation. O

Une conséquence immédiate de ce dernier résultat : étant dérivable partout, = — exp(z) est conti-
nue. On utilise ce fait pour démontrer :

Proposition 19. exp : R — R est une bijection.

Preuve: Remarquons que si z > 0, alors %’f > 0 pour tout k& > 2, et donc
exp(z) > 1+ Vx>0,

qui entraine
lim exp(x) =400,

T—+00
ainsi que
li (2) li (—y) li ! 0
1m exp(xr) = 1m  exp(— = 11m = V.
T—>—00 P Y—+00 Pty Y—+00 exp(y)

Fixons maintenant y > 0. Les deux limites ci-dessus impliquent qu’il existe a et b tels que exp(a) < y <
exp(b). Par le Théoreme de la valeur intermédiaire appliqué a exp : [a,b] — R, on en déduit qu’il existe
x €]a, b tel que exp(x) = y. Ceci montre que Im(exp) = R, et donc que la fonction est surjective.

Montrons qu’elle aussi injective. Pour ce faire, remarquons que si z < ’, le Théoreme des accroissements
finis implique qu’il existe ¢ €]z, 2'[ tel que

exp(z’) — exp(z)

P = exp’(c) = exp(c).

Puisque exp(c) > 0, on en déduit que exp(z) < exp(z').
Ainsi, exp : R — R est bijective. 0
On a démontré, en passant, que

lim exp(x) =0, lim exp(z) = 400.
ZT—r—00 T——+00
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exp(z) o

ne

14.1.1 Logarithme
Puisque 'exponentielle est bijective, on peut considérer sa réciproque :

Définition 14.4. La réciproque de exp : R — R’ est appelée logarithme :

log: R} — R
x +— log(z)

Par définition, on a donc

log(exp(x)) = x Vr e R,
exp(log(y)) =y  Vy eR}.

Si I'exponentielle transforme des sommes en produits, sa réciproque doit forcément transformer
des produits en sommes :

Théoreme 14.5. Pour tous =,y € R*,
log(zy) = log(z) + log(y) -

Preuve: Par définition, t = log(zy) si et seulement si exp(t) = zy. Mais = = exp(log(x)) et y = exp(log(y)),
et donc

exp(t) = exp(log(z)) exp(log(y)) = exp(log(x) + log(y)) -
Ceci implique que log(zy) = t = log(z) + log(y). O
D’autres propriétés qui découlent directement du fait que le logarithme est la réciproque de 'ex-

ponentielle : log(1) = 0,

log () <0 si0<z<l
og(x
& >0 siz>1.
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a = 2.000...

log, (2)

=20

rA
LJ

De plus, par le théoréme sur la dérivée de la fonction réciproque, pour tout = > 0, en dérivant les
deux cotés de l'identité

exp(log(z)) =z,

on obtient
exp(log () (l0g(x))' = 1,
qui donne
1 1 1

log(z))' = . _ 1

180 = o/ loa(@)) ~ expllon(a)]  »
Notons encore que

IILI& log(z) = —o0, xginoo log(z) = +o0.

14.1.2 Changements de base

On peut utiliser exp et log pour définir d’autres fonctions, dont les propriétés sont semblables
mais que 1’on interprete comme exponentielles et logarithmes dans des bases différentes.

Soit a > 0, appelé base.

Définition 14.6. L'exponentielle de base a est la fonction

exp, : R = R%
x — exp,(z) = exp(zlog(a)).
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On a bien stir que

exp,(z +y) = exp((z + y) log(a))
= exp(zlog(a) + ylog(a))
= exp(x log(a)) exp(ylog(a))
= exp, () exp,(y) ,

et on utilise aussi la notation exp,(z) = a”.

On peut ensuite calculer

(exp, ()" = (exp(zlog(a)))" = log(a) exp, (v),
——

>0

et puisque le signe de log(a) change, on en déduit que exp,(z) est strictement croissante si a > 1,
strictement décroissante si 0 < a < 1.

a=1461...

Remarquons que 1’on peut maintenant considérer une exponentielle évaluée en un point z > 0,
mais dont la base est elle-méme une fonction a(y) > 0:

eXPq(y) () = aly)” := exp(zlog(a(y)))
En particulier, on a la formule classique : pour tous z,y € R,

(a¥)" := exp(a log(a’)) = exp((y) log(a)) = a”¥ .

Aussi, si la base dépend de x et que I'exposant est une fonction de z, on doit admettre implicite-
ment la définition suivante :

Définition 14.7. Si f(x) > 0, alors

F(@)?@) = exp(g(x) log(f(@))) -
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14.2 log et exp

Dans cette section, on construit la fonction logarithme, on étudie ses propriétés, et on I'utilise pour
en déduire la fonction exponentielle.

14.2.1 Aire sous la courbe y = %

Pour commencer définissons, pour tous a, b > 0, le nombre

b
I(a,b) = %

a

Sia < b, I(a,b) le nombre s’interprete comme 1’aire de la région délimitée par l'axe Oz, le graphe
de la fonction t — %, et les deux droites verticales d’équations = aetz = b:Sia > b, la

convention faite sur I'intégrale implique que

I(a,b) = —1(b,a).

I(a,b) = 1.003...

rn
LJ

Cette fonction de deux variables satisfait aux propriétés suivantes :

Proposition 20.  x Relation de Chasles : pour tous réels strictement positifs a, b, c,
I(a,b) + I(b,c) = I(a,c).
* Pour tous 0 < a < b < ¢, et pour tout A > 0,
I(Aa,\b) = I(a,b).
Preuve: La premieére propriété suit de f; f)dt+ [, f(t)dt = [ f(t)dt. Pour la deuxiéme, par le changement
de variable s := ¢/ (qui donne dt = \ds) dans l'intégrale définie,

Ab b b
I(Aa, Ab) :/ b [PAdE A )

)\at_aAS_aS
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14.2.2 Définition du logarithme

Définition 14.8. Le logarithme est la fonction

log : R, — R

“dt
x> log(x) :=I(1,2) = —
1

log(z) = 1.099...

£ @emuunens

rA
(]

On a en particulier :
log(1) =0.

La propriété remarquable de cette fonction est qu’elle transforme des produits en sommes :
Théoreme 14.9. Pour tous z,y > 0,

log(zy) = log(z) + log(y) .
Preuve: Par la proposition, I(x, zy) = I(y), et donc, en utilisant la relation de Chasles,

log(zy) = I(1, zy)
=I(1,z) + I(z,xy)
=I(1l,z)+1(1,y)
= log(x) + log(y) .

Par conséquent, pour tout z > 0,

0 =log(l) = log(x%) = log(x) + 108;(%) ;

qui donne
log(%) = —log(x).

Théoréme 14.10. Le logarithme est dérivable sur R?, et
1
1 ==,
(log(x)) = —

En particulier, x — log(z) est strictement croissante.
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Preuve: Par le Théoréeme Fondamental de I’Analyse, étant défini comme I'intégrale d"une fonction continue,

log est dérivable et
Tdty 1
! __ _ *
(log(ac))—(/1 —) = Vr € RY .

t
O
Puisque le logarithme est dérivable, il est continu sur R?.
Lemme 29.
lim 1 lim 1 —00.
Jim log() = +oo,  lim log(x) = —o0
Preuve: Puisque c’est une fonction strictement croissante, il suffit de montrer que
lim log(n) = lim I(1,n) = +oo.
n—oo n—o0
En comparant l'aire sous la courbe avec les rectangles de bases [k, k + 1] sous la courbe, k =1,...,n — 1,
1 1 1 1
Iln)2-+-+-+-+—.
(1,n) 5 + 3 + 1 +-+ "

On reconnait dans cette somme la somme partielle de la série harmonique, qui tend vers l'infini lorsque
n — o0.

L’autre limite est une conséquence de la premiere, puisque par le changement de variable x = %,

T 1
lim log(z) = hglool()g(@)

z—0t

=— lim log(y)

Yy—r+0o0

= —00.
O

Puisque log est continue, les deux limites ci-dessus impliquent que Im(log) = R. Puisqu’elle est
strictement croissante, elle est aussi injective. On a donc montré que log est une bijection.

Définition 14.11. La réciproque de log : R* — R est la fonction exponentielle,

Par définition,

On a la propriété fondamentale :

exp(z +y) = exp(log(exp(z)) + log(exp(y)))
= exp (log(exp(z) exp(y)))
= exp(x) exp(y)) -
De plus, en dérivant la relation
x = log(exp(z)),

par rapport a z,
1

exp(z)

1 = log/(exp(z)) = (exp(z))’,

qui entraine
exp(z) = exp(x) .

NumChap: chap-complements, Derniere compilation: 2025-03-25 21:18:58+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net) 327


botafogo.saitis.net

14.3. Fonctions hyperboliques

14.2.3 Changements de base

(On peut procéder comme dans la section précédente.)

14.3 Fonctions hyperboliques

On définit ici les fonctions trigonométrigues hyperboliques. Méme si ces fonctions seront définies uni-
quement a partir de I'exponentielle, leurs propriétés rappelleront clairement celles des fonctions
trigonométriques de base. En fin de section, on fera quelques commentaires sur I'origine du terme
“hyperbolique”.

Définition 14.12. Soit = € R.

* Le sinus hyperbolique de z est défini par

€ —c
inh(z) (= ——.
sinh(x) 5
* Le cosinus hyperbolique de z est défini par
cosh(zx) := ere’
2
* La tangente hyperbolique de = est définie par
tanh(z) := c—°
et +e7*

Remarquons que

* cosh(z) est paire, que cosh(z) > 1 pour toutz € R .
* sinh(z) et tanh(z) sont impaires, et positives si z > 0, négatives si x < 0.

% On a vu ici (lien vers la section m_fonctions_paires_impaires) que toute fonction
peut se décomposer en une somme d’une fonction paire et d'une fonction impaire. En ap-
pliquant ce résultat a la fonction f(z) = e”, on obtient précisément

e® = cosh(z) + sinh(x) .

On peut voir la tangente hyperbolique comme étant définie par

sinh(x)

tanh(z) = cosh(z)

Un simple calcul mene a

cosh(z)? — sinh(z)? =1,

qui entraine
1

1 —tanh?(z) = ——— .
anl”(z) cosh? ()
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14.3.1 Dérivées

Puisque e” est dérivable, les fonctions hyperboliques sont dérivables (et continues) sur R. De plus,

(sinh(z))" = cosh(z)
(cosh(z))" = sinh(x)

(tanh(x)) = 1 — tanh®*(z) = m

Par conséquent, sinh(x) est strictement croissante,

sinh(z)

X J

cosh(z) est décroissante sur | — oo, 0], croissante sur [0, +o0],

cosh(z)

20

et tanh(x) est strictement croissante :

tanh(m)/
/ .

14.3.2 Propriétés

Théoreme 14.13. Pour tous x,y € R,

sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(z) sinh(y)
cosh(z + y) = cosh(zx) cosh(y) + sinh(z) sinh(y)

tanh(x) + tanh(y)
h =
tanh(z + y) 1 + tanh(z) tanh(y)
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Preuve: (exercice) O
En prenant y = z, on a les formules

sinh(2x) = 2sinh(z) cosh(x),

cosh(2x) = 2cosh?(x) — 1 = 1 4 2sinh*(z)

2 tanh(z)
tanh(22) = T e (2)

14.3.3 Réciproques

Comme sinh : R — R est strictement croissante, continue, et puisque

lim sinh(z) = —o0, lim sinh(z) = +o0,
T—r—00 r—r—+00

on en déduit qu’elle est bijective.

Sa réciproque se note

argsinh : R — R
x +— argsinh(z)

A laide de la formule pour la dérivée d"une fonction réciproque,

1
cosh(argsinh(z))

1
sinh’(argsinh(x))

1
\/ 1 + sinh?(argsinh(z))
L
241

argsinh’(z) =

On peut en fait exprimer cette réciproque explicitement :

Lemme 30. Pour tout z € R,

argsinh(x) = log(z + V1 + 22).

Preuve: Puisque sinh est impaire, il suffit de fixer y > 0, et de chercher I'unique z tel que sinh(z) = y. En
posant t = e”, cette condition devient

e —e " t—1/t
2 2

Y,

qui est équivalente a
t?—2yt—1=0.

Puisque le discriminant de cette équation est A = 4(y* + 1) > 0, elle posséde une unique solution t > 1,
donnée par

2y + VA _
===

On obtient z = log(t) = log(y + /1 + y2?) > 0. O

t y+/1+y2.
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Ensuite, puisque cosh est paire, on doit restreindre son domaine si on veut la rendre injective.
Comme elle est strictement croissante sur R, cosh : R, — R est injective. De plus, comme
cosh(0) = 1 et

lim cosh(z) = 400,
T—+400

on conclut que cosh : Ry — [1, +0o0] est bijective.

Sa réciproque se note

argcosh : [1, +oo[ — Ry
x > argcosh(z)

On a donc, pour tout z > 1,

1
sinh(argcosh(z))
1
\/cosh(argcosh(z))? — 1
1

22— 1

argcosh’(x) =

On peut aussi exprimer explicitement la réciproque : pour tout z € [1, +00],
argcosh(z) = log(z + Va2 —1).

Finalement, tanh étant strictement croissante, continue, et puisque

lim tanh(z) =—1, lim tanh(x) = +1,

T——00 T—+400

on en conclut que tanh : R —] — 1, 1] est bijective.

Sa réciproque se note

argtanh ;] — 1,1 - R
x +— argtanh(x) ,

avec

1—|—:c>

1
argtanh(z) = 5 log(1 —

14.3.4 Origine du terme “hyperbolique”

(en construction)
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