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Chapitre I

Préface

I.1 A propos de ce cours

“For deep learning, it is linear algebra that matters the most. ”

Gilbert Strang, Linear algebra and learning from data

Ce polycopié, qui est en construction, contient 1’essentiel de mon cours d’algebre linéaire, donné aux
étudiant.e.s des sections de Génie Civil, Génie Electrique, et Sciences de I'Environnement, a 1'EPFL.

Initialement, la structure de ce cours était empruntée (a 1’exception du dernier chapitre sur les chaines
de Markov) au cours donné par Simone Deparis (SMA, EPFL), lui-méme basé sur celui du Profes-
seur Assyr Abdulle (SMA, EPFL). Je remercie Simone et Assyr de m’avoir fourni ce matériel, qui a
grandement facilité la préparation de mes cours et de mes séries d’exercices a mon arrivée a 'EPFL.

Bien-stir, la rédaction d’un texte engendre 1'utilisation d'un style, des changements, des réarrange-
ments, des ajouts de matériel supplémentaire, etc. et donc le contenu de ce cours va progressivement
s’écarter de ce qu’était le cours d’Assyr.

Le format online de ce polycopié est emprunté de celui de mon cours d’Analyse 1 (lien web). On trou-
vera sur ce dernier plusieurs information additionnelles que je n’ai pas jugé nécessaire de reproduire
ici.

What is the most important theorem of linear algebra?

There are many important theorems in linear algebra, and it is difficult to single out
just one as the most important. However, one theorem that is often considered

particularly important is the Singular Value Decomposition (SVD) theorem.

The SVD theorem states that any matrix can be written as the product of three
matrices: a unitary matrix, a diagonal matrix, and the transpose of a unitary matrix.
This decomposition is unique, up to the order of the diagonal elements. The SVD
theorem has many important applications in areas such as least squares problems,
matrix approximation, and data compression.

Another important theorem in linear algebra is the Spectral Theorem, which states
that any symmetric matrix can be diagonalized by an orthogonal matrix. This theorem

has important applications in the study of quadratic forms and eigenvalue problems.

Other important theorems in linear algebra include the Rank-Nullity Theorem, the
Invertible Matrix Theorem, the Orthogonal Diagonalization Theorem, and the Perron-
Frobenius Theorem.

I hope this helps! Let me know if you have any questions.
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1.2. Références bibliographiques

1.2 Références bibliographiques

x D.C. Lay, Algebre linéaire et applications, 4°™¢ édition, Parson. Ce texte est celui adopté par 1’en-
semble des enseignants d’algebre linéaire. Il est volumineux mais trés facile a suivre. Contient
de nombreux exercices.

* Le MOOC (Massive Online Open Course) d’Algebre linéaire (lien web) de Donna Testerman
(SMA, EPFL) contient tout ce qui est dit ici, et bien plus encore.

x Le livre de S. Balac et F. Sturm, Algebre et analyse (2°™¢ édition, Presses polytechniques et uni-
versitaires romandes), est aussi une référence intéressante. http :/ /scherk.pbwiki.com/

% Le livre de Jacques Rappaz et Marco Picasso, Introduction a I'analyse numérique (Presses poly-
techniques et universitaires romandes), montre également quelques applications de 1’algebre
linéaire a la résolution numérique de certains problemes classiques de physique.

* Hamilton Prado Bueno, Algebm Linear, Um segundo curso. Textos Universitarios, Sociedade Bra-
sileira de Matematica.

* Pour d’autres quiz (sur 'algebre linéaire et d’autres chapitres des mathématiques), créés par
Terence Tao (lien web), cliquer ici (lien web).

8 NumChap: chap-preface, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Motivation

Ce premier chapitre présente les systemes d’équations qui seront étudiés dans ce cours. Voyons com-
ment ce type de systeme peut apparaitre, dans des situations treés pratiques.

Traffic routier

Dans une petite ville ne possédant que 4 croisements, on a mesuré les flux de voitures sur quelques
axes routiers entrants et sortants de la ville, dans le but de prévoir les flux résultant sur le réseau
interne, et de préparer les aménagements nécessaires :

Ces mesures indiquent, par exemple, que le flux de voitures entrant au croisement B, venant de l'est
de la ville, est de 450 voitures par heure.

Etant données ces contraintes, se pose la question de savoir s’il est possible de calculer les flux résul-
tants sur les autres axes, indiqués par les lettres =1 a x5 sur la figure.

Le principe régissant les flux a un croisement est le méme que celui utilisé dans les réseaux électriques
(Loi de Kirchoff) : en chaque noeud du réseau, la somme des flux entrants doit étre égal a la somme
des flux sortants, ce qui donne, en chacun des points du réseau,

A: +x1+ 23 =160
B: 450 =100+ x1 + a2
C: z9+x4=065+170
D: 40=2x3+4+ x4+ x5
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1.2. Définition et exemples

On peut récrire ces relations comme suit :

r1 + X2 = 350
T2 + x4 = 235
r3 + x4 + x5 = 40

Plusieurs questions se posent :
* Existe-t-il des nombres 1, x2, 3, x4, x5 satisfaisant simultanément a ces 4 conditions ?

* Si oui, ces nombres sont-ils tous positifs, pour respecter les sens imposés sur la figure, ou alors
certains de ces nombres sont-ils négatifs (auquel cas on devra inverser le sens du traffic sur les
axes concernés) ?

* Si oui toujours, est-ce que ces nombres sont uniques ? Existe-t-il plusieurs solutions? Et si ils ne
sont pas uniques, quelles contraintes y a-t-il sur les choix que 1’on peut faire?

* Etsila ville contenait des milliers de croisements, avec des centaines de flux entrants/sortants ?
Le systéme de 4 équations a 5 inconnues ci-dessus est un exemple de ce qu’on appelle un systeme
linéaire. Ce type de systéeme forme une part importante de ce cours, et on commencera leur étude
dans la section suivante.
Informel 1.1. La derniere question (“et si la ville était beaucoup plus grande?”) montre qu’il est

important d’aborder 1’étude de ces systemes de fagon rigoureuse, en acceptant qu’ils peuvent étre de
taille arbitrairement grande.

Discrétisation d’équations différentielles

(faire)

1.2 Définition et exemples

Définition 1.2. Un systéme linéaire en les variables x;,z, ..., z, est une famille d’équations du
type suivant :
a1 + appra + -+ apx, = b
ag1r1  + agre + - + aT, = b
(*)
am1T1 + ameTz + - 4+ GmpZn = by

Un tel systeme est dit “m x n” : il contient m équations, et n variables. Les nombres a;; (1 < k < m,
1 < j < n) sont appelés les coefficients du systeme, les b, (1 < k£ < m) forment le second membre.

Remarque 1.3. Insistons sur le fait que les coefficients a;;, ainsi que le second membre, sont des
nombres fixés qui ne dépendent pas des z; ; en général ils sont donnés par une situation pratique. ¢

On peut voir un systéme (x) comme une famille de m contraintes que les variables x4, . . ., z,, doivent
satisfaire, ol la kéme contrainte est

apix1 + apare + 0+ QppTn = bk
(On appelle cette contrainte une équation linéaire.)
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1.3. Sur le nombre de solutions d"un systéeme linéaire

Résoudre un systéme linéaire
Considérons un systeme m x n donné, comme (x).

Définition 1.4. Une famille de nombres (z1, Zs, . .., Z,) est solution de (x) si elle satisfait simultané-
ment aux m contraintes spécifiées par (x). L'ensemble des solutions de (x) est noté S,.

» S'il existe au moins une solution, S(,) # @, on dit que (*) est compatible.

» S’il n’existe aucune solution, S(,) = &, on dit que (*) est incompatible (ou singulier).

Lorsqu’un systeme est compatible, le résoudre signifiera trouver foutes ses solutions. Dans ce cas, on
devra aussi savoir décrire précisément S,). Voyons deux exemples simples.

(*){xl + 29 :(13

Exemple 1.5. Le systéme 2 x 2

r1 + T2 =

est incompatible. En effet, quelle que soit la valeur de z; et x, la somme z; + 22 ne peut pas étre a la
fois égale a 1 eta 0. Donc S(,) = @. o

Exemple 1.6. Considérons le systeme 1 x 2 suivant :
{ T + 19 = 1

On trouve facilement des solutions : (1,0), (2, —1), (3, —2), etc. Donc ce systéme est compatible, et
semble méme posséder une infinité de solutions. Pour décrire son ensemble de solutions précisément
(pour n’en oublier aucune!), il suffit de remarquer que 1’on peut toujours choisir une des variables, et
prendre l'autre en fonction de fagon a ce que la relation soit satisfaite. Par exemple, en choisissant z1,
on garantit que la contrainte est satisfaite en prenant

To=1—121.

Lorsqu’on peut ainsi choisir une variable, appelée variable libre, on a avantage a y penser comme a
un parameétre, et a utiliser une autre lettre pour la décrire. Si on utilise la lettre ¢ pour ce parameétre, on
a

xlzt,

ro=1-—1.

Les variables z; et x5 étant exprimées en fonction des variables libres, on les appelle variables liées
(ou variables de base). On peut finalement exprimer I'ensemble des solutions comme suit :

S={(t,1—t):tcR}.

1.3 Surle nombre de solutions d"un systéme linéaire

Un de nos objectifs dans ce qui suit sera de trouver des conditions suffisantes pour déterminer si un
systéeme est compatible ou incompatible.

Mais avant cela, nous allons énoncer une propriété générale, satisfaite par n'importe quel systeme
linéaire, concernant le nombre de solutions qu’il peut posséder.
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1.3. Sur le nombre de solutions d"un systeme linéaire

Théoreme 1.7. Si un systeme est compatible, alors soit il possede exactement une solution, soit il en posseéde
une infinité.

Preuve: Remarque : Un peu plus loin dans le cours, nous redonnerons la preuve de ce théoreme, mais en
utilisant le langage vectoriel, ce qui la rendra plus transparente.

Considérons un systeme m x n de la forme (x), que 'on suppose étre compatible. Si sa solution n’est pas

unique, c’est qu’il existe au moins deux familles distinctes, que 'on notera (Z1, ..., Zy) et (g1, ..., n), qui sont
toutes deux solutions de (x); cela signifie qu’elles satisfont toutes les contraintes : pour tout £ = 1,2,...,m, on
a d’une part que

agixy + 0+ QppT, = bk
et d’autre part que

aklgl + -+ akny_n - bk
Prenons alors un réel A quelconque, différent de 0 et de 1, et définissons la famille (Zy, .. ., z,), ol

ZjZZAi’jﬁ*(l*)\)gj, j:1,2,...,n.

Montrons alors que (Z1, ..., Z,) est aussi solution, en montrant qu’elle satisfait chacune des m contraintes du
systeme. En effet,

ax1Z1 + -+ QgnZn
=ap1(AZ1+ (1 = N)51) + - + apn(AZn + (1 — N)Tn)
=Aar1Z1 + -+ + apndy) + (1 = A)(amys + -+ + agn¥n)
=bg =bg
=Abi, + (1 — \)by,
=by,

ce qui signifie que la kéme contrainte est satisfaite.

Puisque (Z1,...,Zx,) et (1, .. .,Yn) sont distinctes, il existe au moins un k tel que Z # 7. Cela signifie que si
An'est égalnia 0 nial,lenombre z, = ATy + (1 — \)gj, est différent a la fois de Zj, et de 7. On peut donc,
en choisissant A, construire autant de nouvelles solutions. Ceci signifie que le systeme posséde une infinité de
solutions. O

Informel 1.8. En d’autres termes, le nombre de solutions de n‘importe quel systeme linéaire ne peut

étre que 0 (s'il est incompatible), 1 ou co. Plus tard on se référera a ce résultat comme le Théoréme
0,1, 00".

Pour des petites valeurs de n, 'affirmation du Théoreme “0, 1, 00” peut s’interpréter géométrique-
ment.

Interprétation géométrique dans le cas n = 2

Fixons n = 2, et considérons un systeme m x 2 :

a1z + appra = by

a1x1 + axpry = b
(*)

Am1x1 + am2arz = bm

Ici, une paire (z1, z2) peut s’interpréter comme les coordonnées d'un point dans le plan, relativement
a un repere orthonormé fixé. Aussi, on sait (voir cours de géométrie analytique) qu'une contrainte de
la forme

apzr + aparz = by
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signifie que le point de coordonnées (1, z2) est sur une droite.

Donc une paire (1, r2) sera solution de (), (71, z2) € S(,), si et seulement si le point (z1, x2) appar-
tient en méme temps a chacune des m droites spécifiées dans (x). Or appartenir a m droites en méme
temps est une contrainte en général difficile a satisfaire, surtout si m est grand.

* S(4) est en général vide, surtout si on parle de plus de deux droites, ou dés que deux de ces
droites sont paralleles et distinctes :

()]
(2)
()]
& pm-ol\ihs
v)

Sur ce dessin, on voit qu’il n’existe aucun point (x1, z2) qui appartient aux quatre droites a la
fois.

* S(4) contient seulement un élément si les droites s’intersectent en exactement un point :

" (2)

) (3)

* S(4) contient une infinité d’éléments si les droites sont confondues :

N=zR)=13)=(4)

On comprend que géométriquement, il est impossible de créer m droites dans le plan qui s’inter-
sectent, par exemple, en exactement 4 points.
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Interprétation géométrique dans le cas n = 3

Fixons n = 3, et considérons un systeme m x 3 :

anry + appr: + aprs = b

a21x1 + axrz + azyr3 = by
(*)

am1T1 + ama®2 + am3r3 = by

Ici, un triplet (x1, z2, z3) peut s’'interpréter comme les coordonnées d'un point dans 1’espace, rela-
tivement & un repere orthonormé fixé. Aussi, on sait (voir cours de géométrie analytique) qu'une
contrainte de la forme

T+ aperz + apgrs = by
signifie que le point de coordonnées (x1, z2, x3) est sur un plan.

Donc un triplet (z1,z2, x3) sera solution de (x) si et seulement si le point (z1, z2, z3) appartient en
méme temps a chacun des m plans spécifiés. Or ici aussi il est géométriquement clair que S(,) ne
peut contenir que 0, 1 ou une infinité de points.

* S(4) est vide des que 2 de ces plans sont paralleles, distincts :

—
poralleds

Ou alors ils peuvent aussi n’avoir aucun point en commun mais s’intersecter 2 a 2, sans que
certains soient paralleles :

(3)

(2)

m

* S(4) contient exactement un élément si les plans s’intersectent en seulement un point :
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* S(4) contient une infinité d’éléments si les plans sont confondus, ou s’intersectent selon une
droite :

/

1.4 Transformer un systeme en un autre

Notre but pour la suite du chapitre est de présenter une méthode qui permet de savoir si un systeme
est compatible ou incompatilbe et qui, lorsqu’il est compatible, permet en plus de décrire précisément
I’ensemble de toutes ses solutions.

Cette méthode est utile non-seulement parce qu’elle mene a un algorithme (I'algorithme de Gauss) que
I’on peut facilement implémenter sur une machine a 1’aide d"un programme de quelques lignes, mais
aussi parce qu’elle fournit un résultat théorique qui sera utilisé souvent dans la suite du cours.

Informel 1.9. Attention : Ce que nous présentons ci-dessous est une méthode de calcul. Elle sera utilisée

souvent dans la suite du cours, mais ne constitue pas, en soi, “l'essence de ’algebre linéaire”!

Un idéal : les systemes triangulaires

Pour comprendre 'idée derriere la méthode générale qui va suivre, commencons par considérer un
type de systeme dont la structure suggere elle-méme une méthode de résolution.

Exemple 1.10. Considérons le systeme 3 x 3 suivant :

xr1 — T2 + 223 = 4
(*) xro — 3.%3 = -5 5
5r3 = 10

que l’on peut comprendre comme étant en fait

r1 — X2 + 2x3 = 4
(*) Ory + x92 — 3x3 = =5
Ory 4+ Oxes 4+ bxg = 10

NumChap: chap-systemes-lineaires, Derniere compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 7


botafogo.saitis.net

1.4. Transformer un systéme en un autre

La présence des zéros en bas a gauche donne a ce systéme une structure triangulaire, qui suggere une
résolution simple, “du bas vers le haut” :
10

1) Dans la troisieme équation, on calcule x3 = 5 =2
2) On injecte x3 dans la deuxiéme équation, pour trouver
To=—-94+3x3=-5+6=1.
3) On injecte x3 et x2 dans la premiére équation, pour trouver
1 =44+x90—203=4+1—-4=1.
Donc la solution est unique, donnée par (x1, z2, z3) = (1,1, 2). o

Le systeme de ce dernier exemple était tres particulier, puisque les coefficients as; = ag1 = as2 =0,
lui conférant une structure simple a traiter. Mais méme si le systéme était trés grand, toujours avec la
méme structure triangulaire,

r1 + 229 — 4dx3 — 8xy + x5 + 9x¢ = -3

ro + 4xs — bry + x5 — x5 = 6

(*) rxz3 + 6zy + x5 — b6xg = —2
—x4 + 5 + 6 = 3

drs + x¢ = 0

Txg = 11

on traiterait le probleme de la méme facon, “du bas vers le haut”...
Voyons un autre exemple dans lequel on profite de la présence de coefficients nuls dans la partie
inférieure gauche, mais ot le nombre de variables est supérieur au nombre d’équations :

Exemple 1.11. Considérons
2c1 4+ x9 — x3 = 0
Ox1 + a9 + 223 = 3

Ce systeme 2 x 3 n’est pas “aussi triangulaire” que I’on voudrait. Pourtant, une opération naturelle
est de déplacer les termes contenant z3 du coté droit, pour récrire ce systéme comme

2017 + x2 = T3
Oxr1 + x2 = 3—2zx3

Ecrit sous cette forme, on voit qu’on peut choisir la valeur de x3, ce qui fixe le c6té droit, et qu’on se
retrouve ensuite avec un systeme 2 x 2 triangulaire dont second membre dépend de x3. Puisque la
valeur de z3 peut étre choisie, on dit que c’est une variable libre, elle joue le role de parametre; on la
notera plutdt ¢ :

2r1 + x9 = t
Tro9 = 3— 2t

Procédant “du bas vers le haut”, on obtient x2 = 3 — 2¢, puis
_ 1 _ 1 _ 3
z =gt —w2) = 5(E—(3-2t)) = 3(t —1).

On a dong, pour tout choix de ¢, une solution (x1, z2, x3) donnée par

1)1:%(75—1)
o =3 —2t
ngzt.

8 NumChap: chap-systemes-lineaires, Derniere compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

1.4. Transformer un systéme en un autre

On peut donc écrire I’ensemble de toutes les solutions de la fagon suivante :
S={(3(t-1),3-2t1) : teR}.
o

Ainsi, la stratégie générale, pour résoudre un systeme quelconque, sera d’arriver a le transformer en
un systeme aussi triangulaire que possible. Pour que ce nouveau systeme soit utile, il faudra étre stir que
son ensemble de solutions soit exactement le méme que le systeme de départ.

Opérations élémentaires

Considérons un systeme m x n, noté (x). Dans la suite, on utilisera le symbole L; pour représenter la
ieme ligne de () :
L;: a;1T1 + ajpxo + - + ainxn = b; .

Définissons plusieurs fagons d’agir sur les lignes d"un systéme :
Définition 1.12. 1) L'opération consistant a échanger les lignes ¢ et j est appelée opération élé-

mentaire de Type I, et sera notée
Li <~ Lj

2) L'opération consistant a multiplier la iéme ligne par un scalaire non-nul A € R* est appelée
opération élémentaire de Type II, et sera notée

3) L'opération consistant a rajouter a la iéme lighe un multiple (par un scalaire \) de la jéeme est
appelée opération élémentaire de Type III, et sera notée

Une opération élémentaire a pour effet de transformer un systéme linéaire (x) en un autre systéme
linéaire (x)’, de méme dimension; ces deux systémes sont alors dits équivalents selon les lignes (ou
ligne-équivalents).

Exemple 1.13. Considérons le systeme

1 + 3z 4+ x3 + 4y = 3
(%) 2x1 4+ dxo 4+ x3 — 14 = -1
—Xr1T — 2.%’2 — 3.1‘3 — 9:B4 =0

* En appliquant a (x) 'opération de Type I donnée par L; <+ Lo, on obtient

2c1 + bxe + w3 — x4 = -1
(*)/ r1 + 32 + 3 + 4dxy = 3
—Ir1 — 2%2 - 3.%3 - 9334 = 0

* En appliquant a () l'opération de Type Il donnée par Ly < 1 Lo, on obtient

Ty + 32 + x3 + 4dry = 3
() @1 + 3w + faz — day = -1
—Xr1T — 2.732 — 3%3 - 9.%‘4 = 0
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* En appliquant a (x) 'opération de Type III donnée par L3 < L3 + L1, on obtient

gy + 3x2 + x3 4+ 4dxy = 3
(*)/ 2x1 + 51‘2 + I3 - T4 = -1
i) — 2.%‘3 — 5$4 = 3

o

Un propriété remarquable des opérations définies ci-dessus est qu’elles sont toutes inversibles, dans
le sens suivant : si (x)’ s’obtient en appliquant une opération élémentaire (de Type I, Il ou III) a (),
alors il existe une opération élémentaire réciproque qui permet, si on l'applique a (x)’, de revenir au
systeme (*) de départ.
1) La réciproque de L; <+ L; est L; <+ L; (évident).
2) Laréciproque de L; <— AL; (A € R*) est L; < %Li (en effet, on peut “défaire” la multiplication
de la ligne i par A en... divisant la ligne i par ).

3) Laréciproque de L; <— L; + ALj est L; <— L; — AL; (évident).
Comme conséquence de I'inversibilité :

Théoréme 1.14. Soient deux systemes de mémes dimensions, (x) et (). Si (x)' est obtenu a partir de (x) par
une d’opération élémentaire, alors (x) et (%) ont le méme ensemble de solutions :

S = Sy -

L'usage du théoreme ci-dessus se fera comme suit :

Corollaire 1. Soient deux systemes de mémes dimensions, (x)1 et (x)2. Si (x)o peut étre obtenu a partir de
(%)1 par une suite finie d’opérations élémentaires,

Preuve: Par le théoreme, on sait que lors de chaque étape, I'ensemble de solutions est préservé. Puisqu’il y un
nombre fini d’étapes, ceci implique S(.), = S(,),- O

Ce dernier corollaire suggere une méthode de résolution d"un systéme m xn quelconque : puisque les
opérations élémentaires ne changent pas 1’ensemble des solutions, on pourra appliquer au systeme
de départ des opérations qui font peu a peu apparaitre des zéros dans la partie inférieure gauche.
Une fois le systeme “triangularisé”, on procédera “du bas vers le haut”, comme vu précédemment.

Plutdt que d’écrire explicitement un algorithme trés général, considérons un premier exemple, qui
contient déja I'idée de la méthode, et montre dans quel ordre les opérations élémentaires sont choi-
sies :

Exemple 1.15. Considérons le systeme

3xr1 + bSx9 + 4dxz = 1
(*) 1 611 + 1229 + 6x3 =
—23}1 — 2232 — 7.%3 = 5
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D’abord, simplifions la deuxiéme ligne en la divisant par 6, ce qui revient a faire Ly < %Lg :

3r1 4+ bBxo + 4dxz3 = 1
(%)} T+ 2xe + x3 =
—21‘1 — 23)2 — 7.133 = 5

Regardons maintenant la premiere colonne, et les coefficients présents devant x;. Pour ce qui va
suivre, on a avantage a faire Ly <> Lo :

xr1 + 220 + 2x3 = 0
()7 < 321 + bre + 4z = 1
—2x1 — 2x9 — Tx3 = 5

On va maintenant profiter du “z;” en haut a gauche, appelé pivot, pour faire apparaitre des zéros
dans la partie inférieure de la premiére colonne. Par exemple, pour faire disparaitre le “32,” de la
deuxiéme ligne, on a besoin de lui soustraire 3 fois la premiere ligne. Donc en faisant Ly <— Ly — 3L,
on obtient

T 4+ 220 + x3 = 0
7S O0rp — xz9 + x3 = 1
—2x1 — 219 — Tx3 =
Ensuite, en faisant L3 < L3 + 2L,
1 + 229 + x3 = 0
(*)/1”/ Ory — x99 4+ x3 = 1
Ory 4+ 229 — bxg = 5

Ensuite, on passe a la deuxiéme colonne. C’est maintenant le “—z5”, dans Lo, qui joue le role de pivot
et dicte le choix de 'opération suivante, qui fait apparaitre encore un zéro au bas de la deuxieme
colonne : L3 < L3 + 2L, qui donne

r1 4+ 222 + x3 = 0
(x)g=(x)7"< 0z — a2 + x3 = 1
Or1 + Oxo — 323 = 7

Remarquons que dans cette derniere étape, l'opération élémentaire n’a pas affecté les zéros de la
premiere colonne!

En transformant (x); en (x)2, nous dirons plus loin que nous avons échelonné le systeme.

En procédant “du bas vers le haut” dans ()2, on obtient
St = {5, =%, —5)}

et le corollaire permet de conclure que S(,), = S(),- o

1.5 Matrices et algorithme de Gauss

On comprend que la méthode illustrée sur I'exemple précédent, appelée algorithme de Gauss, s’ap-
plique a des systemes de tailles quelconques. Il consiste a utiliser des opérations élémentaires qui
font progressivement apparaitre des zéros dans la partie inférieure gauche de la matrice.

Nous verrons d’autres exemples plus loin, mais arrétons-nous un instant pour introduire une certaine
simplification d’écriture.
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Matrices associées a un systeme

Les opérations élémentaires que 1’on effectue sur un systeme général du type

a11x1 + apre + -+ apr, = b

a1x1 + aGgry + -+ + agpr, = by
(*) . . :

Am1T1 + Gm2T2 + 0+ QppTn = bm

agissent sur les coefficients a;;, et sur les termes du second membre, les b;. Dans ces opérations, le
nom que I’on donne aux variables (jusqu’a présent : x1, ..., x,) n’a pas d'importance. Il est donc utile
de simplifier la manipulation des systemes en ne gardant que la structure numérique des coefficients
et du second membire.

Définition 1.16. Soit (*) le systeme ci-dessus.

1) La matrice associée a (x) est le tableau de m x n nombres défini par

ail ai2 o A1n
a1 a2 e a2n
Gml OGm2 " (Gmn

2) La matrice augmentée associée a (x) est le tableau de m x (n + 1) nombres défini par

a1 a2 -+ Qip | b
a1 az -+ G2, | bo
Aml am2 - (mnp bm

(La ligne verticale, qui sépare les ay,, des by, est 1a pour rappeler que la derniere colonne doit
étre interprétée comme le second membre dans (x).)

Exemple 1.17. La matrice augmentée du systeme

—r; + 2 + 4 = «a
T 4+ x3 + Tzy = pJ
rT2 — ®3 + Ty = v
est donnée par
-11 0 1|«
1 0 1 7|8
0 1 -1 1|~

Opérations élémentaires sur les matrices

Il est clair que les opérations élémentaires (de Type LILIII) que I'on effectue sur un systéme se tra-
duisent naturellement en des opérations sur les lignes de la matrice et de la matrice augmentée asso-
ciée.

De maniere générale, on peut effectuer des opérations élémentaires sur une matrice sans se référer
au systeme dont elle est issue. On peut donc définir deux matrices comme étant équivalentes se-
lon les lignes (ou ligne-équivalentes) si 'une peut s’obtenir a partir de l'autre par un nombre fini
d’opérations élémentaires.
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Matrices échelonnées

L’algorithme de Gauss méne, en général, a une matrice qui est ce que nous appelions “aussi triangu-
laire que possible”; définissons ce terme précisément.

Définition 1.18. Pour une matrice m x n quelconque,

1) Le coefficient principal de la i-éme ligne est, s'il y en a un, le premier coefficient non-nul
trouvé, en partant de la gauche.

2) Une matrice est échelonnée si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

* Si elle possede des lignes nulles (c’est-a-dire ne contenant que des coefficients nuls), alors
celles-ci sont toutes dans la partie inférieure de la matrice.

* Si elle possede des lignes non-nulles, alors le coefficient principal de chacune de ces lignes
se trouve strictement a droite du coefficient principal de la ligne du dessus.

Exemple 1.19. La matrice
01| 7

3 | -1

1
—11o0
000 O 0

est échelonnée. En effet, la seule ligne ne contenant que des zéros est tout en bas, et sur chacune des
autres lignes, le coefficient principal est strictement a droite du coefficient principal de la ligne du

dessus : —% (coefficient principal de la troisieme ligne) est a droite de 4 (coefficient principal de la

S O W

1
0
0

O = N

deuxieme ligne), qui est lui-méme a droite de 3 (coefficient principal de la premiere ligne). o
Exemple 1.20. La matrice

12 3 4

00 1 2

00 -1 0
n’est pas échelonnée, car le coefficient principal de la troisieme ligne est juste sous le (et non stricte-
ment a droite du) coefficient principal de la deuxiéme ligne. o

Théoreme 1.21. Toute matrice peut étre transformée, a I'aide d'un nombre fini de transformations élémen-
taires, en une matrice échelonnée. (En d’autres termes : toute matrice est équivalente selon les lignes a une
matrice échelonnée.)

Preuve: La méthode utilisée dans les exemples traités plus haut se généralise sans difficulté a n'importe quelle
matrice. O

Exemple 1.22. Considérons la matrice augmentée du systeme vu plus haut :

3 5 41
6 12 6 |0
-2 -2 =7|5

En appliquant successivement les opérations élémentaires
Ly« 3Ly, Ly<+ Ly, Ly< Ly—3Ly, L3+ Ly+2Ly, L3+« L3+2Lo,

on obtient comme on a vu la matrice

1 2 110
0 -1 111 ],
0 0 =37
qui est échelonnée. o
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Remarque 1.23. La matrice échelonnée obtenue dépend du choix des opérations élémentaires faites
en chemin! Par exemple, en partant de
1 11
(1 1 3) ’

alors en faisant Ly <— Ly — L1 on obtient une premiere échelonnée

111
00 2)”°

mais en faisant L <+ Lo suivie de Ly < Lo — L7 on obtient

11 3
0 0 —2)7

qui est une autre forme échelonnée. Donc une matrice peut posséder plusieurs formes échelonnées.
o

Concretement, dans la transformation d"un systeme a 'aide d’opérations élémentaires, c’est une fois
que la matrice obtenue est échelonnée que I'on peut déja savoir si le systeme est compatible, si oui
identifier les variables libres, et exprimer 1’ensemble des solutions. Voyons un exemple assez com-
plet:

Exemple 1.24. Supposons que 'on parte du systeme

3r1 + x9 + 2x3 = 7
(*) 6r1 + 229 + 1223 + Txy = 12
6x1 + 2z9 + 8x3 + 4xy = 13 °
3rv1 + x2 4+ 6x3 + 4dxy = 6
dont la matrice augmentée est
31 2 07
6 2 12 7|12
6 2 8 4|13
31 6 4|6

Faisons d’abord apparaitre des zéros dans la premiére colonne, en appliquant successivement Ly <—
L2—2L1,L3 %L3—2L1,L4<—L4—L13

31 2 07
0 0 8 7|-2
0 0 4 4|-1
0 0 4 4|-1
Comme les deux derniéres lignes sont égales, on peut faire Ly <~ Ly — L3 :
31 2 07
0 0 8 7|-2
0 0 4 4|-1
0 00 O0|0O

Ensuite, Ly < Lo — 2L3, suivie de Ly <> L3, nous donne une version échelonnée :

312 017
0 04 4 |-1
0 00 —-1]0
000 01O
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Comment poursuivre, pour obtenir S, ? Pour y voir plus clair, revenons au systéme correspondant
a cette derniere matrice augmentée :

3rv1 + x0 4+ 2x3 + Oxy = 7
(*), Ory 4+ Oxy + 4dx3 + 4dxy = -1
Ory + Oz9g + Ox3 — x4 = 0
Ory 4+ Ox9 + Ox3 + Ozy = 0
que I’on peut écrire plus simplement comme
3r1 + x9 + 2x3 = 7
(x) 4oy + 4dxy = -1
— Ty = 0

On a supprimé la derniere ligne “0x; + Oxy + Oxz3 + 0z4 = 0”. En effet, cette contrainte n’en est pas
une, puisqu’elle est satisfaite par n'importe quel quadruplet (z1, x2, z3, x4).

On observe maintenant que la variable x5 = ¢ est libre, puisqu’on peut la passer du c6té droit pour
obtenir un systéme triangulaire en (1, x3, x4), qui sont les variables de base :

3r1 + 2x3 = 7—1
(*)/ drg + 4dry = -1
— X4 = 0

Maintenant, en procédant “de bas en haut”, on obtient

T 15g2t7
et donc:
Sy = Sty = {(B55%, 1, =1,0) s t € R}
Le systeme est donc compatible, et posseéde une infinité de solutions. o

Exemple 1.25. Considérons le systeme

Ty + T2 — x3 = b
(*) 3r1 + 4dxo = 4
4r1 + baxo — x3 = T
Apres échelonnage, sa matrice devient
1 1 -1 5
01 3 |-11
00 0] -3
Le systéme correspondant est
r1 + X2 — x3 = 5)
(*)/ Oxry + x2 + 3z3 = —-11 |
Ozy 4+ Oro + Oxz3 = =3

qui est incompatible, puisque la derniére contrainte ne peut jamais étre satisfaite, quel que soit
(21,2, x3). Donc (*) est aussi incompatible. o
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La réduite de Gauss
Définition 1.26. Une matrice est échelonnée réduite si elle est échelonnée et si, de plus,
* tous ses coefficients principaux sont égaux a 1, et si
* chaque coefficient principal est 'unique élément non-nul de sa colonne.

Les coefficients principaux d"une matrice échelonnée réduite sont appelés pivots.

Exemple 1.27. La matrice

01038010 2
0015 902°01
0000O0O13¢06®6
0 00O0O0OO®OT1SH5
000 O0O0OO0OO0OTOOQ O
est échelonnée réduite (les pivots sont indiqués en bleu). o

Voyons comment obtenir une échelonnée réduite d’'une matrice. Une fois encore, la méthode présen-
tée dans cet exemple particulier montre comment procéder en général :

Exemple 1.28. Considérons encore une fois la matrice du premier exemple de cette section :

3 5 41
6 12 6 |0
-2 =2 =75

Pour obtenir sa réduite, on commence par 1'échelonner, comme vu plus haut :

1 2 110
0 -1 1 |1
0 0 =3|7

On poursuit en rendant tous les coefficients principaux égaux a 1, a ’aide de Ly < (—1)Ly et Lz
%BL?’ .

1 2 1 0

01 -1 -1 |,

00 1/[-7/3

Remarquons que maintenant, lorsqu’on additionne un multiple d"une ligne L; a une ligne L; située
au-dessus, la présence de zéros fait qu’on ne modifie pas les coefficients de L; situés a droite du coefficient
principal de L;.

On procede donc “du bas vers le haut” pour faire apparaitre des zéros au-dessus des “1”. D’abord,
on utilise Ly <— Lo 4 L3 pour faire partir le “—1" de la troisiéme colonne, ce qui donne

12 1] 0
01 0|-10/3
00 1| -7/3

Ensuite, on peut faire disparaitre le “2” de la deuxiéme colonne en faisant L <— L1 — 2L,

10 1] 20/3
01 0|-10/3 |,
00 1| -7/3
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1.5. Matrices et algorithme de Gauss

puis le “1” de la troisieme colonne en faisant Ly <— L1 — L3 :

10 0| 27/3
01 0|-10/3 |,
00 1| -7/3

qui est la forme échelonnée réduite de la matrice de départ. On remarque que cette matrice corres-
pond au systéme

x1 = 27/3
2 = —10/3 ,
r3 = —7/3
pour lequel on a la solution “sous les yeux” : (x1, x2, x3) = (%7, =9 %7) o

On I'a mentionné plus haut, une matrice peut étre échelonnée d'une infinité de fagons différentes.
Pour la réduite, c’est différent :

Théoreme 1.29. Toute matrice A peut étre transformée, a I'aide d’un nombre fini de transformations élémen-
taires, en une matrice échelonnée réduite. De plus, cette échelonnée réduite est unique et ne dépend pas des
opérations élémentaires avec lesquelles elle a été obtenue; on l'appelle la réduite de Gauss de A.

Preuve: (Omise pour l'instant.) O

Dans la résolution d"un systeme, on n’a pas besoin d’aller jusqu’a la réduite pour obtenir la solution;
n’importe quelle échelonnée suffit. Mais puisque la réduite est unique, comme 1’affirme le théoreme
ci-dessus, elle fournit des informations importantes sur la matrice de départ, que nous exploiterons
dans les chapitres suivants, en particulier dans 1’étude des applications linéaires. D'un point de vue
pratique, elle nous permet toujours d’identifier les variables de base et les variables libres, et donc de
résoudre completement le systeme.
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Chapitre 2

Vecteurs de R"

2.1 Définitions

Dans ce chapitre, nous laissons les systemes de c6té un instant, pour introduire le langage de base
nécessaire au développement de 1’algebre linéaire dans les espaces R", n > 1. Pour commencer, nous
introduirons la notion de vecteur, centrale en algebre linéaire, et particulierement utile pour décrire
les systemes.

Vecteurs

On l'a déja mentionné plus haut : toute liste de nombres réels (z1,x2,...,x,) peut étre identifiée
avec un point de l'espace R". Or les points de R" sont plus facilement manipulables lorsqu’on les
interprete comme des objets appelés vecteurs.

On identifiera donc (z1, ..., z,) avec le vecteur (dit aussi vecteur-colonne), noté
1
X2
X =
Tn

Informel 2.1. En analyse, R" est considéré comme un ensemble de points. En algebre linéaire, R™ est
considéré comme un ensemble de vecteurs.

Il est clair que la liste (z1,...,2y) et le vecteur x contiennent la méme information, mais ici il faut
interpréter x comme le déplacement depuis 1’origine jusqu’au point (z1, x2, . . ., x,). Par exemple, dans
le plan R?,
(x,, x‘-’

X2 dece e cinccnnamna °

L :

* |

Xy

ou dans l'espace R3 :
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2.1. Définitions

L’avantage d’identifier des points avec des vecteurs est que le langage vectoriel permet d'introduire
des opérations qui rendent les vecteurs propices au calcul.

Addition et multiplication par des scalaires
On munit I'ensemble des vecteurs de R de deux opérations :
1) (Multiplication par un scalaire) La multiplication d’"un vecteur

I
T2

Tn
par un scalaire \ € R est le vecteur Ax défini par

)\.7}1
)\.IQ
AX 1=

ATy,

Du point de vue géométrique, la multiplication par un scalaire A > 0 correspond a étirer (si
A = 1) ou comprimer (si0 < A < 1):

—
x

Lorsque A < 0, cette transformation est en plus accompagnée d"un changement de sens :

-
a®L
-
2
2) (Addition vectorielle) Si deux vecteurs
T Y1
x2 Y2
X = et y =
In Yn
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sont donnés, leur somme est définie par
1+
To + Y2
X+y: = .
Tn + Yn

Remarque 2.2. En petites dimensions, n = 2 et n = 3, 'addition vectorielle peut s’interpréter géomé-
triquement comme la régle du parallélogramme :

On comprend ici que c’est l'interprétation d"un vecteur comme a un déplacement qui rend cette opé-
ration d’addition naturelle. o

Le vecteur nul est celui dont toutes les composantes sont égales a zéro. On le notera

0
0
0= .
0
Par définition,ona 0x = 0, et
x+0=x.

Pour tout vecteur x, on appelle opposé de x le vecteur —x := (—1)x. Par définition,
X+ (—x)=(—x)+x=0.

Les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire permettent de manipuler les vecteurs
a l’aide de calculs. Ces calculs obéissent aux regles standard de 'arithmétique :
Proposition 1. Pour tous vecteurs x,y, z de R™, et pour tous scalaires A\, i € R,

1) x+y =y + x (commutativité)

2) x+ (y +2) = (x+y) + z (associativité)

3) AMx+y) = Ax + Ay (distributivité)

4) (A + p)x = Ax + px (distributivité)

5) (Ap)x = A(ux) = p(Ax)
Preuve: Ces propriétés ne font que refléter une propriété élémentaire semblable, valide dans le corps des

nombres réels. Ci-dessous, on indiquera par le symbole = une identité obtenue en utilisant une propriété
de base dans les réels, pour chacune des composantes :

1)
T+ Y1+ 21
T2+Yy2 | | | Y2+ 22
XxX+y= . = . =y+x
T + Yn Yn + Tn
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2.1. Définitions

2)

T1 Y1+ 21
X9 Y2 + 22

x+(y+z)=| .|+
x4 (y1 + 21)
2o + (y2 + 22)

Ty + (Yn + 2n)

(x1+ 1) + 21
C| (2 y2) + 22

(@n +Yn) + 2n

T+ 21

T2 + Y2 Z2
= N

(x+y)+z

3)

1+
T2 + Y2
Ax+y) :

Tn + Yn

A1+ 1)
A2 + y2)

AMZn + Yn)

Az1 + Ayp
| Az + Ays

ATy + AYn
=X+ \y

4)

(i + )z,
Ot = ( +‘H)$2

A+ @)z,
Az1 + pry

| Aze + pxe
. = Ax + px

ATy + Uy,
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2.2. Colinéarité

5)

= : = A(px)

= : = p(Ax)

O

Avec ces propriétés, on peut résoudre des équations vectorielles, dont I'inconnue est un vecteur x, de
la méme fagon qu’on résout des équations élémentaires ot 'inconnue est un réel x.

Exemple 2.3. Considérons deux vecteurs a, b € R" fixés, et étudions I'équation vectorielle
2a—-3x=5x+"7b.

Utilisons les propriétés démontrées ci-dessus pour isoler x, comme on le fait quand on résout une
équation en arithmétique élémentaire.

Rajoutons +3x des deux cotés. Du coté gauche, détaillons 1'utilisation des propriétés :
2a—3x+3x=2a+(-3+3)x=2a+0x=2a+0=2a.
En procédant de méme du c6té droit, on obtient
2a=8x+T7b.

En soustrayant 7b des deux cotés,

puis en multipliant par £,

2.2 Colinéarité

La colinéarité est une généralisation du parallélisme.

Définition 2.4. Deux vecteurs x,y € R" sont colinéaires si il existe un scalaire A € R tel que y = Ax
oux = \y.

Deux vecteurs sont colinéaires si ils sont supportés par la méme droite,
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2.3. Combinaisons linéaires et parties engendrés

ri

et non-colinéaires (on dira bientdt indépendants) si ils pointent dans des directions différentes :
-—p
%L

%

Exemple 2.5. Parmi les trois vecteurs de R* suivants,

3 -3 6
|4 12 |
- O 9 y - 0 9 - 0 9
-1 1 -2
seuls y et z sont colinéaires, puisque z = —2y. o

Remarque 2.6. Le vecteur nul, 0, est colinéaire a n'importe quel autre vecteur. En effet, quel que soit
y € R", on peut toujours écrire 0 = Ay, ou A = 0. o

2.3 Combinaisons linéaires et parties engendrés
En algebre linéaire, une fagon standard et non-triviale d’obtenir de nouveaux vecteurs a partir d'une
famille donnée est de former des combinaisons linéaires.

Définition 2.7. Soient v, va,. .., vy des vecteurs de R". Une somme du type
)\1v1+'~+)\kvk,

otlles A1, g, ..., A\, sont des scalaires fixés, est appelée combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v.
Les scalaires \; sont les coefficients de la combinaison linéaire.

2

3 —1 -9
A1V + Agvy = —2<5) +3< 9 > = (_4) .

Choisissons maintenant un troisiéme vecteur : w = 5 |, et posons la question : est-il possible

d’écrire w comme une combinaison linéaire de v; et v, ? Il s’agit donc de voir si il existe des scalaires
A1, Ao tels que

Exemple 2.8. Dans R?, considérons vi = <§> , Vo = < > En prenant A\ = =2, Ay =3,

A1V1 + Aavy = W,

Lorsqu’on exprime cette relation en composantes,

3\M—X\ (5
5A14+2\ /) \ =2
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Puisque deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs composantes sont égales deux-a-deux, on
en déduit que \; et Ay doivent étre solution du systeme

3\ — X = 5
A1 + 2X = -2
La solution de ce systéme est unique, donnée par \; = 1%, Ay = _1—?11 On en déduit que w est bien

combinaison linéaire de vy et vy :

8 31

W:ﬁv _HV2‘

<&

Plus généralement, fixons deux vecteurs v; et v, dans le plan, et considérons toutes les combinaisons
linéaires de la forme
W = A\Vvi + \avo, A, A2 ER.

o )\ =1.000...
o ) =1.000...

On remarque que

* Si vy et vp ne sont pas colinéaires, alors toutes les combinaisons linéaires possibles de vy et vy rem-
plissent le plan, dans le sens suivant : n'importe quel vecteur w peut s’écrire comme combinaison
linéaire de vy et vo.

% Si vy et vo sont colinéaires, alors seulement certains vecteurs w du plan peuvent s’écrire comme
combinaison linéaire de v; et vo (essentiellement ceux qui sont sur la droite portée par v; et vs).

Exemple 2.9. Dans R3, considérons

-3 1 4
vi=| 2 , va= |1 , w=1[0
0 -1 3

Est-ce que w est combinaison linéaire de vy et vo ? Pour le savoir, cherchons Ay, A tels que
AMVi+ Aovy =w,

qui mene au systéme
-3\ + A = 4
21 4+ A = 0
- X = 3

Ce systeme est incompatible, donc w ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de v; et vo.  ©

Informel 2.10. Dans ce dernier exemple, on a résolu un probleme de combinaison linéaire en 1'expri-
mant sous la forme d"un systeme linéaire. Dans la section suivante nous ferons l'inverse, en montrant
qu'un systeme linéaire peut se traduire en un probléme de combinaison linéaire.
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Parties engendrées

Définition 2.11. Soient vi,...,v, des vecteurs de R” donnés. La partie de R" engendrée par la
famille {vy,...,v,}, notée
Vect{vi,...,vp},

est définie comme 'ensemble des vecteurs de R™ qui peuvent s’écrire comme combinaison linéaire
des vecteurs vi,...,vp:
W=AVi+- AV,

Informel 2.12. La partie engendrée par une famille de vecteurs, c’est 'ensemble de toutes les combi-
naisons linéaires possibles de ces vecteurs.

Remarque 2.13. En anglais, Vect{vy,...,v,} se note Span{vy,...,v,}. o

Pour les familles contenant un ou deux vecteurs :

* Lorsqu’on considere une famille {v} contenant un seul vecteur non-nul v, Vect{v} est consti-
tué de tous les vecteurs colinéaires a v, c’est-a-dire de la forme w = Av. Il est donc naturel
d’interpréter Vect{v} comme la droite de R" engendrée par v, passant par 1’origine :

<i

N i3

* Lorsqu’on considere une famille {vy,v2} contenant deux vecteurs non-colinéaires, on inter-
prete Vect{vi, vo} comme le plan de R" engendrée par v; et vy, passant par l'origine :

Vect { V), ¥,

~

-—
w

<l

l’<‘l

A

Méme si cette terminologie (“droite”, “plan”) est empruntée a la géométrie du plan (n = 2) et de
I'espace (n = 3), nous 'utiliserons aussi dans les dimensions supérieures (n > 3).

Exemple 2.14. Plus haut, nous avions défini

-3 1 4
vi=|2], ve=|1], w=|0][,
0 -1 3

et montré que w n’est pas combinaison linéaire de v; et vo. Nous pouvons maintenant interpréter
ceci en disant que w n’est pas dans le plan engendré par v; et vy :
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La base canonique de R"

Définissons, pour tout k£ = 1,...,n, le vecteur e, € R"” comme étant le vecteur dont toutes les com-
posantes sont nulles, sauf la k-eme, qui vaut 1.

1 0 0

0 1 0

0 0 0
€1 = . ) €2 = . ) ey =

0 0 0

0 0 1

Cette famille de vecteur peut étre utilisée pour décomposer n'importe quel vecteur, comme suit :

Ty x1 0 0
T 0 T2 0
X = =| .1+t +-- 4
Tn 0 0 Ty
1 0 0
0 1 0
=1 +x2| .|+ -+ 2y
0 0 1
=zr1€1 +x9€ + -+ Tpey .
En d’autres termes,
R"™ = Vect{ei,...,e,}.
Plus tard, on appellera {ei,...,e,} la base canonique de R".

2.4 In-dépendance linéaire

La notion d’indépendance linéaire (et celle qui lui est associée, la dépendance linéaire) est une des plus
importantes de 1’algebre linéaire.

Informel 2.15. En effet, il sera important de comprendre comment des vecteurs peuvent étre utilisés
pour “remplir 1’'espace”, a I'aide de combinaisons linéaires. Pour ce faire, il faudra pouvoir décrire
dans quelle mesure ces vecteurs pointent dans des dimensions différentes de R". Et pour avoir en main
une notion qui permette de travailler (et faire des calculs!), il faut introduire une définition abstraite,
qui s’utilise en toute dimension. Cette notion, c’est l'indépendance linéaire.
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Motivation : une caractérisation de la non-colinéarité

En guise de motivation, considérons deux vecteurs dans le plan. Clairement, si ces vecteurs ne sont
pas colinéaires, c’est qu’ils pointent dans des directions différentes. Or on peut reformuler ce que
signifie étre non-colinéaire un peu différemment.

Fixons deux vecteurs du plan, v; et v, et étudions toutes les combinaisons linéaires de la forme

W = A1V] + Aova, A, A2 €R.

o A1 = 1.000...
® A2 = 1.000...

Bien-stir, quels que soient v et vo, ona w = 0 dés que A\ = \g = 0, puisque
Ovi+0vy =0.

Mais posons-nous la question de savoir s'il existe d’autres paires (A1, A2) telles que w = 0. Par un
simple calcul, ou en utilisant I'animation ci-dessus , on se convainc facilement des deux faits sui-
vants :

1) Siv; et vy nesont pas colinéaires, alors 1'unique fagon d’avoir w = 0 est de prendre A\; = A2 = 0.

2) Si v; et v sont colinéaires, alors il existe une infinité de choix possibles pour A; et Ay qui
garantissent w = 0.

3) La méme chose fonctionne en toute dimension.

On conclut de cette simple discussion que la non-colinéarité, pour deux vecteurs, peut s’exprimer de
facon plus abstraite, par cette condition a propos de leurs combinaisons linéaires nulles :

Lemme 1. Deux vecteurs non-nuls vi,va € R" sont non-colinéaires si et seulement si 'unique combinaison
linéaire nulle,
Avi+ Ave =0,

est celle pour laquelle \y = A = 0.

L’avantage de cette caractérisation de la non-colinéarité de deux vecteurs, proposée dans le lemme
précédent, est qu’elle se généralise naturellement a des familles contenant plus que deux vecteurs
(de R™). Voyons comment, dans la section suivante.
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Définition
Définition 2.16. Soient vy, ..., v, des vecteurs de R” donnés. La famille {vy, ..., v,} est dite

* linéairement indépendante (ou libre) si I'unique combinaison linéaire nulle,

Mvi+- AV, =0

est celle pour laquelle \; = Ay =--- = A, = 0.
* dépendante (ou liée) si il existe des coefficients A1, A9, ..., A, dont au moins un n’est pas nul,
tels que

)\1v1+---—|—)\pvp:0.

Remarque 2.17. Dés qu'un des vecteurs de la famille {v,...,v,} est nul, cette famille est dépen-
dante. En effet, supposons que v;, = 0. On peut alors écrire I'identité suivante, toujours vraie,
Ovi+0vy+---4+0vp_1+1 vi +ka+1+-~+0vp:0,
—~—
=0
qui implique bien que {vi,--- ,v,} est dépendante. o

Exemple 2.18. Considérons la famille de vecteurs de R* contenant les trois vecteurs

1 0 3
0 -2 2
-3 5 0

Cette famille est-elle libre ou liée ? Pour répondre, considérons la relation linéaire
A1V1 + Agvo + A3vy3 = 0.

Lorsqu’on écrit explicitement cette relation en composantes, on obtient le systéme 4 x 3 suivant :

Al + 3x3 = 0
— 2 + 2X3 = O
2\ + X 4+ A3 =0
—-3M\1 + bBAs =0
La matrice augmentée de ce systeme devient, apres échelonnage,
10 3|0
01 -110
0 0 110
0 0 010
La solution du systéeme correspondant est \; = A2 = A3 = 0. On conclut que {vi,vg, v3} est une
famille libre. o
Exemple 2.19. Montrons que la famille formée des vecteurs de la base canonique de R”, {e1,..., e},

est libre. Pour ce faire, considérons la relation linéaire
Are; + \oes + -+ A\e, = 0.

Lorsqu’on I’exprime en composantes, cette derniére devient

At = 0
A = 0
A = 0
qui montre bien que la famille est libre. o
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2.4. In-dépendance linéaire

Théoreme 2.20. Une famille {v1,...,v,} est liée si et seulement si un de ses vecteurs peut s’écrire comme
combinaison linéaire des autres, plus précisément : si il existe k € {1,...,p} tel que vy, peut s’écrire comme
combinaison linéaire des v;, j # k.
Preuve: Si la famille est liée, alors il existe des nombres A4, .. ., Ap, non tous nuls, tels que
AViF o ApVe e+ Apvy, = 0.
Si on supposons que le coefficient A, # 0, on peut isoler v, dans cette derniere :
p
(=A)
Vi = Z )\k V.
j=1
ik

On a donc bien exprimé v, comme combinaison linéaire des autres. Inversément, si un v, peut s’écrire comme
combinaison linéaire des autres,
p
Vi = E a;Vj,

Jj=1
Gk
et on peut récrire cette derniére comme
a1vi+ -+ ap_1 Vo1 + (1) Vi + app1 Ve + -+ apvpy =0,
qui montre bien que la famille est liée. O
A la lumiére de ce dernier théoréme, illustrons encore la différence libre/liée dans le cas simple de
trois vecteurs dans R?.
Exemple 2.21. Considérons une famille de trois vecteurs de R, F = {vy,va, v3}.

* Si F estliée, alors le théoreme précédent implique que 1'un des vecteurs, disons vy, peut s’écrire
comme combinaison linéaire des deux autres. En d’autres termes, cela signifie que v; est dans
le plan engendré par va,vs :

= Par contre, si F est libre, alors le théoreme implique qu’aucun des vecteurs ne peut s’écrire
comme combinaison linéaire des autres (aucun n’est dans le plan engendré par les deux autres),
ce qui exprime bien le fait que ces trois vecteurs pointent tous dans des dimensions différentes :

A

wd
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Chapitre 3

Systemes : formulation vectorielle

3.1 Systémes : formulation matricielle

Dans ce chapitre, nous allons reformuler ce qui a été dit a propos des systémes en utilisant le langage
vectoriel de I’algébre linéaire. Ceci aura plusieurs avantages, et menera en particulier a une compré-
hension plus profonde des divers aspects liés a la recherche des solutions d"un systeme linéaire.

On peut voir un systéme m x n général, de la forme

anrr + apre + -+ apr, = b

a21x1 + a22x9 + -+ aAonLn = bg
(*) . ;

am1T1 + am2T2 + 0 4+ QpnTn = by

comme une égalité entre deux vecteurs de R™ :

a;1r1 + appr2 + - 4+ aip®y b1
a21x1 + agexre + - +  apT, by
Am1T1 + am2ar2 + -+ AmaTn bm

Or on peut récrire cette derniere comme suit :

aii a2 Qln b1
as1 a2 aonp bo

il . + x2 . +--txy . = . )
am1 Am2 Amn bm

dans laquelle on reconnait maintenant, dans le membre de gauche, une combinaison linéaire des
colonnes de la matrice associée au systéme, qui est donnée, rappelons-le, par

air a2 v Gy

a1 @ - Qo
A=

Gm1 Am2 - Omnp

Récrivons la méme chose de fagon plus compacte, en commencant par définir le vecteur associé au
second membre,
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3.1. Systemes : formulation matricielle

et récrivons la matrice du systeme comme une famille de colonnes,
A=la ay - ay,

ot la k-eme colonne est le vecteur de R™ donné par

ai
a2k
ag ‘=
Amk
Donc la recherche de solutions (z1, z2, . . ., x,,) au systeme (x) est équivalente a demander sile membre

de droite b appartient a la partie de R engendrée par les colonnes de A, c’est-a-dire si on peut écrire
b comme une combinaison linéaire des colonnes de A :

x1a1 + T2y + -+ + Tpa, = b.

Dans cette formulation, les inconnues z1, ..., z, jouent le role de coefficients de la combinaison li-
néaire.

Une derniére définition permettra de faire encore un pas dans la description du systeme ().
Définition 3.1. Soit A une matrice m x n, dont la k-eéme colonne est notée a;, € R™,
A=[a; ay -+ a,],

et soit x un vecteur de R",
1

Ln

Le produit de A par x est le vecteur Ax € R™ défini par la combinaison linéaire

AX :=zx1a1 + - - + zTpA, .

Le produit d'une matrice A (m x n) par un vecteur x € R" crée donc un vecteur Ax € R™. Cette
transformation est ’exemple standard de ce que 1’on appellera plus tard une transformation linéaire,
puisqu’elle satisfait aux deux propriétés suivantes :

Lemme 2. Soit A une matrice m x n. Alors pour tous x,y € R™ et pour tout scalaire A € R,
1) Ax+y)=Ax+ Ay,
2) A(Xx) = X\ Ax.

Ensemble, ces deux propriétés constituent la linéarité.

Preuve: Notons la matrice A = [a; - - - a,,], et les vecteurs

Z1 Y1

T2 Y2
X = ) Yy =

Tn Yn
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3.2. Sur le nombre de solutions d’un systeme linéaire (BIS)

Pour la premiere propriété,

1+ Y1
To + Yo
Ax+y)=|a1 ay --- ag] .
Ty + Yn
= (z1+y)ar + -+ (T + Yn)an
= («rlal + o+ xnan) + (ylal et ynan)

= Ax + Ay .
Pour la deuxiéme,
)\iL‘l
/\332
A(Mx) = [al as - an]
ALy,

=(Azy)a; + -+ (Azp)a,
= Mziay) + - + AMzpay)
= MNzay + -+ + zpa,)

= \Ax.

O

Avec les notations introduites, on peut maintenant écrire le systéme () sous une forme purement
vectorielle :
(x): Ax=Db

L’existence d"une solution x, pour ce systéeme, signifie donc qu’il existe au moins une fagon d’écrire
le membre de droite b comme combinaison linéaire des colonnes de A.

3.2 Surle nombre de solutions d’un systéme linéaire (BIS)

Comme premiére application de la formulation vectorielle d"un systeme linéaire m x n, revisitons le
Théoreme “0, 1, 00", en donnant une preuve plus transparente que celle vue précédemment :

Théoréme 3.2. Soit A une matrice m X n, b € R™ un second membre, et soit S(*) I’ensemble des vecteurs
x € R"™ solutions de
(x): Ax=Db,

Si S n’est pas vide, alors soit il contient exactement un vecteur, soit il en contient une infinité.
Preuve: (La preuve est la méme que dans la premiére version, mais formulée dans un langage vectoriel.)
Supposons que S(,) n'est pas vide, et qu’il contient plus d'un élément. On a donc deux vecteurs x,y € R"

distincts, tels que
Ax=Db, Ay =b.

Considérons un scalaire A quelconque, et définissons
z:=y+Ax—-y).

Si A est différent de 0 et 1, alors z est différent de x et de y . Vérifions que z est aussi solution de (x). En effet,
par la linéarité démontrée dans le lemme,

Az:A(y+/\(X—y)) :;4,)_7/+/\(Ax—Ay) =b.
= =b—b=0
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3.3. Systemes homogenes et inhomogénes

On peut dong, en choisissant A, créer une infinité de nouvelles solutions.

La formulation vectorielle permet d’'interpréter géométriquement la preuve donnée ci-dessus. En effet, on sait
de la géométrie analytique que le vecteur z = y +A(x —y) a son extrémité située sur la droite passant y, dirigée

parx—y:

ol
&

)

L'infinité de solutions vient du fait qu’il existe une infinité de vecteurs ayant tous leur extrémité sur cette
droite. O

3.3 Systémes homogenes et inhomogenes

Dans I'étude des systemes m x n du type
(x): Ax=Db,
il sera important de distinguer ceux dont le second membre b est nul.

Définition 3.3. Soit b € R™.

* Sib =0, le systeme (x) est dit homogene :
Ax =0.

* Si b # 0, le systeme (x) est dit inhomogene.

Solutions des systémes homogeénes

Commengons par une remarque importante : tout systeme homogene est compatible. En effet, il possede
toujours la solution triviale , donnée par le vecteur nul 0 € R", puisque le produit d"une matrice par
le vecteur nul donne toujours le vecteur nul :

A0=0.

(Attention, le “0” du membre de gauche est le vecteur nul de R"”, alors que le “0” du membre de
droite est le vecteur nul de R™!)

Exemple 3.4. Etudions le systeme 3 x 3 homogene donné par
10 2 1 0
0 30 2| =10
4 0 5 x3 0
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L'opération L3 <— L3 — 4L donne

1 0 2 x1 0
03 0 2| =101,
0 0 =3/ \x3 0
qui correspond au systéme triangulaire
X1 + 223 = 0
3o = 0 ,
— 31’3 = 0

dont 'unique solution est (z1,x2,23) = (0,0,0). On conclut que dans ce cas, il n’y a pas d’autre
solution que la solution triviale. o

Mais un systeme homogene peut posséder des solutions autres que la solution triviale. En fait, dés
qu’il posseéde une solution autre que la triviale, on sait qu’il doit en posséder une infinité.

Exemple 3.5. Le systeme 3 x 3 homogene

1 1 0 I 0
2 8 -2 2| =10
2 5 -1 I3 0
est équivalent a
11 0 T1 0
03 -1 2| =10
00 0 x3 0

On voit que z3 est libre, et donc que le systeme possede une infinité de solutions, décrites par

T -1
S = xo | =1 1 teR
I3 3

On retrouve bien-siir la solution triviale en prenant ¢ = 0, mais toute valeur ¢ # 0 donne une solution
non-triviale.

Remarquons encore que ’ensemble S ci-dessus n’est autre que la partie de R® engendrée par le
—1
vecteur non-nul v = ( ! ) : § = Vect{v}. On peut donc interpréter S comme 1’ensemble de tous

les vecteurs situés sur la droite dirigée par v, passant par I'origine de R3. o

Informel 3.6. Remarquons que quand on travaille dans les réels, I'équation (avec a # 0)
ar =0

ne possede que “z = 0” comme solution. Ici, un systéeme homogene
Ax =0

peut posséder une infinité de solutions non-nulles (méme si A contient des coefficients différents de
7€10).
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3.3. Systemes homogenes et inhomogénes

Exemple 3.7. Considérons le systeme homogene 2 x 4 suivant :
I
11 1 1\ [a]| (0
10 -1 0/ |z3| \O/)°
Ly

Deux opérations élémentaires (L; < L; — Lo, suivie de L; <+ L) menent a la forme réduite

Tl
10 -1 0\ [a]| (0
01 2 1 z3 | \0/’
T4
qui correspond a
T — 3 =0
(*){ T9 + 223 + x4 = 0 °
dans lequel z3 = s et x4 = ¢ sont libres. On a donc
I S
S = 2= “2s -t s,t e R
I3 S
Ty t
o
Systémes homogenes et indépendance linéaire
Par définition, le probleme de savoir si une famille {v, ..., v,} C R" estlibre ou liée revient a étudier

les familles de coefficients a4, . . ., o, pour lesquelles la condition
arvi+--+apvy, =0

peut étre satisfaite. D’un point de vue calculatoire, ce probleme peut étre reformulé comme suit.

Définissons la matrice n x p,

A= [vl . Vp] ,
et introduisons le vecteur
aq
a=| : | eRP,
Qp

Alors {v1,...,v,} estlibre si et seulement si le systeme homogene

Aa=0
ne possede que la solution triviale : o = 0.
Exemple 3.8. Soient
1 0 7
V] = 2 s Vo = 1 s V3 = —2
3 —4 3

La famille F = {v1,vs,v3} C R3 est-elle libre ou liée?
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3.3. Systemes homogenes et inhomogénes

Le systeme Aa = 0 correspondant est

1 0 7 o 0
2 1 =2 as | =1(0],
3 —4 3 o3 0

qui est équivalent a

1 0 7 a1 0
0 1 —16 as | =101,
0 0 41 a3 0
qui ne possede que la solution triviale. Donc F est libre. o

Cette facon de traiter I'indépendance linéaire permet d’énoncer un résultat général sur I'indépen-
dance linéaire :

Théoreme 3.9. Dans R", toute famille de plus de n vecteurs est liée.

Preuve: Soit F = {v1,...,v,} C R", avec p > n. On peut ranger ces vecteurs dans une matrice n x p, qui a
plus de colonnes que de lignes :

a1 a2 - G1p
a1 Q22 -+ Ggp
A=[vi ... vy = ;
ap1  Ap2 -+ Gnp
olta;;j, i = 1,...,n, sont les composantes du vecteur v;.

Maintenant, étudions la dépendance en considérant la relation linéaire
a1vy+ -+ apvy, =0.

Celle-ci correspond au systeme Aa = 0, qui a pour matrice augmentée

a1 a2 -+ aip |0
a1 a2 -+ agy |0

0
anl Qp2 -+ App 0

Puisque p > n, sa forme réduite doit contenir au moins une colonne ne contenant pas de pivot, et donc le
systéme posseéde au moins une variable libre. Ceci implique, comme le second membre est nul, qu'il existe une
infinité de solutions non-triviales, et donc que F est liée. O

Solutions des systemes inhomogeénes

Fixons maintenant un b € R™ non-nul, et considérons le systeme inhomogene
(x): Ax=Db.

A l'opposé des systémes homogenes (qui ont toujours au moins la solution triviale), il n’y a aucune
garantie concernant 1’existence d’une solution. Mais pour que la discussion ci-dessous ne soit pas
vide, supposons que ce systéme est compatible : S(,) # (. Notre but ci-dessous sera décrire une
propriété générale de I'ensemble S).

Le résultat suivant va nous montrer que les solutions de ce systeme sont intimement liées a celle du
systeme homogéne associé, qui est celui avec la méme matrice A, mais dans lequel on remplace b
parO:

(*)h : Ax=0.
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3.3. Systemes homogenes et inhomogénes

Théoréeme 3.10. Supposons déja connue une solution de (x), que I'on nommera particuliére, et que I'on
notera v,, . Alors toute autre solution de (x), v € S(«), peut s’écrire comme

vV =vVp+vp,

oil v, est une certaine solution du probleme homogene (x)p, associé.

Preuve: Siv € S(,), alors
Mais puisque v, € S,), on a aussi

En soustrayant ces deux derniéres expressions, on obtient
Av—-Av,=b—-b=0.
Par linéarité, ceci implique que
A(v—v,)=0.
Ainsi, en définissant v, := v — v, cette derniére dit bien que v}, est solution du probléme homogeéne associé :

Avyp, = 0. Puisque v = v, + vy, ceci démontre le résultat. O

Ce théoreme peut étre résumé comme suit : si on connait seulement une solution du systeme (x), et si
on sait completement résoudre le systeme homogene associé (), alors on connait foutes les solutions
du systeme (x). Plus concretement, pour résoudre (x), on pourra procéder comme suit :

1) Chercher une solution particuliere v, de (x).
2) Résoudre le systéme homogene associé (x)j, c’est-a-dire trouver 'ensemble S, .

3) Combiner les deux, pour produire

S(*) = {V:Vp+Vh|Vh S S(*)h}.

Interprétation géométrique :

Voyons comment cette structure peut s’observer sur un exemple concret.
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Exemple 3.11. Considérons le systeme 3 x 3 suivant :

1 4+ 3x9s + xz3 = 1
(%) 221 + a2 — 3z3 =
—x1 + bdxo + Txz = -9
qui correspond a
1 3 1 1
A=|2 1 =3], b=|[7
-1 5 7 -9
Remarquons que le vecteur
2
Vp = 0
-1
est solution du systeme. En effet,
1 3 1 2 1
Av,=|2 1 3]0 ]=7]|=b.
-1 5 7 —1 -9

On a donc une solution particuliére v,,. On sait maintenant, par le théoréme, que 'on aura toutes les
autres solutions en résolvant le systéme homogene associé, c’est-a-dire

1 3 1 X1 0
(+)p : 2 1 =3| (2] =10
-1 5 7 3 0

En procédant comme d’habitude, on obtient

T 2
S(*)h = zo | =t —1 ‘tER
I3 1

On sait dong, par le théoreme, que toutes les solutions du probléeme inhomogene sont données par

S(*) = {V =V —I-Vh|Vh € S(*)h}

T 2 2
Az =]0]+t|-1 ’teR
T3 -1 1

Bien-stir, on observe cette structure aussi si on résout le systeme avec la technique habituelle. En
partant de la matrice augmentée,

1 3 1 1
2 1 -3 7 ,
-1 5 7 |-9

dont I'échelonnage méne a identifier la variable libre x3 = ¢, on trouve

T :4+2t,
Tog=—1-1,
xr3 =1.
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3.4. Applications linéaires : introduction

Vectoriellement, on peut écrire I'ensemble des solutions comme

T 4 2
S(*) = o |l =1-1]+t]| -1 teR
I3 0 1

On voit donc encore une fois la structure “solution particuliére + toutes les solutions du probleme
homogene associé”. o

3.4 Applications linéaires : introduction

Plus haut, nous avons défini le membre de droite d'un systeme m x n, a savoir “Ax”, comme le
produit d"une matrice (de taille m x n) A par le vecteur x € R". Ce produit étant défini comme une
combinaison linéaire des colonnes de A, Ax est un vecteur de R™.

La multiplication par une matrice m x n est donc une opération qui transforme les vecteurs de R" en
des vecteurs de R™. C’est un cas particulier d"une application (ou fonction) de R" dans R™ :

R" — R™
x— Ax.

Si nécessaire, quelques notions générales sur les fonctions sont rappelées ici (lien web).
Applications : le point de vue général

Plus généralement, une application n’est pas forcément définie a ’aide d’une matrice. On utilisera
souvent la lettre “I"” pour représenter une application générique :

T:R"—R™
x— T(x).

Le vecteur y = T'(x) est appelé image de x (par T), et x est une préimage de y.

Considérons un instant une équation du type suivant

ou le membre de droite b € R™ est fixé. L'existence d’au moins une solution x € R"”, pour cette
équation, revient a demander si b fait partie des éléments de I’ensemble d’arrivée qui sont “atteints”
par l'application, c’est-a-dire pour lesquels il existe au moins une préimage. Ceci méne a la définition
suivante :
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3.4. Applications linéaires : introduction

Définition 3.12. L'ensemble image de 7" : R” — R™ est défini par

Im(T) :={y eR" : 3xeR"tq.T(x) =y}.

On a dong, pour I’équation (x) ci-dessus :
* Sib ¢ Im(T), alors (*) ne possede aucune solution.

* Sib € Im(T), alors (*) possede au moins une solution.
Définition de la linéarité
Définition 3.13. Une application

T:R" —R™
x — T'(x)

est dite linéaire si elle satisfait aux deux propriétés suivantes :
1) T(x+x') = T'(x) + T'(x') pour tous x,x’ € R™.
2) T(A\x) = AT'(x) pour tous A € Retx € R™.

Exemple 3.14. Considérons l'application 7' : R? — R? définie ainsi :

1 —x1 + 3x2 + bx3
x| =x—T(x):= s+ 7oy
T3

Montrons, “a la main”, uniquement a l'aide de la définition de linéarité, que T est linéaire. Pour ce

x1
faire, prenons un x = | x2 | et un scalaire A. On utilise la définition de T" pour calculer
z3
)\:vl
T(\x) = T( A2 )
xs3

_ ((—Am) + 3(Ax2) + 5(/\1'3)>
(Az3) + 7(Az1)

(—wl + 3x9 + 5)\363)
= A
x3 + 721

= \T'(x).
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Ensuite, pour toute paire X, y,

1+
T(X+Y)=T< T2 + Yo
T3+ Y3
—(z1 + y1 +3(x2 + y2) + 5(x3 + y3)>
(3 +y3) + 7(x1 +v1)

( 1+ 322 + 5963) <—yl + 3y2 + 5y3>
T

x3 + Ty Y3 + Ty1

T(y)-

On a donc bien montré que T est linéaire. o

Nous avons déja vu que si T : R™ — R™, et si il existe une matrice m x n telle que
) q q
T(x) = Ax vx € R",

alors T est linéaire . Mais a priori, une application peut étre linéaire sans forcément étre associée a
une matrice.

Exemple 3.15. Si on reprend 1'application 7" de I’exemple précédent, on peut remarquer que

€1
_(—x1+3w2+523\ (-1 3 5 .
T(X)_( w3+ oy >_<7 0 1> iz = Ax.
3

Ainsi, T est linéaire. <

Pour montrer qu'une application n’est pas linéaire, il suffit de montrer qu'une des deux conditions
qui définit la linéarité n’est pas satisfaite, en exhibant un contre-exemple. On pourra donc

* soit trouver un x, et un scalaire A tel que T'(Ax..) # AT (x.),

* soit trouver deux vecteurs x.,y. tels que T'(x, + y«) # T(x.) + T(y+).
Exemple 3.16. Considérons 'application 7 : R? — R? définie par

12
<x1) =x—T(x):= | —z2

Z2
I

7

L’apparition de la multiplication “z1z2” indique que cette application n’est probablement pas li-

L 1
néaire. Comme contre-exemple, prenons A = 2, et x, = L On a

T()\x*):T<2 <§)):T<<§>>: 6],

alors que
3 6

AT(x*)zzT(@)):z 3] =1{-6

1 2
On a donc T'(Ax.) # AT (x4), ce qui implique que 7" n’est pas linéaire. o
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Pour la suite...

Nous aurons encore beaucoup a dire sur les applications linéaires, qui sont les vraies “fonctions”
étudiées en algebre linéaire (un peu comme les fonctions continues sont les fonctions les plus étudiées
en analyse).

Mais avant d’en dire plus, nous allons faire un pause, dans le chapitre suivant, et reprendre tout ce
que nous avons fait jusqu’ici, en adoptant un point de vue beaucoup plus général, celui des espaces
vectoriels abstraits. Nous introduirons plus de choses dans ce cadre, en particulier & propos des appli-
cations linéaires d"un espace vectoriel dans un autre. Plus tard, nous appliquerons alors ces notions
lorsque nous reviendrons plus en profondeur sur les applications linéaires du type x — T'(x) = Ax.
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Chapitre 4

Espaces vectoriels

4.1 Motivation

On a pu apprécier, dans les dernieres sections, a quel point l'introduction de la notion abstraite de
vecteur s’est avérée utile, non seulement dans la description des systémes linéaires, mais aussi dans
I'avantage qu’ils représentent d’un point de vue calculatoire : on peut les manipuler un peu comme
de simples nombres , sans se soucier du fait qu’ils représentent, a priori, des objets de grandes dimen-
sions.

Les vecteurs nous ont également permis de développer le début de la théorie des applications li-
néaires 7' : R" — R™, qui nous occuperont pour la plupart de ce que nous allons faire jusqu’a la fin
de ce cours.

Mais avant de poursuivre cette étude, nous allons généraliser tout ce que nous avons fait jusqu’ici,
pour l"utiliser dans d’autres situations.

En effet, il est profitable, dans beaucoup de situations qui vont bien au-dela de ce que nous avons
vu jusqu’a maintenant, d’avoir une structure vectorielle abstraite qui permette de manipuler des
objets a I'aide d"une addition vectorielle et d’une multiplication par un scalaire, telle que les propriétés
classiques de l'arithmétique (commutativité, distributivité, etc) soient satisfaites. Cette structure, qui
généralise la notion de vecteur dans R", est ce qu’on appelle un espace vectoriel, et constitue le sujet
de ce chapitre.

Les espaces vectoriels offrent un cadre de travail sur lequel nous redéfinirons naturellement tout ce
que nous avons fait dans le cas de R". Nous introduirons également de nouvelles notions, qui seront
apres utilisées dans le cas particulier des espaces R™.

Informel 4.1. Attention : le contenu de ce chapitre est abstrait! La difficulté principale, pour le novice,
est d’accepter le fait que 1’on va parler de “vecteurs” sans dire exactement ce qu’ils sont; il faudra
s’habituer a travailler avec ces objets en utilisant uniquement les propriétés qui les définissent, et qui
sont décrites dans la définition de la section suivante.

4.2 Définition et exemples

Commencons par introduire la généralisation abstraite de la notion de vecteur rencontrée dans les
chapitres précédents :
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Définition 4.2. Un espace vectoriel est un ensemble non-vide, noté souvent V, dont les éléments
sont appelés vecteurs, notés souvent u,v,w, ..., muni d’'une addition et d'une multiplication par
un scalaire, satisfaisant aux propriétés suivantes :

1) u+ v = v+ u pour tous u,v € V (commutativité)
2) u+ (v+w) = (u+ v) + w pour tous u, v, w € V (associativité)

3) Il existe un vecteur nul, noté “0”, tel que pour toutv € V,
O+v=v+0=w.
4) Pour tout v € V, il existe un vecteur opposé, noté —v, tel que
v+ (—v)=(-v)+v=0.

5) AMu+v) =Au+ Avpourtous A € R, u,v € V

)

6) (A+p)v=A+pvpourtous \,p € R,v eV
7) AMpv) = (Ap)v = p(Av) pour tous A, u € R, v e V
8) 1lv =wv pour toutv € V

Remarque 4.3. Ce que I'on vient de définir est généralement appelé espace vectoriel réel, car les sca-
laires utilisés pour multiplier les vecteurs sont des nombres réels. o

Donc un espace vectoriel est simplement un ensemble d’objets abstraits appelés vecteurs, dans lequel
un “+” permet d’additionner ces vecteurs, et dans lequel on peut multiplier les vecteurs par des
scalaires.

Informel 4.4. Cela peut prendre du temps de s’habituer a ce niveau d’abstraction, et d’imaginer
que ce genre de structure existe ailleurs que dans le cadre des “fleches de R"”. C’est surtout a la
fin du cours qu’on se rendra compte de l'utilité de cette généralisation, lorsqu’on pourra résoudre
des problemes concrets en appliquant des méthodes algébriques/géométriques (par exemple : la
méthode des moindres carrés) dans un espace vectoriel abstrait.

) .. v iols.
Voyons quelques-uns des principaux exemples d’espaces vectoriels

Espaces R"

Le premier exemple d’espace vectoriel que nous avons rencontré est bien-stir celui ot1 V' est formé de
tous les vecteurs de R". Dans ce cas 1’addition et la multiplication par un scalaire avaient été définis
de fagon naturelle, a savoir composante par composante. C’est souvent le méme procédé qui est utilisé
dans des cas plus généraux.

Espaces de fonctions

Dans ce premier exemple, nous allons voir comment des ensembles de fonctions peuvent aussi étre
vus comme des espaces vectoriels.

Soit I C R un intervalle (borné ou non, I peut méme étre la droite toute entiere), et soit V' ’ensemble
de toutes les fonctions définies sur I, a valeurs réelles :

V = {fonctions f : I — R}.

44: NumChap: chap-espaces-vectoriels, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

4.2. Définition et exemples

Remarque 4.5. Une fonction f € V est définie une fois que 'on a défini la valeur du réel f(t) pour
chaque ¢ € I. Ainsi, deux fonctions f, g € V sont égales, ce qu'on écrit f = g, si et seulement si elles
prennent la méme valeur en tout point, c’est-a-dire si

F(t)=g(t), Vtel.
o

* Définissons une addition sur V. Pour ce faire, nous devons associer a toute paire f,g € V une
nouvelle fonction f + g € V. On doit donc définir le réel (f + ¢)(t) pour tout ¢t € I, ce que 'on
fait naturellement en posant

(f+9)@):=f(t)+g(t), Vtel.

* Définissons la multiplication par un scalaire :si f € Vet A € R, alors A\f € V est la fonction
Af : I — R définie comme suit :

() = Af(t), Vtel.

Nous devons maintenant vérifier que V' est bien un espace vectoriel. Pour cela, nous aurons besoin
de la fonction nulle 0 € V, comme étant la fonction qui vaut zéro en tout point,

0(t):=0, Vtel,
et 'opposé d’une fonction f € V, notée —f € V, est la fonction
(=)(t):=—f(t), Vtel.

Théoreme 4.6. Muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire (définies ci-dessus), V' est un espace
vectoriel.

Preuve: On vérifie une a une chacune des propriétés qui définissent un espace vectoriel. (On remarquera qu’a
chaque fois, c’est une propriété des réels qui fait le travail!)

1) Soient f,g € V.Sionfixet € I, on peut écrire

(f+9)@) = (1) +9(t) = g(t) + f(t) = (9+ F)() .

Comme cette identité est vraie pour tout ¢ € I, cela implique bien que f +g =g+ f.
2) Soient f,g,h € V.Sion fixe t € I, alors

(f+(g+m)@) = f(t) + (g +h)(?)
= f(t) + (9(t) + (1))

= (f(8) +9(t)) + R(t)

= ([ +9)®) +ht)=((f+9) +h)@).

Comme cette identité est vraie pour tout t € I, cela implique bien que f + (g + h) = (f + g) + h.

3) Par la définition de la fonction nulle, on a bien-stir que f 4+ 0 = f pour toute f € V, puisque
(F+0)(t) = f(t) +0) = f(t), Vel
4) Avec l'opposé — f défini plus haut, pour tout ¢ € I,

(f+ (=M@ =F@) + (=H) = F(E) - f(t) =0=0(),
ce qui implique que f + (—f) = 0.
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5) Soient f,g € V, etsoit A € R. Pour toutt € I,ona

(A(f +9)(t)

(f+9)(1)
(f(t) +9(t)
f(t) + Ag(t)
£+ (Ag)(t)
f+29)(1),

A
A(f
A
= (A
=

ce qui implique A(f + g) = Af + Ag.
6) Soient A\, u € R, et f € V.On a, pour tout ¢ € I,

(A+m) @) = A+ p)ft)
= Af(t) + pf(t)
= AN®) + (nf)(?)
=Af+ @),

ce qui implique bien que (A + p)f = Af + uf.
7) Soient \,u € R, f € V.Ona, pour toutt € I,

ce qui implique bien que A(uf) = (Ap)f = n(Af).
8) Soit f € V.On a, pour toutt € I,
AN =1-f(t) = f(t),

ce qui implique bien 1f = f.
O

Informel 4.7. La preuve est étonnamment longue, mais ne présente aucune subtilité! (La seule diffi-
culté, peut-étre, est de comprendre pourquoi il est nécessaire de faire tout ¢a!)

Espaces de polynomes

Les polynomes sont des fonctions tres particulieres mais fournissent un cas important d’espace vec-
toriel, jouant un role important dans de nombreuses applications.

Soit n > 1 un entier, et soit P, I'ensemble de tous les polynomes réels de degré au plus égal a n.
Cela signifie qu'un élément p € P,, est un polyndme de la forme

p(t) = ag + a1t + agt® + - + a,t", teR,

ol les coefficients ag, a1, ..., a, sont des réels. On additionne et multiplie (par des scalaires) comme

on I'a fait pour les fonctions.
Théoreme 4.8. Muni de I'addition et de la multiplication par un scalaire, P, est un espace vectoriel.

Preuve: (voir exercices) ]
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Espace des matrices

Considérons I'ensemble des matrices m x n a coefficients réels, noté M, ., (R). Si une matrice A €
M, xn(R) a des coefficients a;; (i = 1,...,m, j =1,...,n), on écrira simplement

A = (aij)i=1,..m

30y

J=1

[ARR)

On rappelle les définitions d’addition et de multiplication par un scalaire, introduites précédem-
ment :
* SI A, B € Man(R)/
A = (aij)i=1,..m B = (bij)i=1,...,m

[AAS}

j=1,..n Jj=1,...,n

on définit A + B € M;;,x»n(R) comme la matrice dont les éléments sont les nombres a;; + b;;

A+ B = (aij + bij)i=1,...,
j=1,...n

* Pour un scalaire A € R, on définit AA € M,,,x,(R) comme la matrice dont les éléments sont les
nombres Aa;; :
A = (Aaij)i=1,...m -

goony

Jj=1,...,n

Théoreme 4.9. Muni de l'addition et de la multiplication par un scalaire (définies ci-dessus), My, xn(R) est
un espace vectoriel.

Preuve: En exercice ! L'élément nul “0” est la matrice m x n dont tous les éléments sont égaux a zéro, et 'opposé
d’une matrice A est la matrice dont tous les éléments sont les opposés de ceux de A. O

Autres exemples

La structure d’espace vectoriel apparait dans de nombreuses situations.

Exemple 4.10. Soit V' I’ensemble des suites de réels, dans lequel une suite est notée simplement
X = (2 )n>0. En définissant une multiplication par un scalaire A € R,

AX = (AZp)n>0,

et ’addition
X+ Yy = (xn + yn)n20 )

on peut vérifier (en exercice) que V' a une structure d’espace vectoriel. o

4.3 Colinéarité et in-dépendance linéaire

Une fois que I'on est dans un espace vectoriel V bien défini, on peut importer n’importe quelle notion
vectorielle, rencontrée dans R”, dans V. Ceci permettra de profiter de ces notions pour résoudre des
problemes dans un cadre abstrait, ayant parfois des conséquences pratiques surprenantes.

Arrétons-nous sur quelques-unes de ces notions, qui seront empruntées directement de ce que nous
avons fait dans R".
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Colinéarité
Définition 4.11. Soit V' un espace vectoriel. Deux vecteurs u,v € V sont colinéaires si I'un d’eux
peut s’écrire comme un multiple de 'autre.

Exemple 4.12. Les matrices A, B € My, 3(R) définies par
1 0 2 -2 0 —4
S GO R O

0 2
sont colinéaires, puisque B = —2A. Par contre,
;{1 1 2 (0 7 2
A_<1 -3 1) B=lo 2 41
o

ne sont pas colinéaires, parce qu’il n’existe aucun A € R tel que A = AB ou tel que B = \A.

Exemple 4.13. Soient f, g : R — R les fonctions
f(t) :=sin(t)

Montrons que f et g ne sont pas colinéaires. On le démontre par I'absurde : supposons qu’il existe

g(t) := cos(t) teR.

A € R tel que g = \f, cest-a-dire tel que
cos(t) = Asin(t), VteR.

En écrivant cette relation pour le choix particulier t = 7, on obtient

V2 _

2

)

[

qui implique A = 1. Mais, pour le choix ¢ = 7, on obtient
0=X-1,

qui implique A = 0. On conclut qu’il ne peut pas exister de scalaire A qui fonctionne pour tous les
o

t € R. On conclut que f et g ne sont pas colinéaires.

Combinaisons linéaires et in-dépendance
., A\p sont des scalaires, on

., Up est une famille de vecteurs d’un espace vectoriel V, et si Ay,

Si V1, .-
peut considérer la combinaison linéaire

)\11)1+---+)\p7)p.

On peut alors généraliser la notion d’indépendance linéaire :
Définition 4.14. Soient vy, ..., v, des vecteurs d'un espace vectoriel V. La famille {v1, ..., v,} est dite
* linéairement indépendante (ou libre) si 'unique combinaison linéaire nulle,
A1+ -+ A =0

est celle pour laquelle \{y = Ay =--- =)\, =0
., Ap, dont au moins un n’est pas nul,

* dépendante (ou liée) si il existe des coefficients A;, A2,

tels que
Av1 + 4 Apup = 0.
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Exemple 4.15. Considérons les matrices

10 0 1 1 -1
(o 8) e el

et montrons que la famille {A, B, C'} est libre. Pour ce faire, considérons la relation linéaire

MA+ B+ X3C =0,

1 0 0 1 1 -1 0 0
Al(o —1)+A2<1 0>+A3(0 1)‘(0 o)’
A+ A3 Ay — A3 . 0 0

A2 -1+ A3 —\0 0/°

Deux matrices sont égales si et seulement si tous leurs coefficients sont égaux, donc cette derniere
égalité entre matrices 2 x 2 est équivalente a

qui signifie en fait

c’est-a-dire

Al + A3 = 0

A — A3 = 0

(*) Ao =0
-\ + X3 = 0

Ce systeme ne possédant que la solution triviale, \; = A2 = A3 = 0, on en conclut que {A, B, C} est
libre ou, en d’autres termes, qu’aucune de ces matrices ne peut s’écrire comme combinaison linéaire
des deux autres. o

Exemple 4.16. Dans 1'espace V' de toutes les fonctions de R dans R, considérons pour tout k =
0,1,...,p, le polyndme fi(t) := t*, ¢’est-a-dire que

fot) =1, fi(t):=t, folt):=12, - fo(t) =17,
Lemme 3. {fo, f1,..., fp} est libre.
Preuve: Soient \g, A1, ..., A, des scalaires. On a

Xfo+Afit+-+ A =0

si et seulement si
Ao+ Mt 4+ Xat? - F AP =0, VteR.

On va maintenant utiliser le résultat suivant :
Théoreme 4.17. Soit p(t) un polyndme i coefficients réels :
p(t) :a0+a1t+a2t2+~--+aptp.

Sip(t) = 0 pour tout t € I (oit I est un intervalle ouvert), alors p est le polynome nul, c’est-a-dire que ag = a1 = - -+ =
ap = 0.

Preuve: Voir par exemple ici (lien web). o
Ce résultat implique, en prenant I = R, que A\g = A; = --- = A, = 0, et donc que la famille {fo, f1,..., fp} est
libre. o

o
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Exemple 4.18. Dans 1'espace V' de toutes les fonctions de R dans R, considérons la famille {f, g, h},
ou pour toutt € R,
ft) =17, g(t) := cos(2t), h(t) := cos®(t).

Pour savoir { f, g, h} est libre ou liée, on considere la relation linéaire
AMf 4+ Ag+A3h =0,

qui signifie
TA1 + Mg cos(2t) + Az cos?(t) = 0 VieR.

Or si on se souvient de la relation trigonométrique

1 2
cos(a) = + cos(2a) ,
2
on peut écrire
1 1 1 1
_ 2 — 4= —— i
h(t) = cos”(t) = 515 cos(2t) 14f(t) + 2g(t).
Donc h = 1—14 f+ % g, ce qui montre que la famille {f, g, h} est liée. o

4.4 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.19. Soit V' un espace vectoriel. Un sous-ensemble non vide W C V est un sous-espace
vectoriel de V si, lorsqu’on le munit de 1’addition de V' et de la multiplication par les scalaires,
devient un espace vectoriel.

Proposition 2. Un sous-ensemble non vide W C V est un sous-espace vectoriel de V' si et seulement si les
trois conditions ci-dessous sont satisfaites :

1) 0eW.
2) Siwe WeteR, alors \w € W.
3) Siw,w' € W,alorsw+w' € W.

Preuve: (exercice) O

On dit aussi qu'un sous-espace vectoriel est un sous-ensemble de V' qui est stable par addition et par
multiplication par des scalaires. Schématiquement :

v
w

"srallc .

Remarque 4.20.  + Soit W un sous-espace vectoriel de V. Sion fixeunw € W, alors (—1)w = —w €
W, et donc w + (—w) € W, ce qui implique 0 € W. (Ceci montre que la premiere condition de
la définition est en fait superflue.)
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%V, vucomme sous-ensemble de lui-méme, peut étre considéré comme un sous-espace vectoriel.
Donc tout ce que nous dirons dans la suite peut aussi étre appliqué aucasou W = V.
o

Exemple 4.21. Soit V I'espace vectoriel des fonctions réelles sur l'intervalle I = [a, b]. Considérons

W:={feV|fla)=rfb)}.

Donc les éléments de W sont les fonctions sur [a, b] dont le graphe a un point initial a méme hauteur
que le point final :

-

Montrons que W est un sous-espace vectoriel de V.
1) D’abord, la fonction nulle 0 est évidemment dans W, puisque 0(a) = 0(b) = 0.
2) Ensuite, si f € W et A € R, alors

(Af)(a) = Af(a) = Af(b) = (Af)(b),

etdonc A\f € W.
3) Finalement, si f,¢g € W, alors

(f +9)(a) = f(a) + g(a) = f(b) + g(b) = (f + 9)(b),

etdonc f+g e W.

Sur le méme espace vectoriel V' (des fonctions réelles définies sur [a, b]), les sous-ensembles suivants
sont aussi des sous-espaces vectoriels :

* Les fonctions paires (si [a, b] est symétrique).
* Les fonctions impaires (si [a, b] est symétrique).
* Les fonctions continues sur [a, b].
* Les fonctions continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b].
3

Exemple 4.22. Si V' est 1’espace de toutes les fonctions réelles définies sur R, et si P, est 'ensemble
de tous les polynomes de degré au plus égal a n, alors IP,, est un sous-espace vectoriel de V. (Voir
exercices.) o

Exemple 4.23. Dans V' = R2, considérons le sous-ensemble W des vecteurs situés sur la droite dirigée

parv = G) , passant par l'origine :
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3

<}

<

Intuitivement, il est clair que cet ensemble W est “stable” : si on multiplie un vecteur de W par un
scalaire, on obtient un vecteur qui est aussi dans W, et si on additionne deux vecteurs de W, alors on
obtient un vecteur qui est aussi dans W : “on ne sort pas de W” en additionnant ou en multipliant
par des scalaires.

Plus rigoureusement, montrons que W est un sous-espace vectoriel de V' = R2. Preuve: Par définition,
W = Vect{v} : w € W si et seulement si il existe un scalaire \ tel que w = \v.
1) Le vecteur nul 0 est évidemment dans W puisque 0 = Ov.

2) Soit w € W, c’est-a-dire qu’il existe A € R tel que w = Av, et soit y € R. Alors clairement pyw € W
puisque pw = p(Av) = (uA)v € W.
3) Siw,w’ € W, alors il existe A\, ) € R tels que w = Avetw’' = \'v, et donc

wH+w =Av+Nv=A+N)v,

ce qui entraine w +w’ € W.

Exemple 4.24. Dans V = R3, considérons le plan W = Vect{vy, vo} dirigé par les vecteurs

2 -5
V] = 0 s Vo = 3
-1 7

Par définition, tout vecteur w € W est de la forme

W = A1V] + Aovy, A, A €R.

L A120270
L )\2:0.450...

V2

=
On affirme : W est un sous-espace vectoriel de R3. Preuve: Clairement, W est formé de tous les vecteurs
qui sont combinaisons linéaires de v, ve, donc w € W si et seulement si il existe des scalaires A1, A2 tels que

W = A1V] + Aavy.

En d’autres termes : W = Vect{vy, va}.
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1) Clairement, 0 € W (prendre A\; = Ay = 0).
2) Soitw € W, de la forme w = \;v] + A\avy, et soit 4 € R. Alors yw € W, car

pw = p(A1vi + Aava) = (A1) vy + (uA2)vae.
3) Siw,w’ € W, delaforme w = A\;vy + Aavy, w' = AN vy + Avy, alors

w4+ w = (/\1V1 + )\2V2) + (/\llvl + )‘/2v2)
=AM+ AV + (A2 + AY)ve,

etdoncw +w' € W.

Les deux derniers exemples sont des cas particuliers d"un procédé tres général permettant de construire
des sous-espaces vectoriels.

Définition 4.25. Soit V' un espace vectoriel, et soient v1, ..., v, des vecteurs de V. Le sous-ensemble
de V engendré par vy, ..., vy, noté Vect{vi,...,v,}, est défini comme I'ensemble de toutes les com-
binaisons linéaires possibles des vecteurs vy, .. . , vp.

Lemme 4. W = Vect{vy,...,v,} est un sous-espace vectoriel de V.

Preuve: Fonctionne exactement comme les deux preuves dans les exemples ci-dessus.
1) La combinaison linéaire dont tous les coefficients sont nuls, donne 1’élément nul :
0=0v+---+0v, € W.
2) Siw e W, w = Avp + - -+ + Apup, alors pour tout scalaire A € R,
Aw = A1+ F Apvp) = (AA)vp + -+ (ANp)vp, €W
3) Siwe Wetw € W,

w=Av1+ -+ Apvp,
w’=/\’1v1+--~+)\;,v,,,

alors
w+w = (A +X1)’Ul+"'+()‘p+)‘;a)”p ew.

O

Exemple 4.26. Si V est 'espace de toutes les fonctions de R dans R, et si fo, f1, fo € V sont définies
par fi(t) := t* pour tout ¢ € R, alors

W = Vect{ fo, f1, fo} =P

est le sous-espace vectoriel de V' contenant toutes les combinaisons linéaires

p=Xofo+Afi+ X f2,
c’est-a-dire tous les polyndmes p de degré plus petit ou égal a 2 :
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p(t) = Ao + Ait + Aot?

)\;] ®
Al ®
)\2 @]

o

Exemple 4.27. Si V est I'espace de toutes les fonctions de R dans R, et si fi, fo € V sont définies par
fl(t) = Sin(t) ) f2(t) = COS(t) ) teR,

alors W = Vect{ f1, fo} est le sous-espace vectoriel de V' contenant toutes les combinaisons linéaires :

f(t) = Ay sin(t) + Az cos(t)

o

4.5 Bases
Dans toute cette section, V' est un espace vectoriel fixé.
Définition 4.28. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Une famille finie de vecteurs B =
{v1,v2,...,v,} C W est une base de W si

1) B estlibre, et si

2) Bengendre W, c’est-a-dire que W = Vect{vi, va,...,vp}.
L'avantage d'une base B = {v1,v2, ..., v,} est qu’elle fournit une maniére simple et univoque de repré-

senter les vecteurs de W.

En effet, fixons un vecteur quelconque w € W. Puisque B engendre W, w peut s’écrire comme une
combinaison linéaire des éléments de B : il existe des scalaires o, ..., oy € R tels que

w =1V + -+ apvy.

Or il se trouve que ces coefficients sont uniques. En effet, supposons qu’il existe une autre famille de
scalaires o, . .. ,a; € R, telle que
w:allv1+--'+oz;vp.
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En soustrayant ces deux derniéres expressions, on obtient que
0= (a1 —ay)vr+-+ (ap — a)vp.
Mais puisque par hypothese, B est libre, ceci entraine

/ /
ap—ogp=---=ap— o, =0,

etdoncag =af, ..., ap = 04;). Il n’existe donc qu’une seule maniere d’exprimer w comme combinai-

son linéaire des vecteurs de .

Définition 4.29. Les scalaires o, . . ., o, définis ci-dessus sont les composantes de w relativement a
la base B.

Informel 4.30. Attention : les composantes sont des nombres que 1’on peut utiliser pour décrire un
vecteur, mais le vecteur existait, avant qu’on ne connaisse ses composantes, avant méme qu’on ne
parle de base!

Représentation en composantes

D’un coté, un vecteur w € W et un objet abstrait. De 1’autre, sa représentation dans la base B, a 1’aide
des nombres a4, ..., a,, en fait un objet avec lequel on peut faire des calculs. En effet, on peut stocker
ces nombres dans un vecteur de R?, en définissant

o5 1
a2
[w]s :=
Qp
Remarque 4.31. L'ordre dans lequel on stocke les a1, ..., «, est important. En effet, la kéme compo-

sante oy, est associée au kéme vecteur de la base, vi. Il est donc important, quand on introduit une
base, de fixer I'ordre de ses vecteurs. Donc pour indiquer que les vecteurs de BB sont ordonnés, on écrira
dorénavant

BZ('Ul,...,Up),
qui est une famille ordonnée , au lieu de
B:{Ul,...,l}p}.
o

Insistons sur le fait que le vecteur [w]g € RP contient exactement la méme information que w (il repré-
sente w), puisque w peut toujours étre reconstruit exactement a I’aide des composantes de [w]z :

Q11 + -+ apUp =W

Ceci implique que finalement, des qu’on est en possession d’"une base dans un sous-espace vectoriel,
aussi abstrait soit-il, ses vecteurs peuvent étre traités comme des vecteurs de R”!

Dans le cas ot W = V/, la définition ci-dessus revient donc a définir une base de VV comme étant une
famille libre qui engendre V.
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Exemple 4.32. Considérons V' = R". Rappelons que 1'on peut écrire tout vecteur x € R" comme

X =1T1€e1 + T2€2- -+ Tp€yn,

oll
1 0 0
0 1 0
€] 1= , €2:1= ) €n =
0 0 1
Puisque cette famille de vecteurs est libre , on conclut que Bcan = (€1, ..., e,) est bien une base, la
base canonique de R". o

Exemple 4.33. Dans V = R?, considérons les vecteurs

) ()

et montrons que B = (v1,Vv32) est une base de V. D’abord, on voit que v; et vy sont ne sont pas
colinéaires, et donc que B est libre. Ensuite, pour montrer qu’elle engendre bien tout V, fixons un
x € V quelconque, et montrons qu’il peut s’écrire comme combinaison linéaire de v; et vy, c’est-a-
dire qu’il existe des scalaires \; et A\, tels que

X = A1V] + Agvo.

Si on nome z1, x2 les composantes de x, alors cette derniére devient
r1\ 2 -7
() =2 ()= (5)

(*) 2/\1 - 7)\2 = I
M+ 3 = 29

qui n’est autre que

Apres Ly + Ly — 114,

(*) 2)\1 — 7)\2 = I
13 1
SA2 = T2— 51
En procédant “du bas vers le haut”, on trouve
-3 e - _ 1 2
A1 = {571 + {372, Ay = —q371 + {572

Ceci montre que x peut effectivement s’écrire comme combinaison linéaire de v; et vo. Comme ceci
vaut pour tout x € V, B engendre bien V.

On a donc montré que B est une base de V. o

Exemple 4.34. Considérons V' = P, 'ensemble des polyndmes a coefficients réels, de degré au plus
égal a n. Rappelons que tout élément p € IP,, est de la forme

p(t):a0+a1t+a2t2+"‘+ant"7 tER
Considérons les polyndmes eg, e1, . . ., ¢, € P, définis ainsi : pour tout ¢ € R,
eo(t) =1,
e1(t) :==t,
62(t) = t2 ,
en(t) :==t"
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Pour le polyndme écrit au-dessus,

p = apep +aier + -+ anéy .

Donc la famille {eg, e1, . . ., e, } engendre IP,,. Mais on a aussi montré dans une section précédente que
cette famille est libre. Ainsi, la famille B.an, = (e, €1, . . . , €,) forme une base, appelée base canonique
de P,.

Avec la base canonique Bcay, l'application [-]5 associe au polyndme p du dessus le vecteur de R"*!
défini par

On peut alors manipuler le polynéme p a 'aide de sa représentation sous la forme [p]s, exactement
comme si ¢’était un vecteur de R"*+! o

Exemple 4.35. Considérons, dans V' = Py, la famille B = (q1, g2, ¢2), oit
at)=3, @)=1-2t, g)=t+t
Montrons que B est une base de V. Pour commencer, montrons que B est libre, en posant
Aqi + A2q2 + Azqz =0,
qui signifie, apres avoir regroupé les termes,
(BA1 +X2) + (=220 + X))t + X3t> =0 VteR.

On sait qu'un polyndme s’annule en tout ¢ € R si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On
en déduit que A3 = 0, puis que Ao = $A3 = 0, puis que \; = —3 A3 = 0. Ceci montre que B est libre.

Montrons ensuite que B engendre Py. Pour ce faire, fixons un p € P, quelconque, et montrons qu’on
peut trouver des scalaires a1, as tels que

P = a1q1 + Q2q2 + 343 -
Sip(t) = a+ bt + ct?, cela signifie que
a+bt+ct> =13+ as(l —2t) + az(t> +t)  VteER,
qui devient, apres avoir regroupé les termes,
(3a1 +az —a) + (=200 + a3 — b)t + (a3 — ¢)t2 = 0 VteR.

On voit donc que a1, o, a3 doivent satisfaire

3a; + a9 = a
() — 209 + agz = b
a3 = C
On trouve
a3 =c, OZQZ%(C—b), 053:%0,—}-%1)—%0.
Ceci montre que B engendre Ps.
Donc on a bien montré que B est une base de Ps. o

NumChap: chap-espaces-vectoriels, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 57


botafogo.saitis.net

4.5. Bases

Extraire une base d’une famille génératrice

Supposons qu’un sous-espace W C V soit engendré par une famille :
W = Vect{vi,...,vp}.

Par définition, tout vecteur w € W peut s’écrire comme combinaison linéaire des vy, ..., v,, mais
cela ne signifie pas que ces vecteurs forment une base pour W : il se peut que certains ne soient
pas nécessaires dans la description de W'; en d’autres termes, cette famille peut contenir “trop” de
vecteurs, certains de ses vecteurs peuvent étre superflus.

Lemme 5. Soit W un sous-espace vectoriel de V, et soit
IF = {wl,...,wT}

une famille qui engendre W. Si un des vecteurs de F, disons w;, peut s’écrire comme combinaison linéaire des
autres wy, (k # j), alors en retirant wj, la famille

f\ {wj} = {wl, 0o ,wj,l,wjﬂ, 0o ,wr}
engendre toujours W.
Preuve: Puisque F engendre W, tout vecteur w € W peut s’écrire
w=awy + -+ apw,.

Siw; = Z#j o, w;, alors

T T T T
w = E a;w; = ( g aiwi) +ajw; = E a;W; + a; g Q;w;
i=1 i=1 i= i=1

1 7
i#£] i#j i#£j
r
= Z(al + (letZ‘)’wi R
=1
i#£j

donc w peut s’écrire comme combinaison linéaire des éléments de F\ {w; }. Ceci signifie que la famille 7\ {w; }
engendre aussi W. O

Ce dernier résultat fournit un algorithme pour construire une base d’un sous-espace W, du moment
que l'on possede une famille génératrice.

En effet, supposons qu'une famille finie 7 = {vy,...,v,} engendre W. On peut “nettoyer” cette
famille a I'aide du lemme précédent, de la fagon suivante :

1) Chercher un vecteur v; € F qui peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres.

2) S’ily en a un, retirer v; de la famille, et recommencer. S'il n’y en a pas, s’arréter.

Une fois que cet algorithme s’arréte, on obtient une famille 7/ C F qui engendre toujours W, et dans
laquelle aucun vecteur ne peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres; c’est donc une
base de W'.

Exemple 4.36. Soit V = R, et soit W C V le sous-espace défini par
W = Vect{w, wa, w3},
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ou
3 ) 1
-1 -4 2
W]. = O 9 W2 = _4 9 W3 - 4
2 3 1

Remarquons que {w1, wy, w3} n’est pas libre puisque wy = 2w; — w3. Donc wy, est “superflu”, et on
peut le retirer, sans changer W :
W = VeCt{Wl, Wg} .

Maintenant, w; et w3 n’étant pas colinéaires, B := (w;, w3) est une base de W. o

4.6 Applications linéaires

Dans cette section, nous généralisons la notion d’application linéaire, au cas d"une application d'un
espace vectoriel V' (de départ) dans un espace vectoriel V' (d’arrivée) :

Rappelons que pour v € V, I'élément v' = T'(v) € V' est appelé I'image de v, et v est une préimage
de v'.

Etant des espaces vectoriels, V et V’ possédent chacun un zéro; on les notera 0 € V et 0/ € V' pour les
distinguer. Par contre, 'addition dans ces espaces sera toujours notée “+” pour ne pas trop allourdir
les notations .

Généralités

Rappelons rapidement, dans ce cadre général, quelques notions élémentaires de la théorie des fonc-
tions 7' : V — V’. (Si nécessaire, on pourra aller voir ici (lien web), pour d’autres exemples a propos
de ces notions.)

Définition 4.37. L'ensemble image d’une application 7' : V' — V' est défini par 1’ensemble des
éléments de I'ensemble d’arrivée qui possedent au moins une préimage :

Im(T) :={v" € V'|Jv e Vtelque T(v) =v'}.

V v’

TIm(T)
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Définition 4.38. Une application 7' : V — V" est

* surjective si tout élément de I'ensemble d’arrivée V'’ possede au moins une préimage, c’est-a-
dire si Im(T") = V.

* injective si des éléments distincts ont des images distinctes, c’est-a-dire si v; # vo implique
T(v1) # T (v2).

* bijective si elle est a la fois injective et surjective.

Remarquons que :

* Lorsque T': V' — V' est surjective, alors pour tout b € V/, I'équation
T(w)=0»b

possede au moins une solution v € V.

* Une application n’est pas injective si il existe au moins une paire de vecteurs, distincts (v # '),
tels que T'(v) = T'(v') :

. Tx)=Trx")

Lorsque T': V' — V est injective, alors pour tout b € V’, si I’équation
T(v)="b

possede une solution v € V, cette solution est unique. (En effet, s’il y avait deux solutions,
vi,v2 € V,alors T'(v1) = T'(v2) = b, qui par l'injectivité implique v; = v3.)

* L'intérét d’une application 7' : V' — V" bijective est que 1’on peut l'inverser. En effet, fixons un
v" € V'. Puisque T est surjective, v’ posséde au moins une préimage : il existe un v, € V tel que

T (vy) =

Mais comme T’ est aussi injective, il ne peut pas exister, a part v,, d’autre vecteur dont I'image
soit égale a v'.

Par ce procédé, on associe a tout v’ € V/ un unique v, € V tel que T'(v,) = v'. L'application qui
a chaque v’ associe son unique préimage v, est appelée la réciproque de 7. On la notera

T .V 5V

v = T = v,
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Applications linéaires; définition

Généralisons maintenant la notion d’application linéaire, que nous avions précédemment définie
seulement dansle cas 7' : R” — R™ :

Définition 4.39. Soient V et V' des espaces vectoriels. Une application 7' : V' — V’ est linéaire si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

1) T'(vi +v2) = T(v1) + T'(v2) pour tous vy, vz € V,
2) T'(Av) = AT'(v) pour tout v € V et tout scalaire A € R.

Remarque 4.40. On peut mettre les deux conditions de la définition en une seule : une application
T :V — V' estlinéaire si pour tous vy, v2 € V, et pour tous scalaires «, 3, € R,

T(avy + Bve) = aT (v1) + BT (ve) .
o

Nous avons déja vu plusieurs exemples d’applications linéaires dans le cas 7' : R" — R™. Rappelons
le plus important :

Exemple 4.41. Si A est une matrice réelle m x n, alors 'application

T:R" —R™
x — T(x) == Ax

est linéaire. o
Exemple 4.42. Soit V' 'espace des fonctions f : [a,b] — R, soit V' = R2, et soit T : V — V' définie

ainsi : pour tout f € V,
_ (f(a)
0= (Jiy)

Alors T est linéaire. En effet, si f,g € V, o, 5 € R, alors

_ ((af + Bo)a)
Tlaf+Pg) = <(af T 3g)(b)

- (o160 )

o

Exemple 4.43. Soit V' = C([a, b]) I'espace des fonctions (a valeurs réelles) continues sur |[a, b], et soit
V' = R2. Soit ¢ €]a, b un point fixé et soit T : V — V' définie ainsi : pour tout f € V,

/ 70
/ 70
Alors T est linéaire et surjective. (voir exercices) o
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Linéarité de I'application “composantes”

On peut maintenant en dire plus sur ’application fondamentale :

Lemme 6. Soit B = (v1,...,vp) une base d'un sous-espace vectoriel W. L'application [-]g, qui associe a w le
vecteur de RP formé des composantes de w relativement a BB,

HB W — RP
w — [w]s
est linéaire et bijective.

Preuve: En exercice. O

Noyau
Lorsqu'une application 7" : V' — V" est linéaire, plusieurs choses peuvent étre dites a son sujet.
Par exemple, la linéarité implique que le zéro est toujours envoyé sur le zéro :
T0)=0".

En effet, en écrivant 0 = 0 + 0 et en utilisant la linéarité,

T0)=T(0+0)=1T(0)+T7(0) = (14 1)T(0) = 27(0),
ce qui implique bien que T'(0) = 0.
Si 0 est toujours envoyé sur (0, il se pourrait aussi que d’autres éléments de V' soient aussi envoyés
sur 0 :
Définition 4.44. Le noyau d'une application T : V' — V' est I'ensemble de toutes les préimages de

.

. ker(T) := {v € V| T(v) = 0'} .

V \"

On a vu plus haut que le noyau contient toujours le zéro de V. On peut en dire un peu plus :

Lemme 7. Une application linéaire T : V' — V' est injective si et seulement si son noyau ne contient que le
zéro : ker(T') = {0}.

Preuve: Supposons d’abord que T est injective. Considérons un v € ker(T'), c’est-a-dire tel que T'(v) = 0.
Comme on sait que T'(0) = 0/, on a donc T'(v) = T'(0), et I'injectivité implique que v = 0. Donc ker(T") = {0}.

Supposons maintenant que ker(T) = {0}. Considérons vq,ve € V tels que T'(v1) = T'(vz). Par linéarité, ceci
implique T'(v; — v2) = 0/, et donc v1 — ve € ker(T), et donc v1 — v2 = 0, ce qui implique v; = vy. Donc T' est
injective. O
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Exemple 4.45. Soit T : V — R? I'application linéaire définie plus haut; pour f : [a,b] — R,

0= (36

Le noyau de cette application est formé de toutes les fonctions f pour lesquelles

c’est-a-dire
ker(T) ={f : [a,b] = R : f(a) = f(b) = 0}.

Ce noyau contient en particulier la fonction identiquement nulle bien-stir, mais aussi une infinité de
fonctions non-nulles :

Kee (T):

Donc T n’est pas injective. ©

Finalement, notons que le noyau et I'image sont des sous-ensembles stables de V et V’, respective-
ment :

Lemme 8. SiT : V — V' est linéaire, alors
* ker(T') est un sous-espace vectoriel de V.

* Im(T) est un sous-espace vectoriel de V'.

Preuve: Commengons par le noyau :
* Onavuque 7T'(0) = 0/, ce qui signifie que 0 € ker(T).
* Sivi, vy € ker(T), et o, 8 € R, alors la linéarité de T implique

T(avy + Bvg) = aT(v)) +BT(ve) =0,
—_— ==

=0’ =0’
et donc vy + By € ker(T).

Pour Im(T), voir les exercices. O

Lemme 9. SiT : V — V' est linéaire et bijective, alors sa réciproque T~ : V! — V est aussi linéaire.

Preuve: (Voir exercices.) O

Images de bases et bijections

Théoréme 4.46. Soit T : V. — V' une application linéaire. Alors T est bijective si et seulement si l'image
d'une base B = (v1,...,vp) de V, notée T(B) = (T'(v1),...,T(vp)), est une base de V'.

Preuve: Supposons que T est bijective, et considérons une base de V, B = (v, ..., v,). Montrons que T'(B) :=
(T'(v1),--.,T(vp)) est une base.
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% Soit v’ un vecteur quelconque de V'. Puisque T est surjective, il existe v € V tel que v' = T'(v). Si on
décompose v = ajv; + -+ + a,vp, 0N a

V' =Tw)=a1T(v1) + -+ ap,T(vp) .
Ceci signifie que T'(B) engendre V'.
* Considérons une combinaison linéaire nulle,
0=XMT(v1)+ -+ 2T (vp) =T(a1v1 + - + apvp).

Puisque T est injective, ona aijv; + - - - + v, = 0, et comme B est une base, on en déduit que oy = - - - =
a, = 0. Donc T'(B) est libre.

Supposons ensuite que B = (v1,...,v,) est une base de V, et que son image T'(B) := (T'(v1), . ..,T(v,)) est une
base de V'.

* Soitv € V tel que T'(v) = 0. Puisqu’on peut décomposer v sur la base B, v = ajv1 + - -+ + a,vp, On a
0=T)=a1T(v1) + -+ T (vp).

Puisque 7'(B) est une base, a; = --- = a;, = 0. Donc v = 0, ce qui implique que 7" est injective.

* Soit v’ € V’/, que l'on peut décomposer sur T'(B) :
vV = T (v1) + -+ XNT(vp) =T(Avr + -+ Apvp)

qui implique que v" € Im(7"). Donc T eset surjective.

Donc T est bijective. O

4.7 Dimension

C’est a I’aide de la notion de base que 1’on définit naturellement celle de dimension.

Dans cette section, nous définirons la dimension pour un sous-espace vectoriel W C V, en gardant a
I'esprit que tout ce qui est dit est aussi valable dans le casou W = V.

Commengcons par voir une premiéere conséquence de I’existence d’une base :

Lemme 10. Si B = (v1,...,vp) est une base d'un sous-espace vectoriel W, et si F C W est une famille
contenant plus de vecteurs que B (c’est-a-dire plus de p vecteurs), alors F est liée.

Preuve: Le résultat va suivre de ce que nous avons vu dans un chapitre précédent : dans RP?, toute famille de
plus de p vecteurs est liée.

Ecrivons F = {w1,...,wr} C W,avec k > p. Considérons la relation linéaire
()1 : arwi + -+ apw =0.

Appliquons [|3 des deux cotés de cette relation. Par linéarité, et comme [0]z = 0, on a

(x)a: ag[wi)g + -+ agwg]s = 0.
Comme {[w1]s, ..., [wg]s} est une famille de vecteurs de R?, on sait qu’elle est liée puisque k£ > p. On conclut
qu’il existe une famille de coefficients a;, ..., ax, non tous nuls, tels que (x)2 soit vérifiée. Puisque [-|z est

linéaire et inversible, sa réciproque []z"

appliquant [-] ;' des deux c6tés de (x)2, on récupere ()1, qui est donc vérifiée pour les mémes coefficients «,
ce qui implique que F est liée. O

est aussi linéaire (voir lemme de la section précédente). Donc en

Ainsi, si B est une base de W, on sait qu'une famille libre dans W ne peut pas contenir plus de
vecteurs que le nombre de vecteurs contenus dans B. Ceci implique aussi :
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Corollaire 2. Toutes les bases d'un méme sous-espace vectoriel W contiennent le méme nombre d’éléments.

Preuve: Soient B = (wy, ..., w,) et B’ = (w], ..., w,,) deux bases de W. Si on suppose que p > n, alors le lemme
précédent implique que B est liée, ce qui n’est pas possible puisque B est une base; on conclut que p < n. De
meéme, si on suppose que n > p, alors le lemme précédent implique que B’ est liée, ce qui n’est pas possible
puisque B’ est une base; on conclut que n < p. On a donc p = n. O

Puisque toutes les bases d'un espace ont le méme nombre d’éléments, ce nombre décrit une propriété
intrinséque de cet espace :

Définition 4.47. Si un W possede une base contenant un nombre fini n de vecteurs, on dit que WV est
de dimension finie, et que sa dimension est égale a n, ce que I'on note comme suit : dim(W) = n.

Dans le cas d"un espace vectoriel V, la dimension de V' est donc le nombre d’éléments de n’importe
quelle base de V.

Exemple 4.48. Dans R3, considérons le sous-espace W = Vect{vy, va}, ol

4 0

vi=1| 1 , vo= |3

-3 2
Puisque v, et v2 ne sont pas colinéaires, et qu’ils engendrent W, on en déduit que B = (vy,v2) est
une base de . Ainsi, dim(W) = 2, c’est un plan. o
Exemple 4.49. Considérons V' = R". Comme la base canonique (e, ..., e,) est formée de n vecteurs,

n’importe quelle autre base doit aussi avoir n vecteurs, et donc
dim(R") =n.

o
Exemple 4.50. Considérons V' = P". Comme base la base canonique (e, ..., e,) est formée de n + 1

vecteurs, n'importe quelle autre base doit aussi avoir n + 1 vecteurs, et donc
dim(P*) =n+1.
o

Remarque 4.51. Il existe des espaces vectoriels, comme par exemple I'espace de toutes les fonctions

f :[a,b] = R, qui ne sont pas de dimension finie : il n’existe aucune famille finie (fi, ..., f,) telle que
toute fonction puisse s’écrire comme combinaison linéaire de fi, ..., f,. On dit que cet espace est de
dimension infinie. o

Théoreme 4.52. Dans un sous-espace vectoriel W de dimension n, toute famille libre contenant n vecteurs
est une base de W.

Preuve: Supposons que F C W, F = (v1,...,vy), est libre. Prenons un w € W, et définissons ' := F U {w}.
Par le résultat du dessus, ' contenant n + 1 vecteur, elle est liée : il existe A1, ..., A,41, pas tous nuls, tels que

A1+ AU+ Appw =0,
Si Ap41 = 0, cela signifie qu’au moins un des Ay, ..., A, est non-nul, et que
AU 4+ vy, =0,

et donc que F est liée, une contradiction. On en conclut que A,+1 # 0, ce qui permet d’écrire w comme
combinaison linéaire des éléments de F :

A1 An

Up .

Donc F est bien une base de . O
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Construire une base par complétion

Théoréme 4.53. Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie n, et soit
F=(wi,...,w,) CW

une famille libre, r < n. Alors F peut étre complétée en une base de W. Plus précisément, il existe des vecteurs
W q,. .., wy, de W tels que
!/ / /
F'=(wi,...,wr,Wyyq,..., W)

soit une base de W.

Preyve: Puisque par hypothese (r < n) F n’engendre pas W, il existe au moins un w;.,; € W qui ne peut pas
s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments de F. On conclut que

(w17 s awT7w'lr+1)

est libre. Si cette famille n’engendre toujours pas W, on recommence : il doit exister un w,._, € W qui ne peut
pas s’écrire comme combinaison linéaire de ses éléments, et donc

/ !
(Wi, Wy Wy g, Wy o)

est libre, etc. Puisque la dimension de W est finie et vaut n, ce procédé continue jusqu’a obtenir une famille
libre qui contient exactement n éléments, et qui forme donc une base de . O

Exemple 4.54. Considérons la famille libre F = (v1,vs) C R3, ot

4 0
V] = 0 s Vo = 3
-3 2

Clairement, F est libre, mais elle n’engendre pas R? (car 2 < 3!). Par le théoréme ci-dessus, on peut
compléter F en une base de R?, en lui rajoutant un vecteur qui n’est pas une combinaison linéaire de
v et vo. Comment choisir ce vecteur?

Remarquons que toute combinaison linéaire de v; et v; est de la forme

4 0 40[1
aq 0 +a | 3] = 3
-3 2 —3a1 + 200

On peut donc prendre n'importe quel vecteur qui n’est pas de cette forme. Par exemple

4
V3 = 3
0

Maintenant, (v1, v2, v3) est une base de R3. o

4.8 Matrice d’une application
Considérons deux espaces vectoriels, V et V', ainsi qu'une application linéaire 7' : V — V.

v 5 V'
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Supposons maintenant que ces deux espaces vectoriels sont tous deux de dimension finie, chacun
muni d"une base :

* B = (v1,...,vp) estune basede V,

* B'= (v},...,v],) est une base de V.

Nous allons voir maintenant comment 1"utilisation de ces bases va permettre de ramener 1’étude de
T al’étude d’une application linéaire de R” dans R™.

En effet, prenons un vecteur dans I’ensemble de départ, v € V, et décomposons-le sur B :
v=a1v1 + -+ aptp,
ce qui permet de décrire v univoquement a I’aide du vecteur de R? qui lui est associé :

al
[v]p =
ap

Ensuite, regardons l'image de v par 7. Puisque 7' est linéaire,

T(v) =T(a1v1 + - + apvp)
=a1T(vi) + -+ apT(vp) .

En utilisant ensuite la linéarité de [-|5,

[T()]g = [a1T(v1) + - + apT(vp)] 5,
= a1[T(v1)]g + -+ -+ ap[T (vp)]p -

Cette derniere ligne est une combinaison linéaire des vecteurs [T'(v1)]g, - - - , [T(vp)]s de R™, on peut
donc l'interpréter comme un produit d’une matrice par le vecteur [v]3 :

ay
ar[T(v)] + -+ ap[T(vp)lp = [[T(v1)]s - [T(vp)]m]

mxn ap

Définition 4.55. La matrice m x p définie par

[T = [[T(v1)]s - [T(vp)]5]

est la matrice qui représente 7" relativement aux bases 3 (départ) et B (arrivée).

Ce que nous avons fait ci-dessus peut se résumer dans le shéma suivant :
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En utilisant les bases B et /', ainsi que les applications [-] et [-]z qui leur sont associées, nous avons
pu prendre l'application

v = T(v)

qui est abstraite, et nous 1’avons rendue plus concrete, en la représentant a 1’aide d"une matrice : on
peut maintenant la voir comme une application linéaire de R? dans R, dont la matrice est [Tz :

[v]g = [T()]s = [T]pslv]s
~— N—_——
ckp cRm

Maintenant, 1’étude de T peut se réduire a celle de la matrice [T 5.

Exemple 4.56. Considérons 1’application 7" : P3 — [P, définie ainsi : pour p € P3,

qui signifie que T'(p)(t) := p/(t) (dérivée de p par rapport a t).

Cette application est clairement linéaire puisque

T(ap+ Bq) = (ap+ Bq) = ap’ + B¢ = oT(p) + BT (q) .

Calculons maintenant la matrice associée a cette application, relativement
* ala base canonique Bean = (€o, €1, €2, €3) dans P3, et
* a la base canonique B.,, = (e, €1, e2) dans Ps.

Par ce qu’on a dit plus haut, cette matrice sera

[T81,Bean = [[T(e0)lB1,, [T(e1)]B1,, [T(e2)]51,, [T(e3)]51,,] -
Comme
o) =1 e(t)=t ext)=1t> e3(t) =1,
on a
ebt) =0 €(t)=1 eh(t)=2t e4(t)=3t2,
et donc

T(eo) = 0, T(el) =€, T(eg) = 261 s T(eg) = 362 s
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c’est-a-dire

T(eo) = Oeg + 0eq + Oeq
T(el) = leg + Oeq + Oeq
T(e2) = Oeg + 2e1 + Oe
T'(e3) = Oeg + Oey + ez
On peut donc écrire
0 1
[T(eo)lpr,, = (0],  [T(en)ls,, = [0
0 0
0 0
[T(e2)lsr,, = | 2],  [T(es)lsy,, = |0
0 3

La matrice qui représente 7" est donc, relativement a ce choix de bases,
0100
T, Ben = [0 0 2 0
000 3

Prenons par exemple le polyndme p € P3 défini par
p(t) =2+ t* — 5%,
pour lequel
2
0
[p}Bcan - 1
-5

Son image par T est T'(p) € P9, qui relativement a B.,,, est donnée par

01 00 0 0
[T(p”lgéan - [T]Béanscan [p}Bcan = 0 0 2 O 1 = 2 ’
0003\ ~15

qui est bien la décomposition de
p(t) = (2+ 1% —5t3) = 2t — 15>

relativement a B,, :

[0 Bean = | 2
~15

Exemple 4.57. Considérons 1’application

T : Py — R?
p—=T(p) = (5%) :
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(' (t) estla dérivée de p(t) par rapport a t.) Remarquons que 7T est linéaire, puisque pour tous p, g € P
et tout scalaires «, 3,

q(0) )

q'(1)

< 01 > =aT(p) + BT (q) -

T(ap+ Bq) = ( /83

_|_
+
p(0)
p'(1)
Puisqu’on connait la base canonique Bcan = (e, €1, €2) dans P, et la base canonique B,,, = (e1, e2)

dans R? (on écrit B, juste pour la distinguer de I’autre, mais c’est bien la base canonique de R?), on
peut calculer la matrice 2 x 3 qui représente 7' relativement a ces bases :

[T181,, B = [[T(e0)Br,,, [T(e1)]51,, [T(e2)]B1,,] -

Comme eo(t) = 1,e1(t) =t, ea(t) = t, ona

e = i) - )
ri=(G) = ()
e = () - ()

et donc

—_

0 0
[T]Béangcan - <0 1 2) .

Par exemple, prenons le polyndme p(t) = 9 — 2t + 7t2, et calculons son image. Alors

[T(p)]s:,, = [T]85.,,Bean [P] Bean
9

RSN P
S \0 1 2 7 S \12)”
qui est bien ( 5,(0) ) . o

Nous reviendrons plus en profondeur sur la représentation d"une application linéaire a I’aide d"une
matrice, en particulier dans le cas 7" : R" — R™.

4.9 Théoreme du Rang

Théoreme 4.58. Soient V, V' deux espaces vectoriels de dimensions finies, et soit T : V. — V' une application
linéaire. Alors
dim(ker(T")) + dim(Im(7")) = dim(V).

Preuve: Soit n = dim(V), et soit p = dim(ker(7")). Puisque ker(T") est un sous-espace vectoriel de V, on a
forcément que p < n. Ce que 'on doit donc montrer, c’est que dim(Im(7")) =n — p.
Sip=mn,onalm(7T) = {0’} ('élément nul de V), et donc dim(Im(T")) = 0, et le théoréme est démontré.

Sip < n, posons r := n—p, qui est par définition plus grand ou égal a 1. Nous allons montrer que dim(Im(7")) =
r.
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Pour ce faire, commengons par considérer une base B (7 de ker(T') :

Bker(T) = (’Ul, ce ,’Up) .

Puisque p < n, Byer(1) n'est pas une base de V. Mais on peut malgré tout la compléter en rajoutant n —p = r
vecteurs, afin d’obtenir une base de V' :

By = (Ul,...,vp,wl,...,w,«).

Montrons maintenant que la famille

est une base de Im(T").

1) B’ est libre. En effet, considérons une combinaison linéaire nulle,
aT(wy)+ -+ a.T(w,) =0.
(On va montrer que o1 = - - - = «, = 0.) Par la linéarité de 7', on peut écrire cette derniére comme
T(oywy + -+ apw,) =0,
qui indique que le vecteur o;;wy + - - - + o w, est dans ker(T). On peut donc le décomposer dans la base

Bkcr(T) :
1wy +...+arwr = Al’ul +...)\pvp.

Or on peut récrire cette derniere comme

A1+ A —qwy — - — opwy, = 0.
Comme By = (v1,...,vp,w1,...,w,) est une base de V, on a donc que
M===-0==—a=0.
Ainsi, a1 = - -+ = a, = 0, ce qui démontre 1’affirmation.

2) B’ engendre Im(T'). En effet, considérons un v’ € Im(7'), c’est-a-dire un élément v’ € V'’ pour lequel il
existe un v € V tel que v' = T'(v). Puisque 'on peut décomposer v dans la base By,

1}:)\1U1+"'+)\T”UT+)\T+1U)1+"'+>\””LU;D,

on a donc que

T(Avr + -+ A0 + Apprwr + -+ Awp)
=MT(v1) + -+ XNT(v) + A1 T(wr) + -+ + AT (wp)
= /\T+1T(w1) + -+ )\nT(wp) .
(Dans la derniere ligne, on a utilisé le fait que chaque v, € ker(7T'), et donc chaque T'(vi) = 0.) Mais cette
derniére relation implique que B’ engendre bien Im(T').
Ainsi, B est une base de Im(7T’), et comme elle contient r éléments, on a que dim(Im(7)) = r. On a donc bien
que
dim(ker(T)) + dim(Im(T")) =p+r
=p+(n—p =n=dim(V).
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Chapitre 5

Applications linéaires de R" dans R""

5.1 Matrice d'une application

Dans ce chapitre, nous allons appliquer quelques-unes des notions relatives aux applications linéaires
T :V — V', vues dans le chapitre précédent, au cas particulier 7' : R” — R™.

Nous avions vu que toute application 7' : R" — R™ de la forme T'(x) = Ax est linéaire, et nous
savons depuis la derniére section du dernier chapitre que la réciproque est vraie :

Théoreme 5.1. Si T : R" — R™ est linéaire, alors il existe une unique matrice A (m x n) telle que
T(x) = Ax, Vx € R"™.
De plus, la matrice A est celle dont les colonnes sont les images par T des vecteurs de la base canonique :

A=[T(e1) - T(en)] .

Par ce que nous savons de la section précédente, A n’est autre que [T]p;, B..., OU Bean est la base

canonique de R", et B[, est la base canonique de R™.

Exemple 5.2. Considérons I'application linéaire 7' : R? — R? déja considérée précédemment :

zl —x s T(x) = —x1 + 3x2 + 5x3
; o T r3 + 721
3

En calculant les images des vecteurs de base,

rea=1((s)) = (" 57577) = ()
Tles) =7 2 )= <O +o34}174-ro5.0> - <g>
T(es) =T § )= (O +13JFO77L05 | 1) = (?) ,

ce qui donne la matrice associée a 71" :

-1 3 5
A‘(? 0 1)
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Exemple 5.3. Considérons I'application 7 : R3 — R :

X
x9 | =x— T(x) =29 — 37 .
3

(On montre facilement que cette application est linéaire.) En calculant les images des vecteurs de
base,

1

T(el):T( 8 ):0—3 1= -3,
0

T(eg)—T< (1) ):1—3-0:1,
0

T(eg):T( (1) ):0—3 0=0,

ce qui donne la matrice 1 x 3 associée a 1" :
A= [T(e)T(e2)T(e3)] = (-3 1 0)

En effet,
X1
T(x)=Ax = (—3 1 O) ro | = =3z + 22
3

o

Remarque 5.4. Les applications linéaires 7' : R™ — R™ définies jusqu’ici ont toujours été définies en

composantes, c’est-a-dire en définissant les composantes de 7'(x) € R™ a 1’aide des composantes de
x € R", comme dans les deux exemples précédents.

II faut garder a I’esprit que pour l'instant, ces composantes sont toujours des composantes associées a
la base canonique.

En général, une application n’a pas besoin d’étre définie a ’aide de composantes (voir les exemples
de transformations géométriques plus loin dans le chapitre), et on pourra effectivement lui associer
une matrice, mais qui dépendra fortement de la base choisie. o

5.2 Surjection, injection, bijection

Dans cette section, on illustre les notions de base de la théorie des fonctions, dans le cadre des ap-
plications linéaires 7' : R” — R™. En particulier, on regardera comment ces notions se traduisent en
termes de la matrice qui représente 7.

Rappelons que les notions de bases de la théorie des fonctions (injectivité, surjectivité, bijectivité) que
nous utiliserons sont résumées ici (lien web).
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Ensemble image, surjection

Rappelons la définition de I'ensemble image d"une application : c’est ’ensemble des points de 1’en-
semble d’arrivée qui possedent au moins une préimage,

Im(T) :={y e R" : IxeR"t.q. T(x) =y}

Rappelons aussi que 7' : R — R™ est surjective si Im(7") = R™.

Lorsque T est linéaire, on sait qu’il existe une matrice A (m x n) telle que
T(x) = Ax.
Puisque T est entierement déterminée par sa matrice A, on écrira souvent Im(A) au lieu de Im(7T').

Ecrivons maintenant A a I’aide de ses colonnes :
A=la;---ay].

Puisque Ax est une combinaison linéaire des colonnes de A, Im(A) représente tous les vecteurs de
R™ que I’on peut obtenir a ’aide de combinaisons linéaires des colonnes de A :

Im(A) = Vect{ay,...,a,}.

On peut donc se souvenir de I'ensemble image de T'(x) = Ax comme le sous-ensemble de R™ en-
gendré par les colonnes de A; pour cette raison, il est souvent noté comme suit :

Im(T) =Im(A) = Col(4).
On a donc une formulation équivalente de la surjectivité :

Théoreme 5.5. Soit T' : R — R™ une application linéaire et soit A la matrice m x n qui lui est associée.
Alors T est surjective si et seulement si les colonnes de A engendrent tout R™.

Exemple 5.6. Montrons que l'application T : R® — R3 associée a la matrice

2 0 -1
A=11 -1 0
3 2 1

est surjective. Pour ce faire, on doit fixer n'importe quel y € R? et montrer qu'il existe au moins un

W
x € R? tel que Ax =y. Fixonsdoncy = | y2 | , et étudions le systtme Ax =y :
Y3
2 0 -1 I Y1
1 -1 0 €T = Y2
3 2 1 I3 Y3
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On voit facilement que A est équivalente a

1 -1 0
0o 1 -1/2],
0 0 7/2

ce qui implique que la solution existe toujours (et est unique), quel que soit y. On conclut que 7" est
surjective : Im(7T") = R3.

On aurait aussi pu simplement montrer que les colonnes de A forme une famille libre, ce qui implique
qu’elle engendre tout R? (c’est parce que dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille libre
de de n vecteurs forme une base). o

Exemple 5.7. Lapplication 7" : R? — R* associée a une matrice

a «
A= b B
c 7
d ¢
ne peut pas étre surjective, puisque deux vecteurs de R* ne suffisent jamais pour engendrer R*. o

Injection

Rappelons qu'une application 7" : R" — R™ est injective si des éléments de R" distincts ont des
images distinctes :
x,x eER" x#x' = T(x)#T(x),

ou alors, ce qui est équivalent, si
Tx)=Tkx) = x=x.

Pour les applications qui sont linéaires, T'(x) = Ax, on sait que l'injectivité peut se caractériser a 1’aide
du noyau :
ker(T) := {x € R" : Ax=0}.

'S R

Ker (T) :o"'

On écrira souvent le noyau ker(A) au lieu de ker(7'). Puisque ker(A) n’est autre que I'ensemble des
solutions du systeme homogeéne Ax = 0, et comme on sait qu’il y a toujours la solution triviale, le
noyau n’est jamais vide : ker(A) > 0.

Nous avons vu qu'une application linéaire est injective si et seulement si son noyau ne contient gue
le vecteur nul :
ker(A) = {0}.

Et comme on sait que 1'unicité de la solution du probléme homogene caractérise 'indépendance des
colonnes de A, 'injectivité peut se formuler en termes de I'indépendance des colonnes de la matrice :
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Théoreme 5.8. Soit T' : R” — R™ une application linéaire et soit A la matrice m x n qui lui est associée.
Alors T est injective si et seulement si les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Exemple 5.9. Soit 7' : R? — R3 'application linéaire décrite par la matrice (déja rencontrée plus tot)
11 0

A=|2 8 -2

2 5 -1

Puisque le noyau correspond a I’ensemble des solutions de Ax = 0, on I'a déja calculé :

1 -1
ker(T') = zo | =t| 1 ||teR
T3 3

Comme ce noyau contient des vecteurs non-nuls (tout choix de ¢ # 0 donne une solution non-
triviale), 7" n’est pas injective. Ceci signifie aussi que les colonnes de A sont linéairement dépen-
dantes. En effet, en prenant par exemple la solution correspondant a ¢t = 1, on peut écrire

1 1 0 0
(-D{2]+1{8]+3[-2]=10
2 5 -1 0

Bijection

Rappelons qu'une application 7" : R" — R est bijective (ou que c’est une bijection) si elle est a la
fois surjective et injective.

La réciproque d’une application bijective : R — R se note

T-':R™ - R"
y = TN y) =%,

Par construction, on a

T(T'(y))=y VyeR",
T YT(x))=x VYxeR".

On sait que si une application 7" : R™ — R est bijective et linéaire, alors sa réciproque est aussi
linéaire. Mais on a aussi :
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Théoreme 5.10. Si T': R™ — R™ est linéaire et bijective, alors les ensembles de départ et d’arrivée doivent
étre de méme dimension : m = n.

Preuve: On utilise la représentation de T a 1'aide de sa matrice A = [a; - - - a,], olt chaque a;, est un vecteur de
R™:T(x) = Ax.

D’une part, T' étant injective, on sait que les colonnes de A sont linéairement indépendantes. Ceci implique
que n < m (en effet, on sait que dans R™, une famille de plus de m vecteurs est toujours liée). D’autre part, T’
étant surjective, les colonnes de A engendrent R™, ce qui signifie que n > m.

De 1a, on conclut que n = m. O

Ceciimplique que les applications linéaire bijectives ne peuvent exister qu’entre des espaces de méme
dimensions :

T:R" - R"

De telles applications sont donc représentées par des matrices carrées. Nous y reviendrons plus tard
et étudierons leurs propriétés.

5.3 Une base pour Im(A)

SiT : R™ — R™ est une application linéaire définie par une matrice A (m x n). On sait que ’ensemble
image Im(A) = Col(A) est un sous-espace vectoriel de R™ (si 7' n’est pas surjective, c’est un sous-
espace strict), et dans cette section nous allons voir un moyen de trouver une base pour le décrire.

Extraire une base des colonnes

D’un point de vue calculatoire, 'ensemble image Im(A) se calcule en trouvant tous les y € R pour
lesquels le systeme
Ax =y

possede au moins une solution. Ensuite, chercher une base pour Im(A) présente a priori une seconde
étape.

Mais comme on sait, I'ensemble image est I’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des co-
lonnes de A :
Im(7) = Im(A) = Col(A) = Vect{a; ---a,}.

Puisque les colonnes engendrent Im(A), il y a tout lieu de penser que certaines d’entre elles peuvent
étre utilisées pour former une base de Im(A). Voyons ¢a sur un exemple (un peu trop) simple.

Exemple 5.11. Considérons 'application 7' : R?* — R3 dont la matrice est donnée par
1000
A=lajazazay={0 0 0 O
0 010

Comme aj et a4 sont identiquement nulles, elles ne participent pas a Col(A) :
Col(A) = Vect{aj,as,as,as} = Vect{a;,as}.

De plus, a; et az sont linéairement indépendantes, et donc elles forment une base de I'espace qu’elles
engendrent. Donc B = (a;, a3z) forme une base de Col(A). o
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Dans ce dernier exemple, on a pu simplement retirer des colonnes nulles, sachant qu’elles ne contri-
buent pas a I'espace Col(A).

Nous avons déja décrit, dans le cadre abstrait des espaces vectoriels (voir ici (lien web)), le processus
qui permet de retirer les vecteurs “superflus” dans une famille qui engendre un sous-espace W,
donnant un algorithme menant a une base de W : on retire un a un les vecteurs qui peuvent étre
exprimés comme combinaisons linéaires des autres, et quand on ne peut plus en retirer, c’est qu’'on
est en possession d"une base. Appliquons ce résultat pour calculer ’ensemble image d"une matrice,
W = Col(A) :

Exemple 5.12. Considérons l’application linéaire 7' : R® — R? dont la matrice est
A= [a1a2a3a4,a5] = 0 —2 2 1 1

A priori,
Col(A) = Vect{aj, az,a3,a4,as} .
Or on remarque que a; = 2a; — as, et donc le lemme ci-dessus garantit qu’on peut retirer a, sans

changer I'espace engendré :
Col(A) = Vect{ay,as,as,as} .

On remarque aussi que a5 = —a; + agz — a4, et donc
Col(A) = Vect{a;,az, a4} .

Maintenant, on peut remarquer que a;, az et a4 sont linéairement indépendantes. Comme elles en-
gendrent Col(A), elles forment donc une base de Col(A).

Remarquons en passant que puisque cette base contient trois vecteurs, dim(Col(A)) = 3, qui est
aussi la dimension de 1’espace d’arrivée. Ceci a pour conséquence que 'application 7'(x) := Ax est
surjective. o

Une méthode pour identifier les colonnes retirables

Dans le dernier exemple, on a pu trouver des colonnes qui étaient combinaisons linéaires des autres,
mais n'y a-t-il pas un moyen plus méthodique de trouver facilement les colonnes “superflues”, pour
ne garder que celles qui forment une base de Col(A)? La réponse est “oui”, et pour le comprendre il
faut reprendre le procédé de réduction vu au début du cours.

Définition 5.13. Soit A une matrice m x n et soit A sa réduite. Si la k-eme colonne de A contient un
pivot, on dit que la k-éme colonne de A est une colonne-pivot

Rappelons que les pivots, dans A, sont les coefficients principaux égaux a 1, seuls coefficients non-
nuls de leur colonne :

L'unicité de la réduite implique que la notion de colonne-pivot, pour A, est bien définie.
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Exemple 5.14. Considérons

3 5 -4
A=1-3 -2 4
6 1 =8

Alors les colonnes 1 et 2 de A sont des colonnes-pivot, car aprés réduction, les colonnes 1 et 2 de A
sont celles qui contiennent des pivots :

o

Théoreme 5.15. Les colonnes-pivot d'une matrice A forment une base de Im(A). En particulier, dim(Im(A))
est égale au nombre de colonnes-pivot de A.

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin du résultat suivant, qui dit que les dépendances li-
néaires existant entre des colonnes d’une matrice sont les mémes que celles existant entre les colonnes
correspondantes de sa réduite :

Proposition 3. Soit A = [a; - - - a,), et soit F un sous-ensemble de colonnes de A :

F=A{a;,...,a;} C{a;---a,}.

Si A=1ry---ry,|estlaréduitede A, et si F est le sous-ensemble de colonnes de A correspondant a F,

]?:{ril,...,ril}C{rl‘--rn},

alors
* F est liée si et seulement si F est liée,

x F est libre si et seulement si F est libre.

Preuve: Si les colonnes considérées sont i1, . . ., %;, alors

]::{ail,...,ail}
f:{l‘il,...,l‘il}.

Supposons que les colonnes de F satisfont a une relation linéaire du type
ailail + .. ailail =0.

Cette relation représente un systéme homogene, et si on applique sur ce systéeme les mémes opérations élé-
mentaires qui transforment A en 4, il se transforme en le systeme homogene associé a la relation linéaire

;T +rayr;, =0,

Puisque les opérations élémentaires ne changent pas 1’ensemble des solutions d’un systeme, des nombres
Qg , ..., sont solutions de la premiére relation si et seulement ils sont solutions de la deuxieme relation.
Ceci démontre la proposition. O

Exemple 5.16. Les colonnes 1, 3 et 8 de A sont dépendantes si et seulement si les colonnes 1, 3 et 8 de
A sont dépendantes. o

Une conséquence directe du résultat ci-dessus :
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Corollaire 3. Un sous-ensemble des colonnes de A
B=(aj,,...,a;) C{a;---a,}

forme une base de Col(A) si et seulement si le sous-ensemble de colonnes de A correspondant,

B=(ri,...,r;;) C{r1---rp},

forme une base de Col(A).

Exemple 5.17. Soit A une matrice 7 x 11. Les colonnes 2, 5 et 8 de A forment une base de Col(A) si et
seulement si les colonnes 2, 5 et 8 de A forment une base de Col(A). o

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme :
Preuve: Commencons par deux remarques concernant la réduite A.

* Dans 4, les colonnes contenant des pivots sont linéairement indépendantes, puisqu’elles ont toutes un
seul coefficient non nul (le pivot “1”), chaque fois situé a une hauteur différente.

* Dans A, toute colonne qui ne contient pas de pivot peut s’écrire comme combinaison linéaire des co-
lonnes qui contiennent un pivot, et qui sont situées a sa gauche.

Par conséquent, le lemme énoncé plus haut garantit que les colonnes de A ne contenant pas de pivot ne contri-
buent pas a Col(A), et les colonnes contenant un pivot forment une base de Col(A). Par le corollaire, ceci
implique que les colonnes-pivot de A forment une base de Col(A). O

Voyons comment utiliser le théoreme pour obtenir plus facilement une base de Col(A) :

Exemple 5.18. Considérons la méme matrice que celle du début de cette section :
A=|ajazazag,as]= |0 -2 2 1 1

Apres réduction,

/10 2 0 1
A=101 -1 0 -1
00 0 1 -1

Comme les colonnes 1,2 et 4 de A sont celles contenant des pivots, on conclut que B = (aj, az, a4) est
une base de Col(A) . En particulier, dim(Im(A4)) = 3. o

5.4 Une base pour ker(A)

Rappelons que le noyau d"une application 7" : R" — R associée a une matrice A de taille m x n est
ker(T) = ker(A) = {x e R"| Ax = 0} .

Le noyau étant un sous-espace vectoriel de R" (I'ensemble de départ), il est important de trouver une
base pour le décrire.

Voyons comment le calcul méne en général directement a une base du noyau, sur un exemple concret.
Il est bien important de comprendre la méthode utilisée dans ce cas particulier, car elle sera exploitée
dans la preuve du théoreme énoncé plus bas :
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Exemple 5.19. Calculons le noyau ker(A) de la matrice d’avant,
A= [a1a2a3a4,a5] = 0 —2 2 1 1

Comme on cherche les x tels que Ax = 0, qui est équivalent a Ax = 0, on utilise la réduite déja
calculée,

/10 2 0 1
A=]01 -1 0 -1
00 0 1 -1

On en déduit la présence de deux variables libres dans le systeme Ax = 0, x5 et z5. Les autres
composantes s’expriment en fonction de 3 = setxs =t

r1 = -—2s5s—1t
i) =5+t
Ty =t

Maintenant, écrivons explicitement la dépendance en s et t, en mettant ces variables en évidence :

ker(A) = {x € RS | Ax = 0}

T —2s—t
o s+t
= T3 | = s ’ s,teR
Ty t
\ \T5 t
Tl —2 -1
T2 1 1
= zs|l=s| 1 | +t] O ‘ s, teR
T4 0 1
T5 0 1
Comme les vecteurs
-2 —1
1 1
V] = 1 5 Vo = 0
0 1
0 1

sont indépendants et engendrent le noyau, ils forment une base de ker(A). En particulier, dim(ker(A)) =
2. o

Dans ce dernier exemple, nous avons vu apparaitre deux variables libres, qui ont donné lieu a deux
vecteurs qui formaient directement une base pour le noyau. Il se trouve que ce procédé mene tou-
jours directement a une base du noyau.

Théoreme 5.20. Pour toute matrice A, la dimension du noyau ker(A) est égale au nombre de variables libres
apparaissant dans le systeme Ax = 0. (De plus, la méthode directe utilisée dans I'exemple précédent mene

toujours a une base du noyau.)

Preuve: Supposons que A est m x n. Supposons que les variables z;, , ..., z;, soient libres. Lorsqu’on met ces
variables en évidence, comme dans I'exemple ci-dessus, a chacune de ces variables z;; sera associée un vecteur
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v; € R"™. Or ces vecteurs possedent la propriété suivante : pour tout 1 < j < k, la i;-éme composante de v; est

un 1, alors que ses composantes i/, pour j' # j, sont nulles. Ceci implique que la famille {v, ..., v} estlibre.
Puisqu’elle engendre ker(A), elle forme une base du noyau. Ceci implique que dim(ker(A)) = k, le nombre de
variables libres. O

5.5 Transposition

L’opération de transposition, pour une matrice, est une opération qui consiste a transformer ses
colonnes en lignes. Elle ne sera utilisée que plus tard dans le cours, mais nous la définissons déja ici,
et présentons ses propriétés.

Définition 5.21. Soit A une matrice m x n. La transposée de A, notée AT, est la matrice n x m dont
les éléments sont définis par

(AT)ij = Ay
Exemple 5.22. Si A est 2 x 3, donnée par
_ (o B
4= (5 z ff) ’
alors AT est 3 x 2, donnée par
a 0
AT =8 pu
v €

o

Exemple 5.23. Pour une matrice carrée, la transposition revient a refléter ses coefficients a travers la
diagonale :

a b ¢ d a e i m
A:?fgthT:bfjn
Tt 7 k1 c g k o
m mn o p d h I p
o
Proposition4. 1) (AT)T =4
2) (AA)T = NAT pour tout scalaire \
3) Pour toute paire A, B (de mémes dimensions),
(A+ B)T = AT + BT,
Preuve: Suivent de la définition. O

Transposition de vecteurs

Pour des raisons de commodité, on utilisera souvent le fait suivant : si un vecteur de R” est vu
comme une matrice n x 1 (un “vecteur colonne”), on peut également lui appliquer 1'opération de
transposition, et le transformer en une matrice 1 x n (un “vecteur ligne”) :

Tl
)
x=1 . — XT:[mle--'xn].

Tn
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5.6 Le Théoreme du Rang

Considérons une matrice m x n, A, et ’application linéaire associée, T'(x) = Ax :

On a déja dit que
* ker(A) est un sous-espace vectoriel de R”,

* Im(A) est un sous-espace vectoriel de R™.

Dans les sections précédentes, nous avons vu comment obtenir des bases pour ces sous-espaces. Ici,
nous allons compléter cette analyse en faisant quelques remarques sur les dimensions de ces espaces.
Commencons par faire une remarque sur un cas particulier :

Exemple 5.24. Considérons l’application linéaire T : R5 — R? rencontrée dans les sections précé-
dentes, dont la matrice est

1 2 0 3 —4
A=[0 -2 2 1 1|,
1 5 -3 1 -5
et dont la réduite est
1 0 2 0 1
A=(01 -1 0 -1
00 0 1 -1

Rappelons ce que nous avons déja dit :

* Les colonnes 1,2,4 de A contiennent des pivots, ce qui implique que les colonnes 1,2, 4 de A
sont des colonnes-pivot et forment une base de Im(A), ce qui implique que

dim(Im(A4)) = 3.
* Les variables z3, x5 sont libres, ce qui implique (voir théoreme de la section précédente) que
dim(ker(A)) = 2.

Par conséquent,
dim(ker(A)) + dim(Im(A4)) =2+3=5.

Ici, “5” est également la dimension de 'espace de départ (R®), qui est également égal au nombre de
colonnes de A. o

Ce que nous venons d’observer est en fait vrai pour toute matrice : la somme des dimensions de I’en-
semble image et du noyau est toujours égale a la dimension de I'espace de départ. C’est le Théoréme
du rang :
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Théoreme 5.25. Soit A une matrice m x n. Alors
dim(ker(A)) + dim(Im(A4)) =n.
Pour le méme résultat, mais démontré plus généralement dans le cadre des espaces vectoriels, voir

ici (lien web).
Preuve: La structure générale d'une matrice réduite sera toujours du type suivant :

n
i i °°:°o;°l;
e aapdo0iolio ]
m . rialateriog
s 1Pl asltt ol
5 sy faald
(A T T | I L)
! gt ot ) s s TTiAA
¢ s & 6oL e N e :
LLPrLePPLPrLLPLL

* Le nombre de colonnes contenant un pivot (au nombre de 5 en bleu sur l'image) donne le nombre
d’éléments contenus dans une base de Im(A), et donc est égal a dim(Im(A)).

% Ensuite toutes les autres colonnes (au nombre de 9 en rouge sur I'image) représentent des variables
libres, et donnent donc la dimension du noyau, dim(ker(A4)). Comme il y a en tout n colonnes (n = 14
sur 'image), on a bien

dim(Im(A)) + dim(ker(A)) =n.

Le terme “rang” doit encore étre défini :

Définition 5.26. Soit A une matrice m x n. Le rang de A est défini comme la dimension de son

ensemble image :
rang(A) := dim(Im(A)) .

Parfois, le rang est aussi noté rg(A). (En anglais : rank(A).)
Si A estm x n, alors

1) rang(A) < m. En effet, 'ensemble image de A étant un sous-espace vectoriel de R™, sa dimen-
sion est au plus égale a m.

2) rang(A) < n. En effet, la dimension de I'ensemble image est au plus égale au nombre de co-
lonnes de A.

Par conséquent,
rang(A) < min{m,n}.

Informel 5.27. Plus le rang d"une matrice m x n est grand, plus cette matrice définit une application
qui “remplit” son ensemble d’arrivée. En particulier, si ’application est surjective, alors son rang
vaut m.

Voyons quelques exemples dutilisation simple du théoréeme du rang.

Exemple 5.28. Soit A une matrice 6 x 9. Alors ker(A) a dimension au moins égale a 3. En effet,
rang(A) < min{6, 9} = 6, et donc par le théoreme du rang,

dim(ker(A)) =9 —rang(A) >9—-6=3.
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L'espace engendré par les lignes
Nous avons déja souvent décrit un matrice m x n a l’aide de ses colonnes a;, € R™ :
A=la;---ay].

Mais on peut aussi aussi la décrire a I'aide de ses lignes,

o
A= |,
U
ol /1, ..., L, sont des vecteurs de R”. En d’autres termes, les lignes de A sont les colonnes de AT :
AT = [y )
1 0 2 e AN
Exemple 5.29. A = <_4 3 5) peut s’écrire A = <€§> , oll
1 —4
gl — 0 5 EQ = 3
2 )
o
Définition 5.30. Soit A une matrice m x n, dont les lignes sont /7, ... ¢1 . Alors 'espace-ligne de A

est le sous-espace vectoriel de R” engendré par ses lignes :
Lgn(A) := Vect{l1,...,ln}.

Lemme 11. Si A et B sont deux matrices équivalentes selon les lignes (on peut passer de I'une a I'autre a
'aide d"un nombre fini d’opérations élémentaires sur les lignes), alors

Lgn(A) = Lgn(B) .

Preuve: Supposons que B peut s’obtenir par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes. Alors toute
combinaison linéaire des lignes de B est aussi une combinaison linéaire des lignes de A. Ceci implique Lgn(B) C
Lgn(A). Le méme argument montre que Lgn(A) C Lgn(B), ce qui entraine Lgn(A) = Lgn(B). O

Corollaire 4. Si A est la réduite de A, alors les lignes de A contenant un pivot (s'il y en a ) forment une base

de Lgn(A) et de Lgn(A).

Preuve: Regardons A :

Les lignes contenant un pivot possedent des “1” a des emplacements différents, précédés de “0” : elles sont

donc clairement indépendantes. Puisqu’elles engendrent évidemment Lgn(A), elles forment une base de Lgn(A).

Par le lemme précédent, toute famille de vecteurs qui forme une base de Lgn(A) forme aussi une base de
Lgn(A). O

NumChap: chap-applic-Rn-dans-Rm, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 85


botafogo.saitis.net

5.7. Transformations géométriques

Intéressons-nous maintenant a la dimension de I'espace engendré par les lignes. Par définition,
dim(Lgn(A)) = rang(AT).

Le résultat suivant montre que les espaces engendrés par les colonnes et les lignes d’une matrice
quelconque ont toujours méme dimension :

Théoreme 5.31. Si A est une matrice quelconque,

rang(A) = rang(AT).

Preuve: Soit A la réduite de A. La chose importante a remarquer est que dans A, le nombre de colonnes contenant
un pivot est égal au nombre de lignes non nulles. C’est évident sur un dessin :

Pivd41: 00
10
4

i 11

«000

|

0o00CoO

—

On peut donc écrire

rang(A) = nombre de colonnes-pivot de A
— nombre de colonnes contenant un pivot dans A
= nombre de lignes non-nulles dans A
= dim(Lgn(A))
= dim(Lgn(A4))
= rang(AT).

Dans la quatrieme ligne, on a utilisé le corollaire ci-dessus. Dans la cinquiéme ligne, on a utilisé le lemme du
dessus. O

5.7 Transformations géométriques
Dans cette section, on laisse de coté la théorie générale pour considérer quelques exemples impor-
tants d’applications linéaires 7" : R? — R?, tous de nature géométrique.

Sur ces exemples, on illustrera certaines des notions vues dans les sections précédentes (ensemble
image, noyau, etc.), en leur donnant un sens géométrique. On considérera aussi le matrices associées
a ces applications relativement a la base canonique, et plus loin relativement a d’autres bases.

Projection sur un axe de R?

Fixons une droite d dans le plan, passant par l'origine, et considérons la transformation consistant a
projeter un vecteur x € R? orthogonalement sur d :
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6 =0.300...

Cette opération définit une application
proj, : R? — R?
X > projy(x) .
Quelques remarques a propos de cette application :

Par définition de la projection, tout vecteur v appartenant a d (ou plutodt : colinéaire a un vecteur
directeur quelconque de d) ne change pas lorsqu’il est projeté :

proj (v) =v.

Ceci implique en particulier que Im(proj,;) O d. Mais par définition, Im(proj,) C d, et donc
Im(projy) =d.

Puisque d est un sous-ensemble stricte de R? , ceci implique que proj, n'est pas surjective.

Ensuite, proj, n’est pas injective, puisqu’il existe une infinité de vecteurs différents dont la projection
sur d est la méme :

Effectivement le noyau contient (en plus du vecteur nul) une infinité de vecteurs, tous sur la droite
d’' perpendiculaire a d, passant par 1'origine :

s Ker {Fﬂi\‘!)
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Ceci illustre aussi le théoreme du rang :
dim(ker(proj,)) 4+ dim(Im(proj,)) = 1 + 1 = 2 = dim(R?).
Insistons sur le fait que les propriétés décrites ci-dessus ont toutes été obtenues sans calculs.

Maintenant, la nature géométrique de la projection permet de montrer sans peine qu’elle est linéaire.
En effet, si on multiplie x par un scalaire ), sa projection est multipliée par le méme X :

En d’autres termes :
proj;(Ax) = Aproj,(x).

Ensuite, si on additionne deux vecteurs et qu’ensuite on projette leur somme, on obtient le méme
résultat que si on les avait d’abord projetés séparément pour ensuite les additionner :

Plus précisément :
projq(x +y) = projy(x) + proja(y) -

Maintenant, puisque proj, est linéaire, elle peut étre représentée a I'aide d"une matrice. Celle-ci est
donnée par

A = [projylB... = [projg(e1) proj,(es)] .

PogalE3)
Pragale)
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Si on suppose que d fait un angle 6 avec e; (dans le sens anti-horaire), on trouve

projq(e1) = cos(6) (C?SE;)

w0

Sin

. . cos(6
proj,(ez) = sin(0) < ) ((9))) )
et donc la matrice associée a proj, est

. B cos?() cos(#) sin(0)
[Projalsea, = <cos(9) sin(6) sin?(6) )

Comme les colonnes sont toutes deux colinéaires au vecteur directeur de d, elles n’engendrent pas

R?, ce qui reflete le fait que proj, n’est ni injective, ni surjective.

Réflexion a travers un axe de R?

Reprenons encore une droite d passant par 1’origine, et considérons cette fois la transformation consis-
tant a réfléchir un vecteur x € R? i travers d. La réflexion de x a travers d sera notée refly(x) :

¢ =0.300... T

refl;(x)

Cette opération définit une application

refl; : R? — R?

x — refly(x) .

Quelques remarques :

* Par construction, tout vecteur v appartenant a d (ou plutot : colinéaire a un vecteur directeur
quelconque de d) est invariant sous l’action de la réflexion :

refly(v) = v.
* Clairement, le réfléchi du réfléchi de x est x lui-méme :
refly(refly(x)) = x,
ce qui implique que refl; est bijective et qu’elle est égale a sa réciproque :
refl; 7! = refl,.
2

Etant injective, son noyau ker(refl;) = {0}. Etant surjective, Im(refly) = R2.

dim (ker(refly)) + dim(Im(refly)) = 0 4+ 2 = 2 = dim(R?).
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Comme pour la projection, on montre sans peine que refl; est une application linéaire. Calculons sa
matrice relativement a la base canonique :

[reﬂd]Bcan = [reﬂd(el) reﬂd(eg)] .

Si encore une fois on suppose que d fait un angle ¢ avec la direction e, alors on remarque que la
réflexion de e; a travers d le transforme en un vecteur unitaire faisant un angle de 26 avec I’horizon-
tale :

On a donc

~ [cos(26)
refla(er) = <sin(29)) '
Ensuite, la réflexion de e; a travers d le transforme en un vecteur unitaire faisant un angle de 6 — (
) = 20 — 7 avec I’horizontale :

us
2

¥ refl ,(€3)

On a donc
_ (cos(20 - %)\ [ sin(20)
refly(ez) = (sin(26’ —-%)) 7 \—cos(20)) "
Ainsi, la matrice qui représente refl; relativement a la base canonique est donnée par

_ [cos(20)  sin(260)
[refla]gea, = <sm(20) —cos(29)> '

Rotation d’angle § autour de 1’origine dans R?

Considérons une rotation d’angle 6 autour de 'origine (dans le sens trigonométrique) :
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B =1.000... otg(x)

Cette opération définit une application

rotg : R? — R?

X > rotg(x) .

Quelques remarques :

% Si 6 = 0 ou un multiple de 27, la rotation correspond a l'identité.

* Puisque
rot_p(rotg(x)) = x,

la rotation d’angle 6 est bijective, et sa réciproque est la rotation d’angle —6 :
rotg_1 =r10t_g.
Etant injective, son noyau ker(roty) = {0}. Etant surjective, Im(rots) = R2.

dim(ker(rotg)) + dim(Im(rotg)) = 0 + 2 = 2 = dim(R?).

Une rotation (autour de l'origine) est clairement une transformation linéaire, et puisque

pototen . = (0] )+ otatealls, = ().

sa matrice relativement a la base canonique est donnée par

ol = (g} i)
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Chapitre 6

Le produit matriciel

6.1 Définition

Le produit de deux matrices est motivé par la composition d’applications linéaires.

Or lorsqu’on veut composer deux applications, il faut que les ensembles qui apparaissent dans leurs
définitions soient compatibles.

* Soit donc
T:R*" - R™

une application linéaire, dont la matrice m x n est notée A. Si x € R", la k-eme composante
(1 < k < m)de T(x) est donnée par
n
(T(x))k = (AX)r = > agja; .

J=1

* Soit ensuite
S:R™ - RP

une autre application linéaire, dont la matrice pxm est notée B.Six € R, la k-éme composante
(1 < k < p) de S(x) est donnée par

(SX)k = (Bx)p = > _ brjz; .

j=1
Puisque I’ensemble d’arrivée de 7" est I'ensemble de départ de S, on peut les composer :

lR?

S(TIX))

SoT
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La composition est définie par

SoT :R" - RP
x5 (S0 T)(x) = S(T()).

Informel 6.1. Attention, méme si on lit le symbole “S o T de gauche a droite, en disant “.S composée
avec T”, c’est pourtant 1" que 1’on applique en premier, suivie de S'!

On peut vérifier (exercice!) que la composée S o T est linéaire; elle peut donc étre représentée par
une matrice. Quelle est cette matrice?

Calculons la k-eme composante de (S o T')(x) :
(SoT)(x)r = (S(T(x)))k = (B(Ax))x

=D bry(4x);
j=1

m n

=D b ) iz
=1  I=1
m

n
= >~ (X twjan)a.
=1 j=1
———
=:Cki

On voit qu’apreés avoir interverti les sommes sur j et [, on a pu définir des coefficients cy;, qui sont
les coefficients d"une matrice p x n, notée C, qui permet d’écrire

n

(SoT)(X)k =Y crwr = (CX)g .

=1

On a donc trouvé la matrice associée a S o T, et on sait calculer ses coefficients en fonction de ceux de
AetB.

Définition 6.2. Soient B = (b;;) une matrice p x m, et A = (a;;) une matrice m x n. Le produit
matriciel de B par A est la matrice p x n, notée C' = B A, dont les coefficients sont définis par

m
Crl = E bkjajl.
J=1

L’expression ci-dessus pour le coefficient c;; montre que ce dernier se calcule en parcourant la k-eme
ligne de A et la [-eme colonne de B.

Exemple 6.3. Calculons un produit BA = C, pour des matrices 4 x 4 :

1 2 =20 0 2 -1 5 2 0 11 -3

3 2 =21 31 5 -3 (2 11 10 9

-1 1 0 1 2 2 -1 1] |3 6 7 -6

5 2 -1 6 07 1 2 4 52 12 30
B A c
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Comme exemple, on a indiqué le calcul de

4
Co3 = g bojajs
i=1

= ba1a13 + bagags + bazaszs + basaass
=3 (~1) 4254 (-2) (1) +1-1=10

<&

Informel 6.4. On peut multiplier deux matrices de dimensions différentes, BA, mais ces dimensions
doivent étre compatibles : le nombre de colonnes de B doit étre égal au nombre de lignes de A.

B-A €
/N 1
rQ e e

Exemple 6.5. Le produit d"une 3 x 2 par une 2 x 4 est bien défini :

a b 1 92 3 4 a+5b 2a+6b 3a-+7b 4a+8b
c d <5 6 7 8> =|c+5d 2c+6d 3c+7d 4c+8d

7/ - , e+5f 2e+6f 3e+7f 4de+8f
3%2 24 3x4

Par contre, dans I'ordre inverse, le produit

a b
1 2 3 4
7 2 ([ -'
(5 6 7 8) c d n’est pas défini!
S——— e f
2x4 N—_——

3%x2

Quelques remarques :

* Un vecteur x € R” peut s’interpréter comme une matrice n x 1. Donc la multiplication d"une
matrice m x n par x € R", peut s’interpréter comme le produit matriciel d'une m x n par une
n x 1, qui donne une Ax qui est m x 1, c’est-a-dire un vecteur de R™.

% Pour le produit d'une 1 x n par une n x 1, on obtient une matrice 1 x 1, qui n’est autre qu'un
réel :

* Par contre, le produit d'une m x 1 par une 1 x n donne évidemment une m x n. Par exemple,

a ar ay az at
b (ac Yy oz t) =|bx by bz bt
c cx cy cz ct
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* Considérons le produit de A (m x n) par B (n x p). Si on exprime B a l'aide de ses p colonnes,
qui sont des vecteurs de R"
B = [bl...pr

alors le produit AB peut s’écrire a I’aide de ses p colonnes :
AB = [Ab; - -- Aby],

ou chaque colonne Ab;, € R™

6.2 Propriétés

Proposition 5. Le produit matriciel satisfait aux propriétés suivantes. (Ci-dessous, on suppose que les dimen-
sions des matrices sont toujours compatibles.)

1) A(BC) = (AB)C ( A associativité)
2) A(B+C) = AB + AC (distributivité)
3) (A+ B)C = AC + BC (distributivité)
4) A(AB) = \(AB) = (MA)B

5) (AB)T = BT AT

Preuve: Les premieres propriétés seront vérifiées en exercices. Pour la derniére, considérons A de dimensions
m x n, et B de dimensions n x p, et calculons 1'élément ij de (AB)T :

((AB)")ij = (AB)

= Z Ak B
k=1
n

= (A")k (BT )ik
k=1

=> (B")i(AT);
k=1
= (BTAT),;.
O

L’associativité signifie que 'on n’a pas besoin d’utiliser de parentheses lorsqu’on multiplie plusieurs
matrices : les produits peuvent s’effecteur dans n’importe quel ordre. Donc au lieu de A(BC) ou
(AB)C, on peut simplement écrire ABC.

Ce qu’on n’a pas le droit de faire, par contre, c’est de changer 'ordre des matrices dans un produit :
le produit matriciel n’est pas commutatif. De fait, en général, méme pour des matrices A, B de
dimensions compatibles,

AB # BA.

En effet, commencons par remarquer que si A est m xn, alors AB et BA sont toutes deux bien définies
seulement si B est n x m. Mais alors AB est m xm et BA estn xn, donc AB et BA sont de dimensions
différentes des que m # n. Donc pour que les deux matrices AB et B A soient toutes les deux définies
et égales, il faut déja que A et B soient carrées, de méme dimension n x n.

Or méme si A et B sont carrées et de mémes dimensions, en général AB # BA.

NumChap: chap-produit-matriciel, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 95


botafogo.saitis.net

6.2. Propriétés

Exemple 6.6. Avec A = <(1) _01>, B = <0 _1> ,ona

et donc AB # BA. o

Définition 6.7. Si A, B sont telles que AB = BA, on dit qu’elles commutent.

Mentionnons encore une différence importante qui distingue le calcul matriciel du calcul réel. On
sait que dans les réels, un produit nul
ab =0

implique qu’au moins un des nombres a, b est nul. Par contre, on peut avoir un produit matriciel nul,
AB =0,

sans qu’aucune des matrices A, B ne soit identiquement nulle (voir exercices).

Matrice identité

Définition 6.8. La matrice identité I, est la matrice n x n définie par

1 0 --- 0
0 1
I, .= diag(1,1,...,1) = o
0 0 1
L'action de I,, sur un vecteur n’a aucun effet :
ILx=x, Vx € R™.

De plus, la matrice identité est 1’élément neutre pour la multiplication des matrices carrées n x n,
puisqu’on a, pour toute matrice A (n X n),

Al =1, A=A.

I,, est d’ailleurs la seule matrice qui commute avec toute matrice n x n (voir exercices).
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Chapitre 7

Inversion

7.1 Motivation

Un des axiomes qui définit le corps des nombres réels est qu'il existe pour tout réel a # 0 un inverse,
a savoir un nombre noté a~! tel que

ou le nombre “1” est I’élément neutre pour la multiplication dans les réels (c’est-a-dire que = - 1 =
1.2 = x pour tout z € R). C’est a 'aide de la notion d’inverse que I'on résout une équation du genre

ar=2>o,

ol a # 0. En effet, en multipliant des deux cotés de ’équation par a1, on trouve

etdonc x = a~ 1.

Pour les matrices, on aimerait idéalement pouvoir résoudre un systeme linéaire
Ax=Db

de la méme fagon. En effet, si on sait qu'il existe une matrice A1 telle que A~1A = I, alors en
multipliant a gauche des deux cotés de I’équation vectorielle ci-dessus,

A 'Ax = A" 'b,
=1

qui donne x = A~ 'b.

Cette approche peut sembler élégante, mais elle présuppose qu’il existe une matrice A~! telle que
A71A = I,,. Or une telle matrice n’existe pas toujours, comme nous verrons. En effet, pouvoir isoler
x, dans I’équation “Ax = b”, en multipliant juste par une matrice bien choisie, méne a une solution
unique x = A~!'b, et implique en particulier que la solution du systéme Ax = b est unique, ce qui
n’arrive que dans certains cas (Théoreme “0, 1, 00”).

Dans ce chapitre, on se propose donc de chercher des conditions sur A qui garantissent 1’existence de
A~1; ’est le probleme de I'inversibilité. Nous verrons aussi plusieurs facons d’obtenir une expression
explicite pour A~ L.
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7.2 Définition et propriétés de base

Voyons le probleme d"un point de vue un peu plus général.

Pouvoir isoler x dans T'(x) = Ax = b signifie, en termes d’application linéaire, que 1’on cherche a
récupérer la préimage de b. Pour que cette préimage soit bien définie et unique pour tout b € R, il
faut que 7 soit bijective.

Or nous avons vu qu'une application linéaire ne peut étre bijective que si elle a des espaces de départ
et d’arrivée de mémes dimensions :
T:R" —R"

On peut aussi montrer que dans ce cas, la réciproque 71 : R” — R" est également linéaire (exercice);
on peut donc lui associer une matrice :

Les relations

T(T'(y))=y VyeR",
T7HT(x)=x VxeR".

s’expriment donc, en termes des matrices et du produit matriciel,

ABy =y Yy € R™,
BAx =x Vx € R™.

Or ces deux dernieres conditions peuvent s’exprimer simplement par
AB=1,, BA=I,.

La matrice B sera appelée inverse de A.

Par la discussion précédente, on ne peut parler d’inverse que pour des matrices carrées, c’est a dire
ayant autant de lignes que de colonnes.

Définition 7.1. Soit A une matrice n X n.

* Si il existe une matrice B, n x n, telle que
AB=BA=1,,

on dit que A est inversible. La matrice B est alors appelée inverse de A4; on la note A~! (au lieu
de B).

* Si A n’est pas inversible, elle est dite singuliére.

Remarque 7.2. Puisque deux matrices A et B ne commutent a priori pas, la condition “AB = BA =
I1,,” représente en fait deux conditions, a savoir AB = I,, et BA = I,,. o

Exemple 7.3. La matrice A = < 2) est inversible. En effet, en définissant

1
3 4
5= (32 _1p2)

()6 )6 )
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2= (o ) 3) = %) =

Donc A est inversible, et son inverse est A~! = B. o

et que

Dans cet exemple, on a juste vérifié que A était inversible en vérifiant que le produit de A avec B don-
nait bien la matrice identité. Mais en général, on aimerait des critéres qui nous permettent d’étudier
une matrice donnée A, de savoir si elle est inversible ou pas, et si oui de calculer son inverse.

Informel 7.4. Par exemple, la matrice

S

I
DN NN
NN DN~ DN
NN NN DN DN
NN~ NN DN
NN~ DN NN DN
N~ NN NN DN
NN NN N

est-elle inversible ? Si oui, quel est son inverse ?

Exemple 7.5. La matrice A = <(1) (1)) est singuliere. En effet, quelle que soit B (2 x 2), le coefficient

(AB)i; est toujours égal a 0, et donc AB ne peut pas étre égale a I>. Cet exemple montre qu’il ne suffit
pas de ne pas étre identiquement nulle pour ne pas étre inversible. o

Listons encore quelques propriétés de base de la matrice inverse.

Proposition 6. Soit A une matrice n x n inversible. Alors
1) L'inverse A~ est unique,
2) A~! est aussi inversible, et (A71)~! = A,
3) Pour tout scalaire X\ # 0, AA est aussi inversible, et (\A) ™1 = $ A7,
4) AT est aussi inversible, et (AT)~! = (A~1H7T,

De plus, si M est une autre matrice n x n inversible, alors AM est inversible, et
(AM)™' = M—tA1,

Preuve:
1) Supposons qu’il existe deux matrices C, B telles que AC' = CA = I,,, AB = BA = I,,. Alors

B = BI, = B(AC) = (BA)C =1,C =C'.

2) En considérant A comme la “matrice de départ”, l'inversibilité signifie que AA™! = A='A = I,,. Or ces
deux conditions peuvent aussi se lire en considérant A~! comme la “matrice de départ”, et elles nous
disent bien que A~! est inversible et que son inverse est égal a A.

3) Par simple vérification, en utilisant les propriétés de la multiplication d"une matrice par un scalaire,
AA) (AT = (3447 =1,
De méme, (1 A™1)(AA) = I,,.

4) Par simple vérification,
AT(A_l)T = (A_lA)T = I;{ =1,.

De méme, (A~1)TAT = I,,.
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Finalement, si M est aussi inversible, alors

(AM)(M7PA™Y) = AMM A~ = A4~ = 1,,,
=1
(M7PA™Y(AM) = MY (AA " YM = MM~ =1,
=I

et donc AM est inversible et son inverse est M ~1 AL, O

Inverse et résolution de systémes n x n
Considérons un systeme n x n,
Ax=Db,

dans lequel la matrice A est inversible. On peut alors résoudre cette équation em multipliant les deux
cotés de I'inégalité ci-dessus par A1,

A 'Ax = A"'Db,
=1,

qui donne directement la solution
x=A"'b.

Si cette méthode peut paraitre élégante, elle a le désavantage (en plus de ne pouvoir étre appliquée
que lorsque A est inversible) d’étre plus cotiteuse en termes de calcul, puisqu’elle

7.3 Lecas?2 x 2

Avant de nous attaquer au probléeme général d"une matrice n x n, attardons-nous sur le cas 2 x 2.
Méme si ce cas est le plus simple, il va nous permettre de présenter quelques notions qui seront
réutilisées dans d’autres chapitres.

Considérons une matrice 2 x 2 quelconque :

a b
A= .
L'inversibilité de A va dépendre des valeurs des coefficients a, b, ¢, d bien-stir, et 'avantage du cas
2 x 2 est qu’il y a une condition facilement exprimable en fonction de ces coefficients.

Théoréme 7.6. A = <CCL Z) est inversible si et seulement si son déterminant, c’est-a-dire le nombre réel
défini par

det(A) := ad — be,
est différent de zéro. De plus, lorsque det(A) # 0, l'inverse de A est donné par

A = detl(A) (—dc _ab> ‘
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Preuve: Supposons pour commencer que det(A) # 0. Dans ce cas, la matrice A~! de I'énoncé est bien définie,
et on vérifie par un calcul direct que AA™! = A1 A = [,. Comme l'inverse est unique, A~ est bien I'inverse
de A.

Supposons maintenant que det(A) = ad — be = 0. Si tous les coefficients de A sont nuls, elle ne peut pas étre
inversible (on peut la multiplier par n'importe quoi, on n’obtiendra jamais I, !). Supposons donc qu’au moins
un de ses coefficients est non-nul, par exemple a # 0. Dans ce cas, ad — bc = 0 implique d = %, et donc

a b a ta
=)= 1)
ce qui implique que les colonnes de A sont colinéaires. Comme on sait, ceci implique que A n’est pas inversible.
O

Exemple 7.7. A titre d’illustration, considérons la matrice 2 x 2 déja mentionnée au début du chapitre :

(Y

Son déterminant vaut det(A) = 1-4—2-3 = —2 # 0, et donc A est inversible, et son inverse est donné

par la formule du théoreme :
g L4 2y _ (2 1
T 2\-3 1) \3/2 -1/2)°

comme nous avions déja vérifié.

Cette expression permet maintenant de résoudre n’importe quelle équation vectorielle impliquant A.
En effet, le systéme

1 4+ 2x9 = by
(*){ 311 + 4wy = by

63 (=)

En multipliant des deux cotés par A~! on obtientx = A" 1D, qui donne
1\ —2 1 b1 _ —2b1 + by
za)  \3/2 1/2) \ba) ~ \3b1+ 3b2)

Exemple 7.8. Considérons quelques transformations linéaires dans le plan.

se formule comme Ax = b,

* Nous avions remarqué que la projection orthogonale sur une droite d (passant par 1’origine)
est une transformation qui n’est ni injective ni surjective, donc pas bijective. On voit maintenant
que ceci se reflete dans sa matrice relativement a la base canonique, puisque

2 .
. cos®(6) cos(0) sin(0)
det([pro = det . . =0.
([Proja)B.e.) <cos(9) sin(0)  sin(0

* La réflexion d’axe d était inversible, ce que nous voyons maintenant au niveau de sa matrice,

puisque

det([refly)g.,, ) = det (Z(ﬁgg; _sg;(jé)g)) =—-1#0.
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De plus, on sait que refl; ' = refly, ce que I'on vérifie au niveau de la matrice :

—1 1 [—cos(20) —sin(20)
[refl)s.., ' = -1 <—sin(20) cos(26) >

= (G )
]

= [refly]5

can °

* Finalement, nous avions remarqué que la rotation d’angle « est inversible, ce qui au niveau de
la matrice se traduit par

det([rota]s...) = det <C°S(O‘) - Sin(a)) —140.

sin(a)  cos(a)

En utilisant la formule ci-dessus, on peut vérifier que son inverse correspond, comme on sait, a
une rotation de —a. En effet, a ’aide des propriétés de parité des fonctions trigonométriques,

[r0tal " = T ( cos(a) sin(a))

—sin(a) cos(«)

(
_ (cos( a; —sin(—a))

sin(— cos(—a)

= [rot—_u]B

can °

Le déterminant pour des matrices plus grandes?

Plus tard, nous verrons comment la notion de déterminant peut se généraliser a des matrices carrées
de tailles arbitraires, et comment celui-ci renseigne sur l'inversibilité d'une matrice. Pour l'instant,
restons-en a I’étude de I'inversibilité, sans déterminant, en nous tournant vers le cas n x n.

7.4 Le casn X n:matrices élémentaires et algorithme de Gauss-Jordan

Introduction

D’un point de vue trés concret, le probléme de l'inversibilité d"une matrice A (n x n) peut se formuler
de la facon suivante.

Puisqu’on cherche donc une matrice B (n x n) telle que
AB=BA=1,,
si on écrit I'inconnue B en nommant ses colonnes,
B: [blbn]v

alors le produit devient AB = [Ab; --- Ab,], et comme la matrice identité peut aussi s’écrire I,, =
[e1 - - - ey, la contrainte AB = I, s’écrit

[AblAbn] = [el---en].
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Les colonnes de B doivent donc étre solutions des n systémes suivants :

(*)1 : Abl =e€e,
(*)2 : Abg = e,

(*)n : Ab, =e,.

Si on met en route I'algorithme de Gauss pour résoudre chacun de ces systémes, on se rend compte
que les opérations élémentaires faites pour résoudre le premier systeme Ab; = e; pourront étre
réutilisées dans tous les systemes suivants . On conclut que I'on peut en fait étudier la résolution de
ces n systémes en parallele, en se concentrant uniquement sur les coefficients de la matrice A.

Si on trouve des vecteurs by, ..., b, solutions, respectivement, de ()1, ..., (*),, alors on aura déja
une matrice B = [by - - - b,,] satisfaisant AB = I[,,.

Puisqu’on aimerait maintenir l'interprétation matricielle du résultat final, nous allons garder la trace
des opérations élémentaires effectuées successivement, afin d’obtenir notre premier critére d'inversi-
bilité.

Matrices élémentaires

Nous avons précédemment introduit des opérations élémentaires de Type I, II et III, qui agissaient
sur un systeme m x n ou, de fagon équivalente, sur sa matrice augmentée. Il se trouve que chaque
opération élémentaire, prise individuellement, peut se formuler a 1’aide d"un produit matriciel.

Rappelons que I,, est la matrice identité n x n.

Définition 7.9. Une matrice n x n est dite élémentaire si elle s’obtient en effectuant une (et une seule)
opération élémentaire sur I,,.

1 00
Exemple7.10. x [0 0 1| estélémentaire, puisqu’on l’obtient a partir de I3 par 'opération de
010
Type 1Ly < L3.
1 0 0
* [0 —2 0| estélémentaire, puisqu’on I’obtient a partir de I3 par 1'opération de Type Il Ly <
0 0 1
—2Ls.
1 3 4
* [0 1 0| n’estpasélémentaire. (On peut’obtenir a partir de /3, mais avec pas moins de deux
0 01

opérations élémentaires.)
o

Maintenant, pour effectuer une transformation £ sur une matrice A (n x p), on pourra simplement
considérer la matrice élémentaire F (n x n) obtenue en effectuant £ sur I,,, puis l'utiliser pour multi-
plier A a gauche par E : le résultat A est alors la matrice A sur laquelle on a effectué &.

Exemple 7.11. Considérons une matrice 3 x 4

a b ¢ d
A=le f g h
i 7 k1
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Supposons que 1'on veuille effectuer sur A I'opération élémentaire £ donnée par “L; <+ Lo”. Pour ce
faire, on commence par appliquer £ a I3, qui donne

qui est bien ce qu’on voulait.

<&

Nous avions vu qu’une transformation élémentaire effectuée sur un systeme ne change pas son en-
semble de solutions, puisqu’on pouvait toujours revenir au systeme de départ en appliquant une
transformation réciproque. Une traduction de cette affirmation, dans le langage matriciel, est la sui-

vante :

Lemme 12. Toute matrice élémentaire est inversible.

Pour le vérifier, écrivons explicitement les matrices élémentaires n x n, ainsi que leurs inverses.

= Type I: La matrice élémentaire associée a I'opération L; <+ L; est

""'d. :

On remarque que T;, ;T = I, et donc

Ti<—>j

-1

= Tz‘<—>j

@ luan., v

- l:a., g

* Type Il : La matrice élémentaire associée a I'opération L; <= AL;, ot A # 0, est

D;L\)==
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On remarque que D;(\)D;(A\™1) = I,,, et donc

* Type Il : La matrice élémentaire associée a I'opération L; <— L; + AL, est

1

1.. @)

A « l; v
L,‘ (1):= "" g

o 11 e-lca.,‘j

On remarque que L;;(\)L;j(—A) = I, et donc

Lij(\) ™ = Lij(=))

Lorsqu’on résout un systéme, on choisit une suite d’opérations élémentaires, dans le but d’arriver
a une forme échelonnée du systéme. Notons ces opérations £, £2) ... £(*) I'application de ces
opérations (d’abord £, puis £?), etc.) correspondent a des multiplications successives de A a gauche
par les matrices élémentaires qui leur correspondent :

Opération €M) EWA,
Opération £V EPEWA,

Opération £®) E®...p@pML4g.

Comme on sait, une matrice possede une unique version échelonnée réduite, et donc il est toujours
possible de bien choisir les matrices EW, de facon a ce que la matrice finale,

A=E® ... g@OpM4,
soit la réduite de A.

Théoreme 7.12. Soit A une matrice n x n. Alors A est inversible si et seulement si on peut réduire A a
Uidentité I, a I'aide d'un produit de matrices élémentaires, c’est-a-dire s'il existe des matrices élémentaires
EW ... EW telles que la réduite

A=E® ...gMW4y

soit la matrice identité : A = I,.

Preuve: Supposons que A est inversible. Alors T'(x) := Ax est bijective, et par conséquent pour tout b € R",
le systeme Ax = b posséde une unique solution. Ceci implique que sa forme échelonnée réduite ne présente
aucune variable libre (chaque pivot est situé immédiatement a droite du pivot de la ligne supérieure). Comme
Aestn x n, ceci implique que la réduite de A est I,,.

Supposons ensuite qu’il existe des matrices élémentaires E(V), ... E*) telles que

ERpE=1 . gMA=1], .
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Rappelons que chaque E) est inversible. En multipliant la relation ci-dessus a gauche par (E(*))~1,

(EY~1p®) =1 .. g A = (ER)~1, = (E*)~1
~————
=I,
En multipliant successivement, a gauche, par (E*~)=1 .. (EM)~1 on arrive a

A= (E(l))*l e (E(k))fl

Puisque chacune des matrices (E))~! est inversible, A est un produit de matrices inversibles, et donc elle
aussi est inversible. Son inverse est donné par

( E(l) E(k)) )
=( ﬁ (B

Comme conséquence de ce qui a été fait dans la preuve :

Corollaire 5. Une matrice A (n x n) est inversible si et seulement si elle peut s’écrire comme un produit de
matrices élémentaires.

L’'algorithme
L’argument développé dans la preuve du précédent théoreme fournit un algorithme pour déterminer

si une matrice est inversible et, dans le cas ot elle est inversible, de calculer son inverse.

Reprenons I'expression
[Aby ---Ab,] = [e1---e,].

Pour résoudre n’importe lequel de ces systemes, Ab; = e;, on applique successivement des opéra-
tions élémentaires en multipliant a gauche par les matrices correspondantes E(V, ... E®) jusqu’a
obtenir, du coté gauche, la réduite de A :
Abj =€;j
EWAb; = EWe;
E(2)E(1)Abj - E(Q)E(l)e]

E® .. EOEW AL, = E® ... f& g0,

=A

Si A = I,,, le théoreme ci-dessus dit que A est inversible; de plus la j-eme colonne de son inverse est
donnée par
b; = E®...EWe;

qui n’est autre que la j-éme colonne de la matrice E®) ... ().

On peut résumer ce procédé dans l'algorithme suivant, appelé algorithme de Gauss-Jordan (pour
I’étude de l'inversibilité d"une matrice) :

1) Commencer par considérer la matrice n x 2n

(A1)
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2) Considérer des opérations élémentaires permettant de transformer A en sa réduite A, et les
appliquer simultanément sur chaque moitié :

(A[ L)
(EMWA|EWL,)
(E(Q)E(l)A | E(Q)E(l)[n)

(BE®) ... E@QEVA| EW ... E@ D)

—A =:C

3) Regarder le résultat obtenu, (4| C), et conclure :
*x Si A= I1,,, alors A est inversible, et A~ = C.

x Si A # I, alors A est singuliere.

Exemple 7.13. Considérons A = <; i), et étudions son inversibilité a I'aide de 1’algorithme ci-

am-(4 2[5 1)

Comme il suffit d"une seule transformation pour réduire 4, £ 1) = (Lo — Ly —2L1),0ona

o= (3 34 0)

Comme A # I, A est singuliere. (On voit aussi que det(A4) = 0, qui montre également que A n’est

dessus. On pose donc

pas inversible.) o
0 1 2
Exemple 7.14. Etudions l'inversibilittde A= [1 0 3 |.On pose
4 -3 8
0 1 2|1 00
AlI)=[1 0 3o 1 0
4 -3 8|0 0 1

Appliquons successivement des opérations élémentaires afin de réduire A du coté gauche; on applique
chaque opération sur toute la matrice, y compris sur le coté droit.

Commengons par L3 <— Lg — 4Ly, suiviede L3 <— L3 + 3L :

01 2|1 0 O
310 1 0
213 -4 1

o =
)

Ensuite, Ll <~ LQ,

1 201 ,
0 2 -4 1
puisL2<—L2—L3,
1030 1 0
010|-2 4 -11|,
0023 —4 1
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Lg(—%Lg,
1 0 3| 0 1 0
01 0[-2 4 -1,
00 1/3/2 —2 1/2
etenfin Ly < L1 — 3L3:
10 0(-9/2 7 -=3/2
01 0| -2 4 -1
00 1|32 -2 1/2
On a donc obtenu
N 10 0]|-9/2 7 -3/2
Alcy=01 0] -2 4 -1
00 1|3/2 -2 1/2

Comme A = I3, A est inversible, et son inverse est ce qu’on voit du c6té droit :

-9/2 7 -3/2
Al = -2 4 -1
3/2 =2 1/2
(Exercice : Pourquoi pas vérifier, a la main, que AA™! = ATTA=13)) o

7.5 Critéres d’inversibilité

Dans la section précédente, nous avons vu un premier critere d'inversibilité général pour une matrice
A, caractérisé par la possibilité de réduire (ou non) A a I'identité. Relions maintenant I'inversibilité a
d’autres propriétés algébriques. (Dans la suite du cours, d’autres criteres viendront s’ajouter a cette
liste.)

Théoreme 7.15. (Criteres d'inversibilité) Soit A une matrice n x n. Alors les propriétés suivantes sont toutes
équivalentes.

1) A est inversible.

2) A est un produit fini de matrices élémentaires.

3) La réduite de A est I,,.

4) Pour tout b € R", le systeme Ax = b posseéde une unique solution.

5) Le systeme Ax = 0 ne posséde que la sol. triviale (ker(A) = {0}).

6) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

7) Les colonnes de A engendrent R"™ (Im(A) = R").

8) rang(A) = n.

9) Les colonnes de A forment une base de R".

Preuve: Les équivalences 1.<2.<3. ont été démontrées dans la section précédente.

1.=4. Si A est inversible, alors pour tout b € R", la solution de Ax = b est donnée par x = A~ 1b, et est donc
unique.

4.=5. On sait que Ax = 0 possede toujours la solution triviale. Donc en prenant b = 0, on assure que la
solution triviale est unique.

5.6. Suit du fait que les colonnes d"une matrice A (de taille quelconque) sont linéairement indépendantes si
et seulement si le systémes homogene associé Ax = 0 ne posseéde que la solution triviale.
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6.=9. En effet, nous savons que dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille libre contenant n
vecteurs forme une base.

9.=1. Supposons que les colonnes de A forment une base de R™. Pour montrer que A est inversible, il suffit
de montrer que l'application 7'(x) = Ax est bijective. Montrons d’abord qu’elle est injective. Supposons que
T(x) = T(x), cest-a-dire A(x — x’) = 0. Puisque les colonnes de A sont indépendantes, 'unique solution de
ce systeme est x — x’ = 0, et donc x = x'. Ensuite, T est clairement surjective puisque pour touty € R, le
systéme Ax =y posséde une solution (ici on utilise le fait que les colonnes de A engendrent R").

9.=748. (Evident)

7.=9. Si les colonnes de A engendrent R", elles forment nécessairement une famille libre (sinon, la dimension
de I'espace qu’elles engendrent serait strictement inférieur a n), et donc une base comme on a déja dit. O

Conséquence : une simplification de la définition d’inversibilité

Nous avons insisté plusieurs fois sur le fait que la définition d’inversibilité implique deux conditions :
il doit exister B telle que AB = I,, et BA = I,,. Or nous avons maintenant les outils pour prouver
qu’il suffit qu'une seule de ces conditions soit vérifiée :

Proposition 7. Soit A une matrice n x n.
1) Si il existe une matrice C (n x n) telle que C A = I,,, alors A est inversible et A"l =C.

2) Siil existe une matrice B (n x n) telle que AB = I,,, alors A est inversible et Al =B.

Preuve: 1. Supposons que C'A = I,,. Si x est solution du systeme homogene Ax = 0, alors
x=I,x=CAx=C(Ax)=C0=0.

Donc le systeme homogene ne possede que la solution triviale. Par le théoreme (critere 5), A est inversible :
son inverse A~! existe. En multipliant I'identité C A = I,, a droite par A~!, on obtient C = A~",

2. Supposons que AB = I,. Fixons un y € R™ quelconque. On a alors ABy = I,y =y, que l'on peut récrire
Ax, =y (out x. = By). Ceci implique bien que y € Im(A). Comme ceci est vrai pour tout y, on a que
Im(A) = R"™. Par le théoréeme (critere 7.) ce qui implique que A est inversible. En multipliant I'identité AB = I,,
a gauche par A, on obtient A~! = B. O
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Chapitre 8

Le changement de base

8.1 Introduction

Dans la pratique, 'étude d'un probléme impliquant un espace vectoriel se fait en choisissant une
base, et en travaillant sur les composantes des vecteurs relatives a cette base.

Bien-stir, un probléme peut s’énoncer naturellement dans une base B, mais étre plus facilement so-
luble dans une autre base B’, mieux adaptée a la résolution du probléeme. On aura donc souvent
recours a un changement de base.

Nous aborderons le changement de base en deux étapes.

1) D’abord, nous considérerons le probleme de savoir comment les composantes d’un vecteur se
transforment quand on change de base dans un espace vectoriel.

2) Ensuite, nous verrons comment la matrice d'une application linéaire se transforme lorsqu’on change
de base dans les espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

Nous présenterons chaque méthode dans un espace vectoriel quelconque, puis 'utiliserons dans
diverses situations, en particulier pour les applications 7" : R" — R™.

8.2 Effet sur les composantes des vecteurs

Pour commencer, étudions les relations existant entre les composantes d"un méme vecteur, exprimé
relativement a une base ou a une autre.

Avant de voir I'approche dans le cas général, commengons par un exemple simple.

Exemple 8.1. Dans le plan, considérons le vecteur

()

Considérons maintenant la base B = (b1, by), dont les vecteurs sont disons

we() o)

Quelles sont les composantes de x relativement & 5? Ce qu’on cherche ici est

x]5 = <g:> :
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qui ne signifie rien d’autre que
x = f1b1 + f2bs.

(1) = () v ()

{ B + 2B =
b+ B =17
dont la solution est 81 = 1, 8o = 2. Ainsi,

x| = (;) :

Or cette derniére s’exprime comme

qui est équivalent au systeme

qui signifie x = by + 2bs.

Remarque : Il est plus utile de penser que x est un vecteur dans le plan, et que ce vecteur peut étre
représenté en composantes, relativement a la base canonique B, ou a la base B :

%] Bean = G) ; x| = @) .

Bien-stir, il serait intéressant d’avoir un procédé permettant d’obtenir directement les composantes
d"un vecteur quelconque dans une base, en fonction des composantes dans 1’autre base :

e = (1) ¢ (1) = s

La matrice de changement de base

Abordons le probleme d"un point de vue général.
Soit V un espace vectoriel de dimension p. Supposons que 'on ait deux bases dans V' :
B=(b1,...,bp), C=(c1,...,¢p).

Si z € V est un vecteur quelconque, il peut étre décomposé dans une base ou dans l'autre, et les
composantes relativement a ces bases seront a priori différentes :

B M
ls=|: ], [zle=]":
Bp Yp
Nous aimerions savoir comment les composantes relativement a une base, par exempleles 31, ..., 5y,
peuvent se calculer a partir des composantes dans l’autre base, c’est-a-dire les 71, . . ., 7.
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Nous allons voir que cette relation est linéaire, et peut donc s’exprimer a 'aide d’une matrice :

Théoreme 8.2. Il existe une matrice p x p, notée Fcp (ou parfois : Pe.g), telle que

[z]c = Peslz]s-

De plus,
* Pep = [[bi]c-- - [bple],
x Pep est inversible, et Pog™' = Pge.

On appelle Pcp la matrice de changement de base de B vers C.

Preuve:

[z]c = [ﬁlbl +- 1+ 5pbp]c
= 51[b1]c + -+ /5p[bp]c

B

= [[bile -~ [bple] |

Pp

= Peslr]s

En procédant dans I'autre sens, on obtient

2] = [7161 +o PYPCP]B
=N [CI]C + -+ ’Vp[cp}B

g
= [leals -+ [ep]8]
p
= Pclz]e
Si on réinjecte cette derniére dans celle du dessus,
[z]e = Pesle]s
= PePielze -
Comme cette derniére est vraie pour tout z € V, ona
PepPpe =1 -
Donc Pgp est inversible, et son inverse est Pez ™' = Pge. O

Remarque 8.3. En bas de page, on explique pourquoi la matrice de changement de base n’est que la
représentation de ’application linéaire identité, de V' dans lui-méme. o
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Exemple 8.4. Dans le plan, considérons comme tout a I'heure le vecteur

()

Pour étre plus précis, notons Bc.n = (e1, e2) la base canonique, et récrivons

X|Bean = G) :

Considérons maintenant la base B = (b1, by) définie par :

Calculons [x]3, en fonction de [x]z,,,, en utilisant le théoreme :
[X]B = PBBcan [X}Bcan )
ou
P5B..., = [lei]s [e2]s] -
On doit donc trouver les composantes de e; et e, relativement a B. Mais comme

[b1]Bean = (_11> : [b2]Benn = G)

signifie en fait

b1 = (31 — €9
by = 2 + e,
on a ) )
{ e. = 3bi + 3bo
ey = —%bl + %bg s
Ainsi,
_ (1/3 _[—2/3
oo =(1f3) + len= (V)
et donc

PpB... = [[e1]s [e2]5] = Gg _1%3)

Donc les coordonnées de x relativement a B sont

%]8 = PBBean[X|Bean = Gg _12/{)’3) G) = (;) :

comme nous avions trouvé plus haut. Si maintenant on souhaite plutot transformer des composantes

relativement a 3 en des composantes relativement a B.a,, on calcule

_ 1 (1/3 2/3 12
_ 1 _ =
Pg...B = PBB.y = = 1/3 <_1/3 1/3> <—1 1) .

Donc si par exemple on prend x tel que
1
- ().

alors ses composantes relativement a Bc,n sont, comme on sait déja,

e, = Prelds = (1 1) (5) = (7).
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Exemple 8.5. Supposons que I'on considére, dans R?, le vecteur
1
x=12
3

Considérons la base de R3, B = (by, by, bs), dont les vecteurs sont (on laisse au lecteur le soin de
vérifier que B est effectivement une base) :

0 1 0
bi=(0], ba=|0], b3=]2
1 1 0

Ensuite, cherchons les composantes de x relativement a 3, en utilisant le formalisme présenté plus
haut.

Pour bien faire, récrivons explicitement ce que nous savons :

1
[X} Bean = 2 9
3
ainsi que
0 1 0
[bl]Bcan = 0 ) [b2]8can = O ’ [bg]Bcan = 2
1 -1 0

Pour exprimer les composantes de x relativement a B, nous allons utiliser la formule
[X]5 = PpBean [X]Bean »
ot la matrice de changement de base est donnée par
PsB... = [le1]s [e1]s [e1]s] -

Or si on écrit explicitement les définitions des vecteurs de la base 5,

b1 = €3
b2 = €1 —e3
b3 = 262

Comme on doit exprimer les composantes des vecteurs de la base canonique par rapport a B, il faut
inverser ces relations. On trouve facilement

e = by +bg

€ = %b3 )
e; — bl
c’est-a-dire
1 0 1
eils= 1], eals= 0], leslz=10] .
0 3 0
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qui donne

(X|58 = PBBean [X|Bean

10 1\ /1

=110 0] (2
010/ \3
4

=11
1

Remarque : Pour le calcul de Psp.,,, une fagon tout a fait équivalente de faire mais écrite différem-
ment aurait été de commencer par calculer

0 1
PBcanB = [[bl]BCBD [b2}BC‘dn [bg]BCﬂn] = 0 O
1 -1

O N O

puis de calculer son inverse (par exemple avec 1’algorithme de Gauss-Jordan) :

1 0 1
PBBepy = Pt =1 0 0
010

La matrice Fr3 comme matrice d’une application

La matrice de changement de base peut étre vue comme un cas particulier de matrice associée a une
application linéaire, introduite dans le chapitre sur les espaces vectoriels.

En effet, considérons 'application identité id : V' — V, définie par
id(v) :==v YoeV.

Cette application ne porte en elle rien de vraiment intéressant. Mais considérons comme avant deux
bases pour décrire V, notées C et B.

Par définition, la matrice qui représente id relativement aux bases B et C, est celle qui permet d’obtenir
[v]c a partir de [v]p :

[wle = [id]es[v]s.
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Cette matrice est donc précisément notre matrice de changement de base :

Fep = [id|es -

8.3 Effet sur la matrice d’'une application

On a vu dans le chapitre sur les espaces vectoriels comment exprimer une application linéaire
T:V =V,
lorsqu’on possede une base B dans V, et une base 5’ dans V"’ :

* B = (v1,...,vp) est une base de V,

* B = (v},...,v],) est une base de V.

T

v » V'
[-JB\, /P Crln's ‘/l:-ssa

Rappelons quesiv € V, etsiv' = T'(v) € V' est son image, alors la représentation matricielle de cette
correspondance s’exprime par

2 R"\

[T ()]s = [T)ss5 [v]5,
cR™ mxp Eﬁ:

ott les colonnes de la matrice [T];3/5 s’obtiennent en décomposant les images des vecteurs de B dans
B :
[Tsrs = [[T(v1)]s - [T(vp)]m]

Changement de base dans le cas général 7' : V' — 1’

Supposons maintenant que 1’on ait d’autres bases qui décrivent les espaces de départ et d’arrivée,
disons C dans V et C' dans V" :

T

On a donc deux fagons de représenter la méme application linéaire 7 :
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* En utilisant les bases B et B’ :
[v]g = [T(v)]s = [T)p8lv]s5 -

* En utilisant les bases C et C’ :
[Wle = [T'(v)]er = [T]erelvle -

Notre but ici est de comprendre la relation entre les matrices [T/ et [Tcc.

Considérons les matrices de changement de base construites dans la section précédente, Prp et Foir,
et leurs inverses :

T

Pour simplifier un peu le schéma, gardons uniquement les espaces de départ et d’arrivée, les bases re-
lativement auxquelles ils sont associés, ainsi que les matrices associées a T relativement a ces bases :

Base B Base 75’
RP c"'-‘B'B N R"\
P
u PBE Pcosl ngal
[Tl
RP ce 5 R‘“ ’
Base '© Base £

Dans ce diagramme, on peut monter ou descendre librement a I’aide des matrices de changement de
base, puisqu’elles sont inversibles . On a donc les formules de changement de base :

[T)s'5 = Perc[T)ccPes|,

et

|[T]eie = P [TlssPsc |-

Ces deux formules sont équivalentes : on obtient la deuxieme en multipliant la premiere a droite par
Ppe, puis a gauche par Feipr.
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Changement de base danslecas 7' : V — V
Le cas que nous utiliserons le plus est lorsque T applique V' dans lui-méme, c’est-a-direou V' =V :
T:V-=V.

Dans ce cas, on a p = m. Si on suppose aussi que I’'on a deux bases pour décrire V, BetC, et qu'on on
prend C' = C, B’ = B, le shéma devient plus simple :

Base B Base B
RP E'r".h; " Rp
P
.} Pee Bn Rk
RP [T)e SR
Base '© Base £
Maintenant, comme Pgc = Py~ ', les formules de changement de base prennent la forme plus
connue :
(T8 = Pep™ ' [T)ePes.,
on encore
[T]5 = Psc[T)cPse "

8.4 Exemples

Exploitons les diverses formules de changement de base vues dans les sections précédentes, sur
quelques exemples concrets.

Toutes les applications linéaires que nous avons considérées jusqu’a présent ont généralement été
définies relativement a la base canonique : leur matrice s’obtenait en calculant les images des vecteurs
de la base canonique.

Mais on sait maintenant exprimer la matrice d"une application relativement a n'importe quelle base.
Nous allons donc repasser par certaines applications rencontrées précédemment, et étudier leur ma-
trice relativement a des bases qui ne sont pas canoniques.

Exemple 8.6. Considérons I'application linéaire T : R? — R? définie par

o[ (V) (2 —5ws) _ (0 2 =5\ [}
2T \a+322) 1 3 0 2
xs3 x3
Remarquons que lorsqu’une application est définie de cette fagon, il est implicitement admis que

les coordonnées (ici x1, z2, z3) sont relativement aux bases canoniques des ensembles de départ et
d’arrivée. Ici, pour les distinguer, nous noterons temporairement

* Bean = (€1, €2, e3) la base canonique de R3,

* Bean = (€1, e2) la base canonique de R2.
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Donc la matrice ci-dessus est en fait

[T)BeanBean = [T(€1)]Bean [T(€2)]Bean [T(€3)]Benn )
_ <0 2 —5>
13 0

Considérons maintenant les bases B = (b, bs, b3) de R? et C = (c1, co) de R?, ot

1 1 0
bi=(1], bo=|0], b3=[1],
0 ~1 0

- (0) =)

Calculons la matrice de 7' relativement a ces deux nouvelles bases, [1]5c. On peut s’aider du schéma

ET]BMB('G“
BCBIA > 3m
PB Beaw P!mh B ?!Bm“ PB:;.. e
[Tles

pour retrouver la formule :

[Tl = PeBean [T BeanBean PeanB

Or puisque les vecteurs de B ont été donnés en composantes relativement a la base canonique,

1 1 0
[bl]Bcan = 1 ’ [bQ:IBcan = 0 ’ I:bS:IBcan = ]‘ ?
0 -1 0
on a déja
1 1 0
PBC:mB = “bl]Bcan [b2}Bcan [bg]Bcan] = ]' 0 ]'
0 -1 0
Ensuite,
0 2
[€1]Bean = <_1> y o [e2]Ben = <3> ;
et donc

—1
FeBean = PBeanc

= [[c1] Bean [Cﬂsmn] B
(55 =05 )
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On a donc

[Tes = PeBean | T) BeanBean PBeanB

_<3/2 —1><02 —5> 1 é (1)
/2 013 0)\, |
(-1 13/2 0
~\1 5/2 1

Exemple 8.7. Considérons la projection proj, sur une droite d passant par 1’origine et faisant un angle
de 0 avec e; :

o

¢ =0.300...

Rappelons que sa matrice relativement a la base canonique est donnée par

. cos? 6 cos@sind

cosfsind sin2 6

Plus naturelle, pour décrire cette projection, serait une base dans laquelle les vecteurs sont orientés
dans des directions qui tiennent compte de la position de 1’axe d. Par exemple, une base B = (b1, bs)
ou by dirige d, et by est perpendiculaire a d :

-—d
b, d
b
0
Par définition de la projection,
projg(b1) =b1,  projy(b2) =0,

ce qui donne
proiatools = (o)« rotatballs = (o)

Par conséquent, la matrice relativement a cette base prend une forme particuliérement simple :

[projqls = (é 8)
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Vérifions que c’est bien ce que I'on obtient en faisant le changement de base, de B, vers B.

Tout d’abord, on écrit explicitement les vecteurs de la nouvelle base en fonction de ceux de l’ancienne.
Puisque d fait un angle 6 avec I'horizontale, en les prenant orientés comme sur la figure ci-dessus, et

unitaires,
cosf —sind
[bl]Bcan - <Sln 9) I [bZ]Bcan - < cos 9 > .

Ainsi, la matrice de changement de base est

0 —sind
Po. 5= (cos sin > .

sinf@ cosf

La formule du changement de base donne donc
[Projgls = PseanB ' [PT0j 4] Bean PicanBs
_( cosf sinf cos? 6 cos@sind cos@ —sinf
~ \—sinf cosé cosfsin sin2 6 sin@ cosf

Dans dernier exemple, on a observé qu’une application (la projection) prenait une forme plus simple
quand on la regardait dans une base qui était adaptée a la géométrie du probleme. Faisons mainte-
nant I'inverse : prenons une transformation, définie dans une base naturelle, et voyons quelle forme
elle prend dans une autre base :

<&

Exemple 8.8. Considérons la réflexion par rapport a une droite d qui passe par l'origine, que nous
avions notée refl;. Utilisons a nouveau la base B = (by, b2) du dernier exemple, ot b; dirige d, et
b, est perpendiculaire a d. On remarque que l'application de la réflexion sur ces vecteurs prend une
forme tres simple :

reﬂd(bl) = b1 reﬂd(bg) == —b2 .

Par conséquent,

[refly]p = [[refly(b1)]5 [refla(b2)|s] = <(1) _01> :

Maintenant, exprimons la matrice de refl; relativement a la base canonique : Puisque la matrice de
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changement de base est la méme qu’avant,

refly]B.., = PaeanplreflalsPg! 5

_ [cost) —sind 1 0 cosf sinf
~ \sinf cosf 0 —1/) \—sinf cosé
_ (cos2 0 —sin?0  2sinfcosf )

2sinfcosf  sin?26 — cos?6

- (2 )

Cette expression est bien celle que nous avions obtenue précédemment. o
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Chapitre 9

Déterminant

9.1 Motivation:le cas 2 x 2 revisited

La théorie du déterminant, que nous allons aborder dans ce chapitre, est un sujet central en algebre
linéaire. Nous ne le présenterons pas dans sa forme la plus générale, et ne démontrerons pas tous
les résultats. Notre but sera de présenter les propriétés de base du déterminant, et de voir leurs
conséquences.

Nous avons déja rencontré le déterminant lorsque nous avons étudié 1'inversibilité pour les matrices
2 x 2. En effet, nous avons vu qu'une matrice

a b
A =
(¢ o
est inversible si et seulement si son déterminant, qui est le nombre défini par
det(A) := ad — be,

est non-nul.

Pouvoir savoir si une matrice 2 x 2 est inversible ou pas, simplement en calculant un nombre et en
vérifiant s’il est nul ou pas, représente certainement un résultat intéressant du point de vue théorique,
mais I'étendre au cas n x n ne sera pas sans difficulté.

En effet, dans le cas n x n, nous avons vu quelques caractérisations équivalentes de 1'inversibilité,
mais toutes étaient de nature plus calculatoire, et toutes impliquaient plus ou moins 'étude d'un
systéme linéaire.

Pour motiver ce que nous allons faire dans le cas n x n, nous allons revenir sur le cas 2 x 2, et regarder
de plus pres cette fonction A +— det(A), pour nous rendre compte de certaines caractéristiques, et sans
du tout nous préoccuper de 'inversibilité.

Plutot que de voir une matrice 2 x 2 comme un tableau de 4 nombres rangés dans une grille, voyons
la comme la donnée de deux colonnes :

A= <Z Z) = [aj ag],

() )

Ainsi, le déterminant peut étre vu comme une fonction sur les paires de vecteurs de R2, définie ainsi :

det<<z> : <Z)) — ad — be.
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Pendant un instant, nous n’utiliserons plus la notation “det”, et considérerons seulement la fonction
0:R2xR? >R
(a,b) — ¢(ab) := a1by — asb; .
Les propriétés suivantes découlent entierement de sa définition :

Proposition 8. ¢ définie ci-dessus jouit des propriétés suivantes :

1) p(a,b) = —p(b, a) (antisymétrie)

2) ¢(a,a) = 0 (alternance)

3) Pour tout b € R? fixé, I'application a — ¢(a, b) est linéaire :
* p(Aa,b) = Ap(a,b) pour tout A € R, a € R?
* p(a+a',b) =p(a,b) + p(a',b)

4) Pour tout a € R? fixé, I'application b — ¢(a, b) est linéaire :
* p(a, \b) = Ap(a, b) pour tout A € R, b € R?
* p(a,b+Db') =p(a,b) + p(a,b’)

5) y(e1,e2)=1 (normalisation)

Preuve: Toutes les propriétés sont vérifiées directement par le calcul :
1) ¢(a,b) = a1by — asby = —(agby — a1bs) = —p(b,a)
2) p(a,a) = ajaz —asa; =0
3) p(Aa,b) = (Aa1)ba — (Aa2)by = M aiba — asb1) = Ap(a, b), et

p(a+a’,b) = (a; + a))by — (az + ab)by
= ((111)2 — agbl) —+ (allbg — a'le)
=p(a,b) +¢p(a’,b).

4) (pareil)
5) @(61,62)21'1—0'021.
O

Remarque 9.1.  x Du moment que la linéarité est vérifiée, les propriétés 1 et 2 sont équivalentes :
elles peuvent étre déduites 1'une a partir de 'autre. En effet, si 1 est vraie, alors p(a,a) =
—p(a,a), et donc p(a,a) = 0. Inversément, si 2 est vraie, alors p(a + b,a + b) = 0, mais la
linéarité permet implique

p(a+b,a+b)=p(aa)+p(ab)+pb,a)+pb,b),
=0 =0
ce qui implique ¢(b,a) = —p(a, b).
* Les propriétés 3 et 4 impliquent que ¢ est linéaire en chacune de ses variables; on dit que c’est
une application bilinéaire.
o

II se trouve que les propriétés 1 a 5 énoncées dans la proposition caractérisent entierement la fonction
¢! En d’autres termes, nous allons bientdt voir que si une autre fonction ¢ : R? x R? — R satisfait
aux cinq propriétés ci-dessus, alors ceci entraine que ¢(a,b) = ¢(a,b) = a1by — azb;.

Nous utiliserons cette caractéristique pour définir le déterminant en dimensions supérieures : nous
introduirons une fonction sur les familles de n vecteurs de R", en imposant quelques propriétés
semblables a celles énoncées ci-dessus, et énoncerons un résultat qui garantit qu’il existe une seule
fonction ayant ces propriétés; c’est ce que nous appellerons le déterminant.
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9.2 Casgénéraln xn

Pour définir une notion générale de déterminant, nous allons devoir considérer une famille de fonc-
tions.

Nous commencerons avec les fonctions définies sur les paires de vecteurs de R? (qui peuvent étre
vues comme des matrices 2 x 2), comme dans la sections précédente :

0:R?xR? 5 R.

Puis, nous considérerons des fonctions sur des triplets de vecteurs de R? (qui peuvent étre vus comme
des matrices 3 x 3),
0:R3xR3 xR =R,

puis sur des quadruplets de vecteurs de R* (qui peuvent étre vus comme des matrices 4 x 4),
:R*xR*xR*xR* - R,
etc.

Nous allons imposer que toutes ces fonctions satisfassent a des propriétés semblables a celles du cas
n = 2. Nous utiliserons alors un résultat général qui dit qu'il n’y a qu'une seule famille de fonctions
vérifiant toutes ces propriétés; pour un n particulier, ¢ sera alors la fonction utilisée pour calculer le
déterminant des matrices n x n.

Commengons par définir les propriétés, qui généralisent celles du cas 2 x 2.

Définition 9.2. Une fonction définie sur les familles ordonnées de n vecteurs de R"

e:R"x---xR" =R

(a,...,a,) — @(ag,...,a,)
est dite
» multilinéaire si elle est linéaire en chacun de ses vecteurs. (Plus précisément, si pour tout k& =
1,2,...,n, et pour tous vecteurs ay, ..., a5_1,a+1, - - ., a, fixés, 'application
R" - R
x— p(ag,...,a5_1,X, 841, .,a)

est linéaire.)
* alternée si p(ay,...,a,) = 0 dés que deux des vecteurs a; sont égaux.

* normalisée si p(eq,...,e,) = 1.

Remarque 9.3. On peut montrer, exactement comme on 1'a fait dans le cas n = 2 (section précédente),
que la premiere propriété d’alternance, conjuguée a celle de multilinéarité, est en fait équivalente a
celle d’antisymétrie : si on échange deux vecteurs, on change le signe de la fonction :

oay,...,a;,...,a5,...,a,) = —p(ar,...,aj,...,8;,...,a).

Puisqu’une famille ay, ..., a,, € R" permet de définir une matrice n x n
A:=la;--ay],
on peut voir ¢ : R" x - -+ x R" — R comme une fonction ¢ : M,,x,(R) — R, en posant

w(A4) = p(al,...,an).
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Définition 9.4. Si A est une matrice m x n et si (i, j) est une paire d'indice (1 < i < m, 1 < j < n),
alors A;; représente la matrice (m — 1) x (n — 1) obtenue a partir de A en tragant la i-éme ligne et la
j-éme colonne.

Exemple 9.5.51 A = , alors

4 6 2 3 1 3
A12—<7 9>7 A31—<5 6>’ A22—<7 9>~

~N e =
co Ut N
© o w

Théoréeme 9.6. Pour chaque n > 2, il existe une unique fonction
On :R"x - xR" > R
(at,...,a,) — pn(ag,...,a,)
qui soit en méme temps multilinéaire, alternée, et normalisée.

De plus, ces fonctions obéissent au shéma récursif suivant :
* pour n = 2,
P2(a,b) = aiby — azby,
* pour n > 2, o, peut se calculer a l'aide de o, par I'une quelconque des relations suivantes : si A est
nxmn,

— développement selon la i-éme ligne de A :

n

&n(A) = Z(_l)k—‘riaik@nfl(Aik) )
k=1

— développement selon la j-éme colonne de A

Bn(A) = D (1) ap@n1(Akj) -
k=1

Preuve: (omise) O

Le théoreme dit en particulier, comme nous avions annoncé précédemment, que la fonction ¢(a, b)
introduite dans le cas 2 x 2 est la seule qui posséede les trois propriétés simultanément.

Mais le théoreme dit aussi comment calculer explicitement ces fonctions de maniére récursive, en cal-
culant ¢,, a 'aide de @,,_1.

Exemple 9.7. Considérons la matrice 3 x 3

1 2 =3
A=14 5 6
-7 8 9

Pour calculer p3(A), le théoreme dit que nous avons pas moins de 6 fagons équivalentes de procéder.
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Par exemple, en développant selon la premiere ligne,

3

Z3(4) = > (=) Man@a(Aw)
k=1

=(—1)"a1182(A11) + (—1)*a1282(A12) + (—1)* a1382( A1)

—(5-9—8-6)—2(4-9— (=7)-6) —3(4-8— (=7) - 5)
= —360.

Ou alors, en développant selon la 3-eme colonne,

3
p3(A) = Z(—l)k+3ak3@2(f4k3)

=(— 1)1+3a13</>2( 13) + (=1)* P ags@a(Aaz) + (—1)° ass@a(Asz)

om0 (D)o () )

=—34-8—(=7)-5)—6(1-8—(=7)-2)+9(1-5—4-2)
= —360.

9.3 Propriétés

Le déterminant d’une matrice n x n est donc un nombre réel, défini a partir de la fonction ¢,, dont
I'existence a été démontrée dans la section précédente :

Définition 9.8. Pour une matrice n x n, définie par ses colonnes,
A=l a),

le déterminant est défini par
det(A) :=gp(ay,...,ay).

Parfois, pour indiquer la dépendence du déterminant en ses colonnes, on écrira
det(A) := det(ay,...,a,).
Informel 9.9. Dans la littérature, le déterminant de A est parfois noté |A|. Nous utiliserons rarement

cette notation, car elle rappelle la valeur absolue, et donne donc 1'impression qu'un déterminant doit
toujours étre une quantité positive, ce qui n’est pas du tout le cas bien-stir.

Propriétés
Les propriétés énoncées dans le théoreme de la section précédente se résument comme suit :

* det <a Z) = ad — be,
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= Développement selon la i-eme ligne d"une matrice n x n :

det(A) = Zn:(—l)’“”aik det(A;1)
k=1

* Développement selon la j-eme colonne d’une matrice n x n :

n

det(A) = Z(—l)k+jakj det(Ag;)
k=1

Par ces relations de récurrence, le déterminant d"une matrice n xn peut toujours se calculer en passant
par le calcul de n déterminants de sous-matrices (n — 1) x (n — 1). Mais a leur tour, le déterminant
de chacune de ces matrices (n — 1) x (n — 1) passe par le calcul de n — 1 matrices (n — 2) x (n —2),
etc. Ainsi, si N,, représente le nombre d’opérations nécessaires pour calculer le déterminant d’une
matrice n X n,on a

Np =nNy_1
=n(n—1)N,_o
=n(n—1)(n —2)Ny_3

!
:n(nfl)(nfS)--~4'3-N2:%Ng.
Ainsi, le nombre d’opérations augmente factoriellement avec n, ce qui rend un calcul de détermi-

nant, a priori, trés couteux pour des grandes matrices.

Exemple 9.10. Prenons une matrice 10 x 10, par exemple

8§ 8 1.0 6 1 9 7 5 5
133 97 4 7155
8 56 78 3 08 97
5 5 4 7 3 8 3 45 8
A:9685536436
189 5 3743 5 3
5413 96 89 3 2
5219 95 6 045
73 6 86 06 7 36
382 26 6 3 5 96

Par ce que nous avons dit plus haut, le calcul de det(A) requiert environ 10! (factorielle) opérations,
ce qui est de I'ordre de 3'628'800. Avec une matrice 100 x 100, le nombre d’opérations est de I’ordre
de 101%%; il faudrait a n’importe quel ordinateur, méme tres puissant, un temps bien supérieur a I’age
de l'univers pour effectuer ce calcul (source : Rappaz-Picasso.)

Remarque : La matrice ci-dessus a été générée aléatoirement (lien web). o

Donc en général, on ne calcule pas un déterminant en utilisant les relations de récursion....

En revanche, ce qu’on peut faire est d"utiliser les relations de récurrence, ainsi que les propriétés de
base des fonctions ¢, pour dériver d’autres propriétés générales du déterminant. Celles-ci fourniront
des méthodes permettant d’économiser autant que possible sur le nombre d’opérations a effectuer
pour calculer un déterminant, en simplifiant la matrice.
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Propriétés du déterminant

D’abord, un résultat préliminaire :

Lemme 13. det(AT) = det(A)

Preuve: Par récurrence sur n. Lorsque n = 2, on a simplement

det(A) = det (CCL Z) =ad — bc

a c
=ad — cb = det (b d) = det(AT).

Supposons maintenant que la formule soit correcte pour toute matrice n x n, et considérons une matrice (n +
1) x (n+1), notée A. En développant selon la premiére colonne, puisque le coefficient j1 de A” est le coefficient
1j de A, a savoir a;;, on a que

n+1

det(AT) = 3 (1) ay; det((AT);1).

Jj=1
Mais par la définition de la transposition, (A7);; = (A1;). De plus, par 'hypothese d’induction, A4;; étant
une matrice (n — 1) x (n — 1),

det((A1)") = det(Ayy)

ce qui donne
n+1

det(A”) =Y "(=1)7 T ay; det(Ay;) = det(A).
j=1
En effet, cette derniére somme est le déterminant de A, développé selon la premiere ligne. O

Ensuite, les propriétés qui permettront de simplifier le calcul du déterminant :

Proposition 9. (Propriétés du déterminant)
1) Si A possede deux colonnes (ou deux lignes) égales, alors det(A) = 0.

2) Le signe du déterminant change lorsqu’on échange deux colonnes :

det(ai,...,a;,...,a;,...,a,)

= —det(ag,...,a;,...,a;,...,a,)

(Pareil si on échange deux lignes.)

3) Lorsqu’on multiplie une colonne par \, le déterminant est multiplié par \ :
det(aj,...,\a;,...,a,) = Adet(a,...,a;,...,ay)

(Pareil si on multiplie une ligne par \.)

4) Lorsqu’on rajoute un multiple d’une colonne a une autre colonne, on ne change pas le déterminant :
det(ai,...,a;+)\a;,...,a,) =det(a,...,a;...,a,)
(Pareil si on rajoute un multiple d'une ligne a une autre ligne.)

Preuve: Ces propriétés suivent directement du fait que le déterminant est une fonction des colonnes ($,,), qui
est alternée et multilinéaire.

Par exemple, si deux colonnes de A sont égales, det(A) = 0 suitimmédiatement du fait que det(A) = @, (ai1,. .., a,),
et que @, est alternée. Puis, si deux lignes de A sont égales, alors deux colonnes de A” sont égales, et donc
det(AT) = 0. Par le lemme précédent, det(A) = 0. O
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Exemple 9.11. 1) Deux colonnes égales :

2 0 8 0
5 1 -8 1
det | 5 5 o _3]=0

4 7 1 7

2) Fchange de deux colonnes :

-1 2 0 4 0 2 -1 4
3 4 =7 3 -7 4 3 3
det] 5 5 o 5[= 4t o 5 5 ;5
1 6 -30 -3 6 1 0
3) Extraction d'une constante sur une colonne :
-1 2 0 4 -1 1 0 4
3 4 =7 3 3 2 -7 3
detl 5 o o 5|20 5 4 9 ;3
1 6 -3 0 1 3 -3 0
4) Rajouter un multiple d"une ligne a une autre :
-1 2 0 4 9 -2 4 14
3 4 -7 3 3 4 -7 3
detl 5 9 o 5|75 5 o 3
1 6 -3 0 1 6 -3 0

(On a rajouté 2 fois la troisieme ligne a la premiere.)
o

Ensuite, il existe des matrices dont le calcul du déterminant ne requiert aucune opération particu-
liere :

Définition 9.12. Une matrice carrée A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si a;; = 0 des
que ¢ > j (resp. i < j).

Exemple 9.13. Une matrice 4 x 4 triangulaire supérieure :

2 -1 4 -2
0 -5 5 0
A= 0 0 1 -1
0 0 0 3

<&

Lemme 14. Si A est une matrice triangulaire supérieure ou inférieure, alors son déterminant est le produit de
ses termes diagonaux :

det(A) = Q11 Qpp =: H Qjj -
j=1
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Preuve: Montrons la premiére affirmation pour les matrices triangulaires supérieures, par récurrence sur n.

Pourn=2,0ona
2
ail 0
det = 11022 — 0- a12 = H Qgjj -
a1z Qg2 i

Supposons que le résultat est prouvé pour un certain entier n, et considérons une matrice 4, (n + 1) x (n+ 1),
triangulaire supérieure. En développant selon la premiére colonne, et en utilisant le fait que tous les a;; = 0
lorsque j = 2,...,n + 1, il ne reste que le terme j = 1. De plus, puisque A;; est une matrice n x n triangulaire
supérieure, on peut utiliser ’hypothese d’induction :

n+1
det(A) =Y "(—1)""a;1 det(4)))

j=1
= (—1)1+1a11 det(All)
n+1

=au [] aj
j=2

n+1

= [T -
j=1

Si A est triangulaire inférieure, alors A7 est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux sont les mémes,
donc le résultat est aussi vrai. O

En particulier, si A est diagonale,

d 0 0
0 do
A = diag(dy,...,d,) = ) 0
0 0 dy
alors .
det(A) = dy---dp =[] 4
j=1
Exemple 9.14.

1 76 —-21 98 -5 99
0 vV2 0 -6 98
0 O 32 53 75 97
dt| o 0 0 0 4 14 =1-/2-32.0-21-95=0.
0 O 0 0 21 32
0 O 0 0 0 95
<o
Exemple 9.15. Matrice identité :
0 1
det(1,,) = det ) =1"=1
0 0 1
<&

Les propriétés énoncées jusqu’ici fournissent déja de quoi calculer un déterminant en évitant de le
développer systématiquement a 'aide des relations de récurrence. En effet, on a vu que les déter-
minants les plus simples a calculer sont ceux des matrices triangulaires, et aussi que des opérations
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sur les colonnes et les lignes correspondent a certaines modifications simples du déterminant. On
pourra donc appliquer des opérations sur les lignes et les colonnes, dans le but de rendre la matrice
triangulaire supérieure, ou au moins avec autant de zéros que possible, ce qui ensuite d’utiliser les
relations de récurrence pour une matrice simplifiée.

Exemple 9.16. Utilisons les propriétés pour calculer le déterminant de la matrice

1 2 3 4
5 6 7 8
A_2648
311 2

On fait déja apparaitre quelques zéros en soustrayant la troisiéme ligne de la deuxiéme, ce qui ne
change pas le déterminant :

1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 3030
ety 64 5] =% 2 6 4 3
3 1 1 2 3 1 1 2
Ensuite, en soustrayant la premiere colonne a la troisiéme,
1 2 3 4 1 2 2 4
3030 30 0 O
Wly 64 s]=% 26 2 3
31 1 2 31 =2 2

Maintenant, on peut développer selon la deuxieme ligne, puisqu’elle contient beaucoup de zéros :

= det =-3det |6 2 8
2 6 2 8 1 —9 9
31 -2 2

En mettant en évidence un 2 dans les deux premiéres lignes, puis dans la derniere colonne,

2 2 4 1 1 2 1 1 1
det [6 2 8| =2%2det |3 1 4| =2%det |3 1 2
1 -2 2 1 -2 2 1 -2 1

En soustrayant la derniere ligne a la premiére, et en développant selon la premiere ligne,

1 1 1 0 3 0
det {3 1 2] =det|3 1 2
1 -2 1 1 -2 1
3 2
— —3det (1 1) —3.1=-3.
donc det(A) = (—3)-23-(=3) =72 o

Une curiosité dans le cas n = 3

Dans le cas d"une matrice 3 x 3, le développement du déterminant peut se faire a I’aide de la regle de
Sarrus (lien web). Celle-ci ne contient rien de profond, mais permet de calculer un déterminant 3 x 3
de fagon systematique, facile & mémoriser. On écrit la matrice A, a la suite de laquelle on rajoute la
premiere et la deuxiéme colonne. On parcours ensuite ce tableau 3 x 5 selon certaines diagonales :
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A, Gn\ (4, \ Qn qq

4

A =| ay Q) (Q; \a,, a,,
;

O3/ (Qg,) (Oy / g \Gs,

det(A) =

Remarque 9.17. Il n’existe pas d’équivalent de la regle de Sarrus pour des déterminants de matrices
de tailles supérieures. o

9.4 La formule det(AB) = det(A) det(B)

Dans cette section, nous allons démontrer la propriété qui rend le déterminant réellement utile en
algebre linéaire :

Théoréeme 9.18. Pour toute paire de matrices n X n,

det(AB) = det(A) det(B) .

Cas simple : A est élémentaire
Nous commencerons par démontrer le résultat dans un cas particulier :

Proposition 10. Si E est élémentaire, alors det(E) # 0, et pour toute matrice B,
det(EB) = det(E) det(B) .
Preuve:
1) Lorsque E est de Type I, E = T, ;, la matrice T;.,; B étant B avec les lignes i et j échangées, on a
det(T;,;B) = — det(B)
En utilisant cette relation avec B = I,,, on obtient en particulier
det(Tiesj) = —1 #0.

On peut donc écrire
det(Tjs;B) = —det(B) = det(T;,;) det(B) .

2) Lorsque E est de TypeIl, E = D;()) (avec A # 0), D;(\)B est la matrice B, dans laquelle la i-eme ligne
a été multipliée par A, et donc
det(D;(A\)B) = Adet(B) .

En utilisant cette relation avec B = I,,, on obtient en particulier
det(D;(A) =X #0

On peut donc écrire
det(D;(A)B) = Adet(B) = det(D;(\)) det(B).
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3) Finalement, lorsque E est de TypeIll, E = L;;(\), L;;(\)B est la matrice B, dans laquelle on a rajouté A
fois la j-eme ligne a la i-eme. On sait que cette opération ne modifie pas le déterminant, et donc

det(L”()\)B) = det(B) .
En prenant B = I,,, ceci donne en particulier

et donc aussi
det(L”()\)B) = det(L”(/\)) det(B) .

La proposition est démontrée. O

Preuve du théoréme

Pour montrer que det(AB) = det(A) det(B) est vraie généralement, on va distinguer deux cas :

* Si A est inversible : Dans cas, A peut s’écrire comme un produit de matrices élémentaires : A =
E®) ... EM), Ceci permet d’écrire, en utilisant & — 1 fois la proposition,

det(A) = det(E® ... gy
= det(E®)) det(E*—D ... )
= det(E®) det(E*D) det(E*=2) ... 1)

= det(EW) ... det(EM).

En particulier, puisque les déterminants des matrices élémentaires de ce produit sont tous non-
nuls, on a montré que si A est inversible, alors det(A) # 0.

Mais en reproduisant essentiellement le méme calcul,
det(AB) = det(E® ... EUB)
= det(E®) det(E*) ... det(EW) det(B)
=det(A)
= det(A) det(B).

* Si A est singuliere : Dans ce cas, A ne peut pas étre réduite a I'identité. Notons E(l), e ED les
transformations qui réduisent A. Puisque

A=FEO...EMW4

n’est pas la matrice identité, c’est une matrice triangulaire supérieure possédant au moins un
zéro sur sa diagonale. Ceci implique que son déterminant est nul, det(A) = 0. On peut donc
écrire que

0 = det(A) = det(EV) - - det(EM)) det(A) .
Puisque det(E®) # 0 pour tout 4, on en déduit que det(A4) = 0. On a donc démontré que si A
est singulieére, alors det(A) = 0.

Mais si A n’est pas inversible, alors AB n’est pas inversible non plus (exercice), et donc det(AB) =
0. La relation suivante est donc vérifiée :

det(AB) = det(A) det(B),
=0 =0

ce qui complete la preuve du théoréeme.
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Déterminant et inversibilité

La preuve ci-dessus (voir les passages en gras) a comme conséquence la généralisation que nous
espérions, a savoir celle du critére que nous avions établi pour les matrices 2 x 2 :

Théoreme 9.19. A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Exemple 9.20. La matrice

b

Il
— o
OO OO O ==
SO OO~ O
SO O = OO =
SO = O OO =
O OO0 OO
— o O O O O

est inversible, puisqu’en soustrayant a la premiere colonne la somme de toutes les autres,

-5

det(A) = det

O OO o oo

= (=5) det

OO OO O+ OO0 OO =
SO o OO OO oo +HOH
SO O R OO OO OoO OO
SO R OO0 OO OO o
O R OO OO0 OO oo o
— OO OO0 OO oo o

= —5#0
o

L'utilisation du déterminant permet maintenant d’étudier 1'inversibilité de matrices contenant un
parameétre, en évitant de devoir étudier un systeme.

Exemple 9.21. Pour quelles valeurs du parametre ¢ la matrice

0 t -1
A= t 10 0
t—1 1 ¢

est-elle inversible ?

En développant selon la premiére colonne,

N T

= (=t)(t* + 1)+ 10(t — 1)
= —t3+9t—10.
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On sait sait donc que A est inversible si et seulement si ¢t n’est pas racine du polynéme P(t) =
—t3 + 9t — 10. On remarque que t = 2 est racine de P, ce qui permet de factoriser (par division
Euclidienne par exemple) :

P(t) = (t —2)(—t* =2t +5).

Comme les racines de —t2 — 2t + 5 sont —1 + /6, on en déduit que A est inversible si et seulement si

tZ{2,—1—+6,—-14+6}. o
Le déterminant de 'inverse

Lorsque A est inversible, AA~L = I, etla formule démontrée plus haut permet d’écrire
1 = det(I,) = det(AA™Y) = det(A) det(A™1),

qui donne :

1
det(A) "

det(A™1) =

Le déterminant comme invariant de similitude

Définition 9.22. Deux matrices n x n, A et B sont semblables si il existe une matrice n x n inversible
M telle que
A=M"'BM.

Lorsque A et B sont semblables, on note A ~ B.

S R ()

sont semblables. En effet, en prenant M = (é D , qui est inversible, on obtient

= (o ) o)1) =) =

Exemple 9.23. Les matrices

o
Proposition 11. Si A ~ B, alors det(A) = det(B).
(On dit que le déterminant est un invariant de similitude.)
Preuve:
det(A) = det(M~'BM)
= det(M 1) det(B) det(M)
= det(B) det(M ™) det(M)
= det(B) det(M ' M)
= det(B) det(I},)
= det(B).
O

Le déterminant peut donc étre utilisé pour démontrer a moindre frais que deux matrices ne sont pas
semblables :
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Exemple 9.24. Les matrices

20 0 1 0 1
A=(1 0 -1 eteB=|0 2 13
03 1 0 0 -1

ne sont pas semblables, car det(A) = 6 (en développant selon la premiere ligne), alors que det(B) =
9. o

Exemple 9.25. Un exemple important de matrices semblables sont les matrices associées a une appli-
cation linéaire 7' : R™ — R", relativement a des bases différentes B et C. En effet, on sait que par la
formule du changement de base,

[T)s = Peg™ ' [T)cPes,

et donc [T]g ~ [T]c. Par le lemme,
det([T]p) = det([T]c) -

9.5 Formule de Cramer et conséquences

Dans cette section, on présente une application intéressante de la théorie du déterminant a la résolu-
tion des systemes linéaires.

Si A est une matrice inversible n x n, on sait que pour tout b € R"”, le systeme
Ax=Db
possede exactement une solution x, donnée par
x=A"b.

Nous allons voir comment il est possible de calculer chacune des composantes z; de cette solution,
sans passer par la connaissance de A~!.

Définition 9.26. Si M est une matrice n x n, etz € R", M;(z) est la matrice n x n obtenue a partir de
M en remplagant la j-éme colonne par z (sans toucher aux autres colonnes).

1 2 3 V2
Exemple 9.27.S5iM = |4 5 6|,z= | =« |,alors
7 8 9 e

1 V2 3
My(z)=|4 =w 6
7 e 9

<&

Proposition 12. (Formule de Cramer) Soit A une matrice n x n inversible, b € R", et soit x € R™ I'unique

solution du systeme Ax = b. Alors pour tout j € {1,2,...,n}, la j-éme composante de x est égale a
_ det(4;(b))
7 det(A)
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Preuve: Notons A = [a; - - - a,,]. Calculons le produit de A par (I,,);(x) :

A((In);(x)) = Aler - -ej_1xej1 -]
= [Ael - Aej_1 Ax Aejyq - Aen]
- [al"'aj—lbaj-i-l"'an]
=A;(b).
On a donc
det(A) det((I);(x)) = det (A((In);(x))) = det(4;(b)).
Or en développant selon la j-éme colonne,

n

det((La);(x)) = Y (=1)**ay det(((Ln); (%))
Z(—l)k+j$k det((]n)kj) .

k=1

Dans la deuxieéme ligne, on a utilisé le fait que I'on trace la colonne contenant x, et donc cela revient au méme
de travailler avec I,, qu'avec (I,,),(x). Ensuite, remarquons que si k # j, alors (I,,); contient une colonne et
une ligne de zéros, et donc en développant celon cette ligne, on voit que det((I,,)x;) = 0.

I ne subsiste donc, dans la somme ci-dessus, que le terme k = j :

det ((L,);(x)) = (=1)"*; det((Ln);5)
= xj det([n_l)

Ceci démontre la formule. O

Exemple 9.28. Considérons le systeme linéaire Ax = b donné par

(%)

—
S O O =
8
o

)
6
I3 7
8

O NN N
S O W W

Comme det(A) = 4! = 24 # 0, la matrice est inversible et la solution du systeme est unique. Si on
s’intéresse par exemple a la quatrieme composante x4,

1235
det(A4(b)) 1 1236
T T et(A) 241 2 0 7
100 8

1115

1 1116
=qdetly 1 o 7

100 8

0015

1 0016
=230 1 0 7

100 8

On a d’abord extrait un 2 de la deuxiéme colonne et un 3 de la troisiéme, puis on a soustrait la
deuxieme colonne de la premiere, et la troisiéme de la deuxieme. Maintenant, en développant selon
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la premiére colonne,

x4 = —det

—
= o o O

o ~J O Ot
O Ut ~—

Bien-stir, on trouve la méme chose qu’en résolvant complétement le systéme (x), qui serait par

exemple de faire Ly <— L1 — Ly, Ly <= Ly — L3, L3 <— L3 — L4, qui donne

00 0 4\ [z -1
003 0]|[a] [-1
0200 as|” |1
100 0/ \a4 8

Une application intéressante : formule pour A™!

Si le systeme considéré est grand, la formule de Cramer pour z; représente un intérét limité du
point de vue calculatoire. En effet elle implique le calcul de deux déterminants, qui comme on sait

représente un nombre d’opérations croissant factoriellement avec la taille du systéme.

Par contre, d’un point de vue théorique elle permet de dériver une formule explicite pour l'inverse

d’une matrice :

Théoreme 9.29. Soit A une matrice n x n inversible, et soit C' la matrice n x n des cofacteurs, dont les

coefficients sont définis par o
Cij = (—I)H_J det(Aij) .

Alors l'inverse de A est donné par
1 T
~ det(A)

Preuve: Considérons A inversible, et notons son inverse plutdt G = (g;;), en nommant ses colonnes :

G=[g1 8l
ou
91k
92k
gk =
Ink

Comme on sait, la condition AG = I,, devient

[Agr'-Agn] — [el"'en]7
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9.6. Interprétation géométrique du déterminant

ce qui revient a résoudre les n systémes
Agr=er, k=1,...,n.
Par la formule de Cramer, la j-eme composante de g, est donnée par
_ det(Aj(ex))
ik = T det(A)
Or, en développant selon la j-éme colonne,
det(A;(ex)) = (—1)7* - 1 det(Ay;),

ce qui implique que

o (—1)j+/€ det(Ak:j) _ Ckj _ ( 1 CT)
9ik det(A) det(A) — \det(A)~ Ja

et démontre la formule. O
Exemple 9.30. La matrice

2 1 3

A=[1 -1 1],

1 4 =2

est inversible puisque det(A) = —14 # 0. Utilisons la formule pour calculer son inverse. Indiquons

en rouge le signe de chaque coefficient, venant du (—1)**/ = +1 dans la matrice des cofacteurs.

-1 1 T

T
-1 1 1 1 1 -1
+ det ( 4 _2) —det (1 _2) + det (1 4 >
B 2 3 )

1 1 3 2 1
1 3 2 3 2 1
+ det (_1 1> —det <1 1) + det <1 _1>
L (-2 3 5 T
N 4 1 =3
-2 14
1
= 3 -7 1
- (5 7 -3

9.6 Interprétation géométrique du déterminant
Lecas2 x 2

Dans le plan, considérons deux vecteurs v, w, et considérons le parallélogramme qu’ils définissent :
(animation en construction)
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9.6. Interprétation géométrique du déterminant

L'aire de ce parallélogramme, notée Aire(v, w), est reliée au déterminant de la matrice 2 x 2 dont les
colonnes sont v et w :

Théoreme 9.31. L'aire du parallélogramme est donnée par
Aire(v,w) = |det([v w])| = |viwa — vown],

ot les coordonnées sont relativement a la base canonique.

Preuve: Considérons d’abord le cas simple, ot un des vecteurs, disons v, est parallele e;. Dans ce cas,

() =)

CEE R B B R I A S

£l
—

<l

L’aire géométrique vaut donc

Aire(v,w) = [|v[| - h = [o1] - |wa| = [v1wa]
= |’U1’LU2 — Owl\
= |det[v w]| .

Dans le cas général, considérons la rotation rot_g, o1 6 est 'angle orienté entre e; et v. On a alors que rot_g(v)
est parallele a e; :

De plus, puisque l'aire du parallélogramme ne change pas si ses deux c6tés subissent la méme rotation :
Aire(v,w) = Aire(rot_g(v),rot_g(w)).

Maintenant, le parallélogramme tourné de —6 a un de ses cotés parallele a e, et donc on peut calculer son aire
avec la formule vue ci-dessus :

Aire(rot_g(v),rotg(w)) = |det[rot_g(v) rotg(w)]|
= |det([rot_g]|n |
= ‘det([rot,g]gwn) det([v w])‘
—_———

= |det([vw])]| .

[vwl)

can
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9.6. Interprétation géométrique du déterminant

Lecas3 x 3
Dans l'espace, considérons trois vecteurs u, v, w, et le parallélépipede qu’ils définissent :

Ceeccmmei e cealy
\

-
"
-

cl

Le volume de ce parallélogramme, noté Vol(u, v, w), est reliée au déterminant de la matrice 3 x 3

dont les colonnes sont u,v et w :

Théoreme 9.32. Le volume du parallépipeéde est donnée par

Vol(u,v,w) = |det[uv w]|

ot les coordonnées sont relativement a la base canonique.
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Chapitre 10

Vecteurs et valeurs propres

10.1 Motivation

Les notions introduites jusqu’ici permettent de dire des choses tres globales sur une application li-
néaire
T:V =V

Si V et V' sont de dimensions finies, une telle application peut étre représentée par une matrice, et
nous savons l'utiliser pour étudier 'injectivité, la surjectivité; nous avons plusieurs critéres permet-
tant de déterminer quand l’application est bijective (via l'inversibilité de sa matrice et le déterminant).

Mais ce que nous n’avons pas encore c’est un outil, un peu comme la dérivée en analyse, qui nous
permette de dire des choses plus fines sur cette application.

Nous nous concentrerons sur les applications linéaires
T:R" - R™.

Pour motiver les nouvelles notions que nous allons introduire, voyons un exemple simple dans le
plan:

Exemple 10.1. Considérons l’application 7' : R? — R? définie par
<§1> =x0 T(x) = (1 i ) = <(1) _11> <x1>
2 5Z1 52 D) D) I2
N—_——

Les colonnes de A étant indépendantes, cette application est bijective.

Mais ne peut-on rien dire de plus? Par exemple, peut-on dire plus précisément comment Ax est relié
géométriquement a x?

Pour essayer de mieux comprendre cette application, faisons varier x sur I’animation ci-dessous, et
observons comment l'image Ax se comporte :

15
1
05 (%) &
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -
-05
-1
-15 |
I
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10.2. Définition, espace propre

On se rend compte que certaines directions semblent jouer un role particulier. Sous l'action de T,
c’est-a-dire lorsqu’on multiplie par A4,

. e 2
* tout vecteur x sur la droite dirigée par vi = (

1) subit uniquement une modification de lon-

gueur, par un facteur %,

En d’autres termes, les deux directions spécifiées par v; et vo sont particulieres puisqu’elles défi-
nissent des vecteurs dont la direction ne change pas sous l'action de T'. Leur longueur et leur sens, par
contre, peuvent étre altérés.

Ces vecteurs particuliers vy et vy, que nous appellerons vecteurs propres, fournissent un point de dé-
part pour comprendre la géométrie de ’application 7'. Au chapitre suivant, sur la diagonalisation, nous
utiliserons ces vecteurs propres pour construire une nouvelle base dans laquelle nous exprimerons
T. o

10.2 Définition, espace propre

En général, lorsqu’on multiplie un vecteur x € R" par une matrice A (n x n), on change la direction
de x.

Or on a vu dans I’exemple de la section précédente qu’il peut exister des vecteurs v particuliers dont
la direction n’est pas modifiée lorsqu’ils sont multipliés par A. En d’autres termes, pour ces vecteurs,
Av est colinéaire a v.

Définition 10.2. Soit A une matrice n x n. Un vecteur v € R" est appelé vecteur propre de A si il
existe A € R tel que
Av = Av.

Le scalaire \ est appelé valeur propre de A4, et v est un vecteur propre associé a \.

* Le vecteur nul est toujours vecteur propre, puisque A0 = A0 quel que soit A. On sera donc
intéressé, par la suite, par I'existence de vecteurs propres non-nuls : v # 0.

* Puisqu’a toute matrice A (n x n) correspond une application linéaire 7" : R™ — R", définie par
T'(x) := Ax, on définit les vecteurs propres (resp. valeurs propres) de 7' comme étant ceux
(resp. celles) de A. Donc un vecteur propre v de T', associé a une valeur propre ), est tel que

T(v)=Av.

Exemple 10.3. Soit A = (; g) .

* Siv = (_65>,alors
1 6 6 —24 6
=50 (%)= () =o(5) =

et donc v est vecteur propre, avec valeur propre A = —4.
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10.2. Définition, espace propre

* Siv = , alors

w= (5 2) (1) = )

qui n’est pas colinéaire a v, donc v n’est pas vecteur propre.

o
Exemple 10.4. Pour une matrice n x n diagonale,
d 0 --- 0
0 do
A = diag(dy,...,d,) = | . . ,
: 0
0 0 dy
ona
Aek:dkek, szl,...,n,
et donc chaque vecteur de la base canonique e}, est vecteur propre, avec valeur propre dy,. o

Nous verrons bientdt comment calculer les vecteurs et valeurs propres d’une matrice. Mais parfois,
lorsque I'application associée a un sens géométrique direct, on peut les connaitre sans faire de calculs,
par simple observation.

Exemple 10.5. Considérons la projection sur une droite passant par 1’origine :

f=0.300...

()

*» Nous avons déja remarqué que les vecteurs sur d ne sont pas modifiés par la projection :
proj;(v) =v=1v Vved,

Ainsi, tous les vecteurs de d sont vecteurs propres de proj,, avec valeur propre A = 1.

* Les vecteurs qui sont perpendiculaires a d ont tous comme projection le vecteur nul :
projy(v) =0 =0v, Yv L d,

Ainsi, tous les vecteurs perpendiculaires a d sont vecteurs propres de proj,, avec valeur propre
A=0.

IIn’y a, apparemment en tout cas, pas d’autres vecteurs propres. o
Exemple 10.6. On peut faire de méme avec la réflexion par rapport & une droite :

6 =0.300... x

refl;(a)
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10.2. Définition, espace propre

* Tout vecteur sur d est vecteur propre, avec valeur propre A = 1:
refly(v) =v=1v Vved,
* Tout vecteur perpendiculaire a d est vecteur propre, avec valeur propre A = —1:
refly(v) = —v = (—1)v Vv Ld.
o

Une matrice ne posséde pas toujours des vecteurs et valeurs propres. En effet, 1'existence de vecteurs
v qui soient colinéaires a leur image Av est une propriété géométrique particuliere que beaucoup de
transformations, méme naturelles, ne satisfont pas.

Exemple 10.7. Considérons la rotation d’angle 6, x — T'(x) = rotg(x) :

6 =1.000... oty ()

Pour les valeurs de 6 € [—m, 7| qui sont différentes de 0 et £, roty(x) pointe toujours dans une
direction différente de x. Donc pour ces valeurs de 6, sa matrice n’a pas de vecteurs propres. Par
contre,

* Si @ = 0, alors évidemment la rotation ne fait rien,
roto(x) = x, vx € R?,

et donc n'importe quel vecteur du plan est vecteur propre, avec valeur propre A = 1.

* Si 0 = =+, alors l'effet de la rotation est de renverser x,

rot4.(x) = —x, vx € R?,
et donc n’importe quel vecteur du plan est vecteur propre, avec valeur propre A = —1.
Nous reviendrons plus tard sur ces cas particuliers. o

La question se pose maintenant de savoir comment calculer les vecteurs propres et valeurs propres
de fagon systématique, pour une matrice donnée.

Espace propre

Par linéarité, si v est vecteur propre avec valeur propre J, alors tout vecteur colinéaire a v est aussi
vecteur propre avec valeur propre \ .

Donc dés qu'une matrice posséde une valeur propre, il y a une infinité de vecteurs propres qui lui
sont associés. Ceci mene a considérer, pour une valeur propre A donnée, 'ensemble de tous les vec-
teurs propres associés a \ :

Définition 10.8. Soit A une matrice n x n, et A une valeur propre de A. L'ensemble
Ey:={veR": Av=)v} CR"
est appelé espace propre associé a \.

146 NumChap: chap-val-et-vect-propres, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

10.2. Définition, espace propre

Remarque 10.9. Comme dit précédemment, E contient toujours 0. o

Exemple 10.10. Nous avons vu plus haut que A = —4 était valeur propre de la matrice

(3

Calculons son espace propre associé. Pour ce faire, on cherche tous les v solutions de
Av = —4v.

Comme on sait, ce systéme doit posséder une infinité de solutions! En nommant les composantes de

v, on peut 'écrire
1 6 (%] — 4 (%] )
5 2 V2 (%]

En passant le second membre du c6té gauche,

G o) (2)=()

L’espace propre associé a A\ = —4 est donc une droite :

pa={r=t(5) rer}=ver { ()]

Exemple 10.11. Considérons l’application associée a

4 -1 6
A=12 1 6
2 -1 8

Supposons que 1’on ait déja montré que A = 2 est valeur propre. Calculons son espace propre associé,
E, : on cherche tous les v € R3 solutions de

Av =2v,
c’est-a-dire
4 —1 6 V1 U1
2 1 6 (%) =2 (%)
2 —-1 8 V3 V3

En passant le second membre du c6té gauche,

2 -1 6 (% 0

2 -1 6| |w]|=10],

2 -1 6 V3 0
qui est équivalent a

2 -1 6 V1 0

0 0 O lwv] =10

0 0 0/ \vs 0

On peut donc prendre v, et v3 comme variables libres, et prendre vy = (v — 6v3) comme variable
de base. Ainsi, tout vecteur de la forme

$v2 — 3u3 1/2 -3
vV = V9 = V2 1 + v3 0
V3 0 1
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10.3. Le polyndme caractéristique

est vecteur propre de A, avec valeur propre 2. Ceci montre que 1'espace propre E» est un plan :

1/2 -3
Er=<v=s| 1 | +¢t| O s,teR
0 1
1/2 -3
= Vect 11,10
0 1

o

Remarque 10.12. On 1’a observé sur ces deux premiers exemples : une fois la valeur propre connue,
la recherche des vecteurs propres qui lui sont associés meéne toujours a un systeme possédant une
infinité de solutions. o

Donc une fois une valeur propre connue, un calcul explicite d’espace propre n’est que la résolution
d’un systeme du type Av = Av. La question naturelle, a laquelle nous répondrons dans la section
suivante, est de savoir comment trouver les valeurs propres.

Mais avant ¢a, remarquons que dans les deux exemples ci-dessus, 1’'espace propre trouvé était en-
gendré par certains vecteurs, et avait donc une structure de sous-espace vectoriel. C’est I’origine du
terme “espace” propre :

Lemme 15. L’espace propre associé a \ peut s’écrire
E) =ker(A—\I,).
Par conséquent, c’est un sous-espace vectoriel de R".

Preuve:

veE,s Av=)\v
S Av—Av=0
< (A= A,)v=0
< v eker(A—ML,).

Comme A — A, est une application linéaire, nous savons depuis les chapitres précédents que son noyau est
un sous-espace vectoriel de R™ O

Matrices inversibles et l1a valeur propre nulle

Théoreme 10.13. Une matrice A est inversible si et seulement si X\ = 0 n’est pas valeur propre.

Preuve: On sait que A est inversible si et seulement si son noyau ne contient que le vecteur nul. Or le noyau
pouvant étre défini comme I’ensemble des vecteurs v tels que Av = Ov, ceci donne I"équivalence. O

On trouvera ici (3BluelBrown) (lien web) une discussion qui pourra aider (ou pas) a comprendre
certaines des choses faites ici, et qui motive aussi l'usage que nous ferons plus tard des vecteurs et
valeurs propres.

10.3 Le polyndme caractéristique

Voyons le résultat qui rendra la recherche de valeurs propres un probleme purement algébrique :
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10.3. Le polyndme caractéristique

Théoréme 10.14. Soit A une matrice n x n. Alors A € R est valeur propre de A si et seulement si
det(A —AI,) =0.

Preuve: En effet, A est valeur propre de A si et seulement si il existe un vecteur non-nul v tel que Av = Av. On
a vu plus haut que ceci est équivalent a dire que v € ker(A4 — AI,,). Mais I'existence de vecteurs non-nuls dans
le noyau d’une matrice (ici : la matrice A — AI,,) implique que celle-ci n’est pas inversible, ce qui est équivalent
a dire que son déterminant est nul. O

Exemple 10.15. Considérons encore une fois la matrice

(3

Par le théoreme, toutes les valeurs propres se trouvent en étudiant I’équation

det(A — )\12) =0.

Comme
I-X 6
det(A — Al) = det ( 5 9 )\)
=(1-XN)(2-X)—-30
=\ —31—28
=A+4HA=-17),
A possede exactement deux valeurs propres : \; = —4 (comme nous avions déja observé) et Ao =
7. o

Comme dans ce dernier exemple, la fonction A — det(A — \I,,) sera toujours un polynéme en A.
Définition 10.16. Soit A une matrice n x n. Le polynome
Py(X) :=det(A — A1)

est appelé le polyndme caractéristique de A.

Les valeurs propres d"une matrice se trouvent donc en cherchant les racines de son polyndme carac-
téristique.

Exemple 10.17. Soit A = <i _15> .Ona

Pa()\) = det <1 I A 1__5A> =(1-N?+5.

Comme P4(\) > 5 pour tout A, P4 n’a pas de racines. Donc A ne posséde aucune valeur propre, et
aucun vecteur propre. o

Exemple 10.18. Pour une matrice n x n diagonale, A = diag(dy,...,d,),ona

Pa(A) = det(A — AT)
= det(diag(dy — \,...,dp, — \))
:(dlfA)"'(dn*)‘)v

donc les valeurs propres de A sont ses éléments diagonaux dy, .. ., d,. o
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10.3. Le polyndme caractéristique

Recherche de vecteurs et valeurs propres

Pour trouver les vecteurs propres et valeurs propres (s’il y en a) d’une matrice A, on pourra donc
procéder comme suit :

1) Calculer le spectre de A, noté spectre(A), et défini comme 'ensemble de toutes ses valeurs
propres, racines du polynéme caractéristique, P4(\) = 0.

2) Si spectre(A) # 0, calculer pour chaque valeur propre A € spectre(A) 1'espace propre associé
E), en trouvant toutes les solutions de Av = A\v.

Informel 10.19. A priori, si A est n x n, P4(\) est un polyndéme de degré n. Donc puisqu’on cherche
les racines de P4 (), on a avantage a le calculer avec précaution, de fagon a tout de suite I’'obtenir sous
une forme factorisée (ou aussi factorisée que possible). Dans 1'exemple suivant, un choix judicieux
d’opérations sur la matrice A — A3 évite de devoir étudier un polynéome de degré 3.

Exemple 10.20. Cherchons les vecteurs et valeurs propres de

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1

Commengons par la recherche des valeurs propres, en calculant

1-X -1 -1
Py(A)=det| -1 1-X -1
-1 -1 1-X
-1-Xx -1 -1
=det [ -1—-X 1—-X -1
-1-Xx -1 1-=2X

1 -1 -1
—(14+MNdet [1 1-Xx -1
1 -1 1-2
1 -1 -1
—(1+Ndet[0 2—=Xx 0
0 0 2-2A

—(14+N)(2-=))2.

(Dans la deuxiéme ligne nous avons rajouté les colonnes 2 et 3 a la premiere, dans la troisieme nous
avons extrait un (1+ \) de la premiere colonne, et dans la quatriéme nous avons soustrait la premiere
de la deuxiéme et troisieme ligne. Dans la derniere ligne, nous avons profité du fait que la matrice
était triangulaire.)

Nous avons donc deux valeurs propres, A\ = —1 et Ay = 2. On calcule facilement leurs espaces
propres associés :

E_i =ker(A+I,) = Vect

1
1
1
Ey = ker(A — 21I,,) = Vect (
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10.4. Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

Le polyndme caractéristique est un invariant de similitude

Rappelons que deux matrices carrées sont semblables, A ~ B, si il existe une matrice inversible M
telle que A = MBM L.

Théoreme 10.21. Si deux matrices sont semblables, A ~ B, alors elles ont le méme polyndme caractéristique :
Ps(X) = Pg()) VA eR.
Par conséquent, elles ont le méme spectre : spectre(A) = spectre(B).

Preuve: Si A = MBM !, alors en récrivant I,, = MM ' = MI, M},

PA(\) = det(A — \I,)
fdet(MBM L AMM—
= det(M(B — \,,)M 1)
= det(M)det(B — \I,,) det(M 1)
= det(B — /\I,L)det( ydet(M ™)
(
(
(

= det(B — \I,,) det(MM™)
= det(B — \,,)
= Pp()).

Considérons une application linéaire
T:R" - R".

Si on possede deux bases dans R”, notées B et C, T peut se représenter comme une matrice,

* [T relativement a 55, ou

* [T¢ relativement a C,

La formule du changement de base nous dit que

[T)s = Pac[T)cPes
= Fep ™ [T]cFes -
Ceci implique que [T']3 ~ [T¢, et dong, par le théoreme ci-dessus, que ces deux matrices ont le méme
spectre.

Ceci montre que le spectre est bel et bien associé a 1'application, pas a la matrice qui est utilisée pour
la représenter relativement a une base ou une autre.

10.4 Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

Théoréme 10.22. Soient M1, ..., \; des valeurs propres distinctes (\; # \; si i # j) d'une matrice A, et
soient v, ..., vy des vecteurs non-nuls tels que

* V1 est vecteur propre associé a Ay,
*
* vy, est vecteur propre associé a Aj.

Alors la famille {v1, ..., vy} est libre.
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10.4. Vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes

Preuve: On démontre le résultat par récurrence sur k, c’est-a-dire sur le nombre de vecteurs propres dans la
famille.

Cas k = 2 : Soient A\; # Ay deux valeurs propres de A, et soient vy, v deux vecteurs non nuls tels que
AVl = )\1V1 5 AVQ = )\QVQ .

Considérons la relation linéaire
a1V] + gV = 0.

Agissons de deux maniéres sur cette relation :
* En multipliant par A des deux cotés,
oy Avy +as Ave = A0=0,
~—~ ~—~
=1V =X2V2

on a
Q1A1V] + asave = 0.

* En multipliant par A\, des deux cotés,
Qa1 AaV] + agdave = 0.
En faisant la différence de ces deux expressions, on obtient
a1 ()\1 —>\2) vV = 0,
—_—
#0 #0

d’ot1 on tire que a; = 0. En refaisant la méme chose mais en multipliant par A; au lieu de A2, on montre que
ag = 0. Donc {vy,vs} est libre.

Cas k > 2 : Supposons que le résultat est vrai pour des famille de &k valeurs propres et k vecteurs propres, et
considérons une famille qui en contient k£ + 1 :

* V7 est vecteur propre associé a \;,
*
* Vj41 est vecteur propre associé a Aj1,
otl tous les \; sont distincts, et tous les v; sont non-nuls.

Considérons la relation
a1V + -+ aggp1 v+ = 0.
Comme avant, agissons de deux maniére sur cette relation :
* En multipliant par A des deux cotés,

oAV 1 A1 V41 = 0.
* En multipliant par A;1; des deux cotés,
Q1 Ag41VL + o+ Q1 Ak41Ve41 = 0.
En faisant la différence de ces deux expressions, le terme o 41 A;11Vy+1 disparait, et il reste

a1 A — Agr1)vi + -+ ag(Ag — A1) v =0,

et comme 'hypotheése d’induction garantit que {v1, ..., vy} estlibre, tous les coefficients de cette combinaison
linéaire sont nuls :

al(Al—)\k+1):0, ey Oék()\k—/\k_;,_l):o.
Mais A4 est distinct de toutes les autres valeurs propres : A; — A1 # 0. Dela, on tire que oy =0, ..., = 0.

En réinjectant ces zéros dans la relation de départ, elle devient
apy1vps1 = 0.

Comme vi11 # 0, on conclut que a1 est nul comme les autres, et donc que la famille {vy,---,vii1} est
libre. O]

On peut effectivement remarquer que dans les quelques exemples vus précédemment, des familles
de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes étaient toujours libres.
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(9

Exemple 10.23. On a vu que la matrice

posséde exactement deux valeurs propres, \; = —4 et A, = 7. Les espaces propres associés sont
6 1
E_4 = Vect , E7 = Vect .
-5 1
Orsivy € E_y et v € E7 sont tous deux non-nuls, alors {vy, va} est toujours libre. o

10.5 Multiplicités algébriques et géométriques

L'utilisation des valeurs et vecteurs propres, dans I’étude d"une application linéaire, sera

Définition 10.24. Soit \; une valeur propre d’une matrice A. La multiplicité algébrique de )\ est le
plus grand entier n tel que (A — A\g)" divise P4(\); on note cet entier mult, ().

En d’autres termes, si la factorisation complete du polyndme caractéristique contient
PaA) = A=)+,

alors mult,(\g) = n.

Remarque 10.25. On sait par le théoréme fondamental de 1'algebre que P4(\) posséde au plus n
racines réelles. Ceci signifie que si A possede les valeurs propres Ay, ..., A, alors

k
Zmulta()\j) <n.
j=1

o
Exemple 10.26. Pour notre matrice
16
=)
nous avions trouvé
PA) = (A +4)'(A=7)",
qui donne mult,(—4) = 1, mult,(7) = 1. o
Exemple 10.27. Le polyndme caractéristique de la matrice identité I,, étant
PI’!L()\) - (1 - A)n7
I'unique valeur propre A\; = 1 est de multiplicité algébrique mult, (1) = n. o

Définition 10.28. Soit \;, une valeur propre d’une matrice A. La multiplicité géométrique de \; est
la dimension de son espace propre :

multy(Ag) := dim(E)) = dim(ker(A — A\g1y,)) .
Remarque 10.29. Par définition, une multiplicité géométrique est toujours > 1. o
Théoreme 10.30. Soit \j, une valeur propre de A. Alors

multy(Ag) < multg(Ag) .
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Preuve: Considérons une valeur propre de A, qu’on notera ), pour simplifier, et son espace propre son espace
propre associé, Ey,. Posons
k= multy(A) = dim(E),),

et considérons des vecteurs propres v, . .., v; formant une base de E,. Complétons cette famille en une base
de R™:
B= (V1. s Vi, Wt1,..., Wy)
Soit A’ la matrice de 1’application linéaire T'(x) = Ax relative a la base 5 :
A= [[T(vi)]s - [T(vi)lB[T(Wis1)]5 - [T(Wn)]s]

Puisque chaque v;1 est vecteur propre de T, T'(v;) = Aov;, A’ a la structure suivante :

Ao

A= Ao

0 C

Maintenant, rappelons que A et A’ sont semblables, et posseédent donc le méme polynéme caractéristique :
Py(N) = Par(N).
Mais par la structure de A’ donnée ci-dessus,
Pa/(X) = det(A" — AL,)
Ao — A

= det Ao — A

0 C— A,

= (Mo — N det(C — A, _1).

Exemple 10.31. Reprenons la matrice vue plus haut :

1 -1 -1
A=|-1 1 -1
-1 -1 1

Nous avions calculé
Pa(\) =—(1+X1)' (2=,
Nous avons donc deux valeurs propres,
* A1 = —1, de multiplicité algébrique mult, (A1) = 1,
* A2 = 2, de multiplicité algébrique mult,(\2) = 2,

En ce qui concerne les espaces propres,
E_1 =ker(A+I,) = Vect ,
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qui implique mult,(A) = 1, et
Ey = ker(A — 21I,,) = Vect 11,10 ,
0 1
qui implique mult,(A2) = 2. Donc dans cet exemple,

multy (A1) = multy (A1),
mult,(A2) = multy(A2) .

5= 3

D’une part, son polyndme caractéristique est donné par

Exemple 10.32. Considérons la matrice

Ps(\) = (3- ),

et donc B ne posséde qu'une valeur propre A\; = 3, de multiplicité algébrique mult,(A;) = 2. Mais
on a d’autre part que

Ey = ker(A — 313) = Vect { } ,
qui implique mult, (A1) = I. Donc dans ce cas,

multy (A1) < multe(Ar) .
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Chapitre 11

Diagonalisation

11.1 Motivation, définition

Nous l’avions dit au début du chapitre sur les vecteurs et valeurs propres, notre but était de un outil
permettant d’étudier une application linéaire de fagon plus géométrique.

Un idéal : les matrices diagonales

Commencons par décrire les applications qui, méme en grande dimensions, sont trés simples a com-
prendre : les applications dont la matrice (relativement a la base canonique) est diagonale. En effet,
considérons une application 7" : R™ — R" définie par

T d 0 - 0 T dizy
i) 0 d2 cee 0 ) dQ.TQ
x= | [=Tx:=]|. . . | -

Une telle application se comprend simplement dans le sens suivant : chaque variable z;, n’est que
multipliée par dj, et n'interfere pas avec les autres variables.

Informel 11.1. Donc une application linéaire dont la matrice dans une base est diagonale correspond
dans cette base a faire, indépendamment pour chaque k, une simple “dilatation” (“stretching”) par
un facteur dj, selon la composante k.

Exemple 11.2. Dans le plan, considérons

= () mreo= (5 %) ()= (2)

Dans ce cas, l'effet de T simple a décrire : elle multiplie z; par 2, et change le signe de x2. Ceci permet
de construire I'image d'un x quelconque a la régle et au compas :
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F
15
h :
0.5
-4 -3 -2 -1 o5 1 T(a‘:) 2 3 4
-1
15 13

Objectif

On sait que la représentation d"une application linéaire relativement a la base canonique n’est qu'une
représentation parmi d’autres. Au vu de la discussion ci-dessus, on peut donc se poser la question
de savoir si, pour une application linéaire donnée, il existe une base dans laquelle sa matrice est diagonale. Si
c’est le cas (parce que ¢a ne sera pas toujours possible), alors on a tout avantage a choisir cette base
pour travailler, puisque dans cette base I'application ne devient qu'une modification multiplicative
de chacune des composantes, indépendamment des autres. Le but de la diagonalisation, que nous
présentons dans ce chapitre, est de déterminer si une application donnée peut (ou ne peut pas) étre
rendue diagonale dans une base bien choisie.

Puisque la diagonalisation a pour but de réduire une application a une base dans laquelle elle “mul-
tiplie simplement les composantes par des nombres”, c’est sans surprise que les notions de vecteur
propre et valeur propre joueront un rdle central dans son développement.

Avant de passer a I’étude générale de la diagonalisation, voyons comment elle s'implémente dans un
cas simple.
Diagonaliser une application dans le plan

Exemple 11.3. Reprenons 1'application utilisée comme motivation de la notion de vecteur propre,
dans le chapitre précédent :

x— () = T(x) = (”i> - ()

Relativement a la base canonique, on a donc

[T]Bean = <§ 1;) .

Nous avions remarqué que certains vecteurs subissaient, sous 1’action de 7, une simple multiplica-
tion par un scalaire. Maintenant que 1’on sait que ces vecteurs sont les vecteurs propres, on peut les
calculer explicitement. Puisque

Pirps. (A) =2X + A -1,

on a deux valeurs propres :

. 2
* A= %, avec espace propre associé /)1 = Vect { < 1) }
2

. -1
* A2 = —1, avec espace propre associé F_; = Vect { < 1 ) }
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On peut représenter ces espaces propres, et vérifier comment ils sont modifiés sous 1’action de 7" :

1.5
1
0.5 (®) 4
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-0.5
-1

Ensuite, choisissons deux vecteurs propres,

2 —1
V1:<1>€E;, V2:<1>€E1.

Ces vecteurs étant indépendants (évident, mais surtout vrai parce qu’ils sont associés a des valeurs
propres distinctes!), ils forment une base de R?: B = (vy,Vva).

Exprimons T dans cette base B formée de vecteurs propres :

(718 = PBeauB [T Bean PBeanB

Puisque

on a

On a ainsi diagonalisé T'; sur la diagonale de [T'|z apparaissent précisément les valeurs propres.

Maintenant, lorsqu’on est dans la base B, I’effet de 7" sur un vecteur devient transparent puisque sa
matrice est diagonale. En effet, si

I

T2

[T(x)|s = [Tsx]s = (é _01) (2) - (%212>

Avec cette information, on peut maintenant retourner sur 1’animation du dessus, et observer com-
ment effectivement, sous 'action de 7', relativement a B, la premiére composante de x, est multipliée
par 3, et la deuxiéme est multipliée par —1. o

alors

158 NumChap: chap-diagonalisation, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

11.2. Critere de base

Définition générale de la diagonalisabilité

Définition 11.4. Une matrice A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale,
c’est-a-dire si il existe une matrice diagonale D, et une matrice inversible M telles que

A=MDM™".

Remarque 11.5. % La condition peut aussi s’exprimer par “A = M ~1DM”, mais on verra que
celle-ci est plus naturelle.

* Toute matrice diagonale est diagonalisable.

Maintenant se pose la question : comment savoir si une matrice est diagonalisable ?

On s’en doute, cette question est reliée a 1'existence de valeurs et de vecteurs propres. Mais ¢a n’est
pas suffisant, comme on verra dans la section suivante.

11.2 Critére de base

Le résultat suivant est une caractérisation de la diagonalisabilité d"une matrice, qui utilise les vecteurs
propres de cette matrice :

Théoreme 11.6. Soit A une matrice n x n. Alors A est diagonalisable si et seulement si A posseéde n vecteurs
propres linéairement indépendants.

De plus, dans le cas oi1 A est diagonalisable, A = M DM, alors
* D a sur sa diagonale des valeurs propres de A,

* les colonnes de M sont les n vecteurs propres indépendants de A.

Preuve: Supposons que A est diagonalisable : il existe donc D = diag(dy, . . .,d,) et M = [m; - - - m,], inversible,
telle que A = M DM ~!. Remarquons alors que puisque M est inversible, ses colonnes sont indépendantes.
Ensuite, si on multiplie & droite par M, on obtient

AM =MD.

Si on exprime D comme
= [dlel te dnen] 5

alors

MD = M|dye; - dney]
= [dlMel . d,,LMe,,L]

= [dlrn1 e dnm"] .
On peut donc exprimer AM = M D comme suit :
[Aml . Amn] = [dlml . dnmn] ,

qui implique bien que Am; = d;m; pour tout j = 1,...,n, et donc que A posséde n vecteurs propres linéaire-
ment indépendants.

Inversément, supposons que A possede n vecteurs propres linéairement indépendants, que 1’on peut noter
vi,...,Vy,. Nommons leurs valeurs propres respectives Ay, ..., Ay, :

AV]':A]'VJ'7 ]:1,,n
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Posons
M :=[vi-vy], D :=diag(A1,..., ).

Puisque les v; sont indépendants, M est inversible. Calculons :

AM = A[vy -+ vy]

= [Avy - Av,]
= [)\1V1 e )\nvn]
=MD.
En multipliant a droite par M ~!, on obtient A = M DM !, qui signifie bien que A est diagonalisable. O

Informel 11.7. Donc une matrice est diagonalisable si et seulement si il est possible de construire une
base de R composée uniquement de vecteurs propres de cette matrice.

Remarque 11.8. Ce qui n’est pas précisé, dans I"énoncé du théoréme ci-dessus, mais que nous avons
observé dans la preuve, c’est que 'ordre dans lequel les valeurs propres sont rangées sur la diagonale
de D doit respecter 'ordre dans lequel les vecteurs propres sont rangés pour former M. On le fera
explicitement dans des cas particuliers, plus bas. o

Avant de voir quelques exemples, donnons une conséquence directe du théoreme :
Corollaire 6. Si A est n x n et possede n valeurs propres distinctes, alors elle est diagonalisable.

Preuve: Si A possede n valeurs propres distinctes, alors elle posséde aussi n vecteurs propres. Puisque ces vec-
teurs propres sont associés a des valeurs propres distinctes, ils sont linéairement indépendants. Par le théoreme
ci-dessus, ceci implique que A est diagonalisable. O

? _53>- Comme P4(\) = (5 — A\)? + 3 > 3, A n’a aucune valeur propre,

onc aucun vecteur propre. Par conséquent, A n’est pas diagonalisable.
d t P t, An’est d lisabl. o

Exemple 11.9. Soit A = <

Exemple 11.10. Nous avons aussi vu que B = (g ;) possede une seule valeur propre, A\ = 3, mais

B a1 v (1))

Ceci implique que B ne possede pas deux vecteurs propres linéairement indépendants, donc B n’est
pas diagonalisable. o

que

Informel 11.11. Dans ce dernier exemple, on a une matrice qui posséde une infinité de vecteurs
propres, mais qui n’est pas diagonalisable parce que ses vecteurs propres ne “remplissent” pas assez
RR? (ils ne permettent pas de former une base).

Exemple 11.12. Etudions la diagonalisabilité de
1 2 0
B=(0 3 0
2 2
On calcule :

Pg(A\)=det| 0 3-X 0
2 —4 2-)

:(3—/\)det<1;)\ 28)\)

=1-XN2-XN)B-N).

160 NumChap: chap-diagonalisation, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

11.2. Critere de base

Puisque B est 3 x 3 et possede 3 valeurs propres distinctes, le corollaire ci-dessus implique que B est
diagonalisable. Ecrivons la diagonalisation explicitement.

D’abord, calculons les espaces propres :

FEy = Vect 0 ,
-2
0
Es = Vect 0 ,
1
1
FE5 = Vect 1
-2

Pour ce faire, il nous faut un vecteur propre pour chaque valeur propre. Choisissons, pour chaque
valeur propre, un vecteur propre associé :

% Pour A\ = |, on peut prendre
0

* Pour Ay = 2, on peut prendre vo = | 0 |.
1

1
* Pour A3 = 3, on peut prendre vz = | 1
-2
(Les vecteurs vy, va, v3 sont automatiquement indépendants, puisqu’ils sont associés a des valeurs
propres distinctes.)

Maintenant, pour réaliser la diagonalisation, on place ces valeurs propres sur une diagonale, et les
vecteurs propres associés, dans le méme ordre, dans une matrice de changement de base :

00 1 0 1
D=0 20|, M:=[.vov]=[0 0 1],
00 3 -2 1 -2

qui donne la diagonalisation B = M DM 1.

Mais on pourrait aussi organiser les valeurs propres dans un ordre différent; la seule condition a
respecter est que le placement des vecteurs propres dans la matrice de changement de base respecte I'ordre
choisi pour les valeur propres. Par exemple,

0
s M = [Vz V3 ] = 0 1 0 5
1

2 00
D=0 3 0
00

qui donne la diagonalisation B = MDM™', o
Exemple 11.13. Etudions la diagonalisabilité de

13 3
C=|-3 -5 -3
3 3 1
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Cette fois,
Pe(\) = (1 =X (A +2)%.

On n’a que deux valeurs propres (et pas 3), donc les hypotheses du corollaire ne sont pas satisfaites.
Pour voir si 'hypothese du théoreme est satisfaites, on doit voir sl est possible de former une base
de R3 avec des vecteurs propres.

Or I'étude des espaces propres révele que
* Pour A\ =1, E est engendré par

-1 -1
* Pour \y = —2, E_sestengendréparw; = | 1 |etwy=| O
0 1

Puisque {v|,w;,ws} est libre, donc forme une base de R3; ainsi, le théoréme implique que C est
diagonalisable. La diagonalisation peut se faire par exemple avec

0 O 1 -1 -1
D:=(0 -2 0 |, M:=[viwiwy]=|-1 1 0 |,
0 0 -2 1 0 1
qui donne C = M DM ~!. Bien-stir, d’autres choix sont possibles. o

11.3 Deuxiéme critére

Le deuxieme critere est essentiellement une conséquence du premier, mais prend une forme dans
laquelle on peut déterminer la diagonalisabilité uniquement a partir de la connaissance des multipli-
cités géométriques des valeurs propres :

Théoreme 11.14. Soit A une matrice n x n. Alors A est diagonalisable si et seulement si son spectre est

non-vide, et si
Z multy(\) =n.
A€spectre(A)

De plus, cette derniere égalité est vérifiée si et seulement si
multy(A) = multg () VA € spectre(A).
Preuve: Supposons que spectre(A) = {A1,..., Ay }. = : Supposons que A est diagonalisable. Par le théoréeme
de la section précédente, il existe donc une base de R”, formée de vecteurs propres de A :
B=(vi,...,Vyn).

Puisque chaque v; est vecteur propre, il doit étre associé a une des valeurs propres de spectre(A). Pour i =
1,...,k, définissons m; comme étant le nombre de vecteurs de la famille {vy,...,v,} qui sont associés a la
valeur propre );. On a donc

k
E m; =n.
i=1
Puisque B est une base, les vecteurs de {v,...,v,} qui sont associés & une méme valeur propre forment une
famille libre, donc

m; < multg(A;).
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Mais comme on sait aussi que mult, ();) < mult, ();), on peut écrire

k k
n= Z Zult

mult, (\;) < n,

H'Mw

qui implique
Z mult, ( Z mult,

Remarquons aussi que cette derniere implique que
multy(A;) = multy(A;) Vi=1,...,k.

En effet, si il existe un i tel que
multy(A;) < multy,(X;),

alors
k k
D multy(A;) <> multe(X;)
=1 =1

<« : (Le paragraphe qui suit est un peu lourd en notations, méme si 1'idée est simple.) Supposons maintenant
que cette derniere égalité est vraie. Pour chaque i = 1,...,k, définissons g; := multy(\;) = dim(E},), et
considérons une base de E),, notée

B; = (vgi),véi), ... an(;i)) )
Montrons que 1'union de toutes ces bases,

B:=B1U---UDBy

qui contient par définition n vecteurs, est libre.
On considére donc la relation linéaire

(6 APV APV — 0.

Plus précisément,

Si on introduit les vecteurs
_ (@), (2)
= Z)‘j Vit
j=1
alors () devient
(%) w1+ +wp=0

Mais chaque w; € E),, et donc les wy,..., w;, sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes, ils forment donc une famille libre. Ceci signifie que si leur somme est nulle, alors ils sont tous nuls :

w; =0 Yi=1,...,k.
( (1) (@) (f_))

Mais comme B; = (vy’,vy ', ..., Vg, ) est une base, ses vecteurs sont indépendants, et donc

wi = APV 4 AV =0
implique que )\gi) =...= )\g? = 0. Ceci montre que B est libre; puisqu’elle contient n vecteurs, c’est une base
de R™. Par conséquent, A est diagonalisable. O
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Exemple 11.15. Dans la section précédente, on avait considéré

1 2
B=|0 3
2 4

N OO

On a vu que cette matrice possede trois valeurs propres, chacune de multiplicité géométrique égale
a 1, ce qui implique
> multy(\)=1+1+1=3.
A€Espectre(A)
Par le théoreme ci-dessus, on en déduit que B est diagonalisable. o

Exemple 11.16. Etudions la diagonalisabilité de
1 -1 0
A=(1 1 0
0 0 1
Puisque
Pa(\) = (1= NN —2X +2),
A<O!

A ne possede qu’une valeur propre : A\; = 1, avec mult,(1) = 1. Or comme

0
Ey =ker(A — I,,) = Vect 0 ,
1

on a multy(1) = 1. Puisqu’icin = 3, on a

> multy(\) <3,

A€Espectre(A)

=1

le théoreme implique que A n’est pas diagonalisable. o
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Chapitre 12

Produit scalaire et orthogonalité

12.1 Norme et distance

Définition 12.1. Si x € R"”, et si z1,...,x, sont ses composantes relativement a la base canonique,
alors sa norme est définie par le réel

Il := g/t + -+ 2

Proposition 13. (Propriétés de la norme)
* || Ax|| = |Al||x]|| pour tous A € R, x € R"

* [lx]

> 0 pour tout x, et ||x|| = 0 si et seulement si x = 0.

* (Inégalité triangulaire) [|x + y| < |[x[| + [ly|| pour tous x,y € R™.

Preuve: Pour la premiére propriété,

Xl = v/ (Az1)? + - + (Aan)?
= \/)\233%4—”-—!-)\23:%
— 2t a)

= \y/zi+ -+ a2
= [Alllx][ -

Ensuite, ||x|| > 0 est évidente, et remarquons que ||x|| = 0 si et seulement si ||x||? = 0, qui est équivalente a
m§+~-~+xi:O.

Or une somme de nombres non-négatifs est nulle si et seulement chacun de ces nombres est nul, z7 = 0, et
donc z;, = 0 pour chaque k =1,...,n.

On démontrera I'inégalité triangulaire dans la section suivante. O

Définition 12.2. x € R” est unitaire (ou normalisé) si ||x| = 1.

Remarque 12.3. Pour tout vecteur non-nul x, il existe exactement deux vecteurs unitaires qui sont
colinéaires a x, donnés par
X
Uy i=t—0.
x|
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w!

La notion de norme permet de définir encore deux notions géométriques classiques :

Définition 12.4. La distance entre x et y est définie par

dist(x,y) = |lx — ]|

Définition 12.5. Deux vecteurs x,y € R" sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si
2 2 2
%+ ylI* = I+ llyll”-

Si x et y sont orthogonaux, on écrit x L y.

12.2 Définition du produit scalaire
Définition 12.6. Soient x,y € R". Le produit scalaire de x et y est défini par
XY =21Y1 +X2Y2 + -+ TpYn -

Remarque 12.7. Il sera souvent utile de récrire le produit scalaire en le réinterprétant comme un
produit matriciel un peu particulier :

Y1

N——
1xn Yn
nx1
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Proposition 14. (Propriétés du produit scalaire)
1) xy=y-x
2) (Ax) -y =x-(Ay) = A(xy)
3) x-(y1+y2) =x-y1+x 'y
4 (x1+x2) y=x1-y+X2y
5) (Lien avec la norme) x - x = ||x||?

6) (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
-yl < [x[llyll-
Preuve: Les cinq premiéres propriétés suivent directement de la définition du produit scalaire. Démontrons
I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Pour commencer, remarquons que 1'inégalité est triviale des que y (ou x) est nul. On peut donc supposer que
y # 0. Ensuite, remarquons que pour tout ¢ € R,
0< [Ix —ty[* = (x — ty) - (x — ty)
=x-x—=2(x-y)+t*(y-y)
= [Ix[|* — 2t(x - y) + £*[ly |

Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢, on peut l'utiliser pour la valeur ¢, qui minimise le polynéme du
deuxiéme degré défini par
t lyl* —2t(x-y) + [lx]*.
Ce dernier est minimal lorsque
X'y

te = 705 -
ly[®

Si on récrit I'inégalité du haut avec ¢, on obtient

xy)?  (xy)? x-y)?
N A T T
qui entraine
(e y)” < Iyl
On obtient I'inégalité de Cauchy-Schwartz en prenant la racine carrée des deux cotés. O

Remarque 12.8. R", muni du produit scalaire, est un cas particulier de ce que nous appellerons plus
tard un espace Euclidien. o

Informel 12.9. En petites dimensions (n = 2 ou 3), le produit scalaire est relié a ’angle 6 fait par x et
¥, par la relation fondamentale suivante :
x-y = [[x[llly]| cos(6) -

Nous ne ferons pas usage de cette relation, puisque nous utiliserons le produit scalaire surtout en
grandes dimensions, et qu’on ne sait pas vraiment comment définir I'angle entre deux vecteurs.

On peut utiliser 1'inégalité de Cauchy-Schwartz pour démontrer 1'inégalité triangulaire de la section
précédente :
Ix+yl* = (x+y)- (x+y)
= [Ix[* +2(x-y) + Iy lI®
< Jxl* + 2l [yl + [y lI*
= (Ixll + lly[D*-
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Orthogonalité

Le produit scalaire est surtout utilisé, en algebre linéaire, pour résoudre des problemes dans R™ a I'aide
d’arguments géométriques empruntés a la géométrie du plan et de I'espace. Et la premiere notion qui
joue un role en géométrie est celle d’orthogonalité.

Commengons par écrire 1'égalité du dessus sous une forme un peu différente :

(x-y) =5 (Ix+ vyl = (IxI*+ I¥[?)) -

N

Ceciimplique en particulier que x L y si et seulement si x-y = 0. On peut donc donner une définition
alternative de l'orthogonalité, basée uniquement sur le produit scalaire :

Définition 12.10. Deux vecteurs x,y € R" sont orthogonaux (ou perpendiculaires) si x - y = 0.

Exemple 12.11. Dans R, les vecteurs

3 2
1 2
x=\|-21, y=15
0 3
2 1
sont orthogonaux, puisque x - y = 0. o

En géométrie, on considere souvent un objet géométrique, généralement une droite ou un plan, défini
comme étant perpendiculaire a un autre. En algebre linéaire, on définit un ensemble de vecteurs qui
sont tous orthogonaux aux vecteurs d’un autre ensemble :

Définition 12.12. Soit W un sous-espace vectoriel de R". Le complément orthogonal de 1/ est I'en-
semble
Whi={veR"|vLlwVYweW}.

Commengons par comprendre intuitivement le sens de W+, en petites dimensions :

Exemple 12.13. Si W est un plan (passant par l'origine) de R?, alors W+ est la droite perpendiculaire
a W, passant par l’origine :

(En effet, un vecteur v quelconque sur la droite est perpendiculaire a tous les vecteurs w du plan.) ©

Exemple 12.14. Si W est une droite (passant par l'origine) de R3, alors W+ est le plan perpendiculaire
a W, passant par l'origine :
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i w

€l

(En effet, un vecteur v quelconque sur le plan est perpendiculaire a tous les vecteurs w de la droite.)
o

Ces deux derniers exemples illustrent bien les propriétés générales ci-dessous :

Proposition 15. (Propriétés du complément orthogonal)
1) W+ est un sous-espace vectoriel de R™
2) (WhHt=w
3) dim(W) + dim(W+) =n
Preuve: On vérifie que W+ estun sous-espace vectoriel de R™ :

* Clairement, le vecteur nul appartient a W puisque 0 - w = 0 pour tout w € W.
* Siv e W+, alors pour tout scalaire A € R,

(M) -w=A(v-w)=0,
donc A\v € W+,
* Sivy, vy € W, alors pour toutw € W,
(vi+vy) - w=vy - w+va-w=04+0=0,

donc vy + vy € W
Les autes propriétés seront démontrées en exercice. O
Dans la définition, W+ est défini comme 1'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a tous les
vecteurs de W. Ceci implique que d'un point de vue calculatoire, on devrait a priori vérifier une

infinité de conditions pour savoir si un vecteur appartient a W-. Mais lorsqu’on posséde une base
les choses sont plus simples :

Lemme 16. Soit W un sous-espace vectoriel de R", et soit B = (w1, ..., wy) une base de W. Alors v € wt
si et seulement siv L w; pour tout j =1,... k.
Preuve: Supposons que W = Vect{w,...,w;}.

Si v est orthogonal a tous les vecteurs de W, il est en particulier orthogonal a chacun des éléments de la base.

Inversément, supposons que v est orthogonal a chacun des éléments de la base. Comme un élément quel-
conque w € W peut se décomposer dans la base, w = a;wy + -+ + apwy, la linéarité du produit scalaire
implique que
v-w=v-(a1wy + -+ apwg)
=a;(v-wi) 4+ +ap(v-wg)
=0 =0

etdoncv € W+. O
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Exemple 12.15. Dans R?, considérons les vecteurs

1 -1
wi=12], wo= [ 3 )
0 1

et considérons le plan
W = Vect{wl, W2} .

Le lemme précédent dit que
WJ‘:{VG]R?’ v Llwy, vy wo}

Donc on cherche les vecteurs v € R? tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites simulta-

nément :
v-wi; =0,
v-wyg =0.
U1
Siv = | v |, ceciest équivalent a
U3
v1  + 2v9 =0
—v1 4+ 3vy + w3 = 0

On peut prendre v; comme variable libre, et donc on voit que W= est une droite :

I 2
wt="_v= —x1/2 ’xleR = Vect -1
5x1/2 5

On vérifie bien dans ce cas que

dim(W) + dim(W+) =2+1=3.

o

Informel 12.16. Dans ce dernier exemple, l'intuition géométrique aurait peut-étre suggéré de trouver
un vecteur directeur de la droite W en calculant le produit vectoriel de w; et wo. Mais ce produit
(que nous ne traiterons pas dans ce cours) n’existe que dans R3, alors que la méthode que nous avons

utilisée fonctionne en toute dimension.

Exemple 12.17. Dans R?, considérons les vecteurs

1 -1
2 0

Wl - _1 Y W2 = 1 Y
0 2

et considérons le plan
W = Vect{w,wa}.
Puisque dim(WW) = 2 et que
dim(W) 4 dim(W+) = 4,

on sait que dim(W+) = 2, et donc W+ doit aussi étre un plan. Et effectivement, un calcul semblable

a celui de I’'exemple précédent (voir exercices) montre que

wt = Vect{p1,p2}.
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12.3 A propos de Col(A) et Lgn(A)

Rappelons que si A est une matrice m x n,
* Col(A) C R™ est le sous-espace engendré par ses colonnes, et

* Lgn(A) C R™ est le sous-espace engendré par ses lignes.

Théoréme 12.18. Si A est m x n, alors
1) Lgn(A)L = ker(A),
2) Col(A)* = ker(AT).

Preuve: Nous avons déja vu (ici (lien web)) que ’on peut toujours exprimer une matrice m x n a l’aide de ses
lignes :

4
A= |,
ET
ouly,..., b, € R
1) Ona
veLgm(A)t <= v-4=0 Vj=1,...,m
= Ov=0 Vj=1...,m.

On peut exprimer ces m conditions simultanément en écrivant

I 0
Clv=1:]
I 0

qui n’est autre que Av = 0.

2) Puisque Col(A) = Lgn(AT), 'affirmation suit de la premiere partie :

Col(A)t = (Lgn(AT))* = ker(AT).

12.4 Familles orthogonales

Définition 12.19. Une famille de vecteurs {w1,...,w;} C R" est dite
* orthogonale si ses vecteurs sont orthogonaux deux a deux (w; L. w; pour tout i # j),

* orthonormale (ou orthonormée) si elle est orthogonale et si, de plus, tous ses vecteurs sont
unitaires (||w;|| = 1 pour tout j).
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Exemple 12.20. La base canonique de R", Bcan = (€1, . .., €y,), est une famille orthonormale, puisque
1 sii=j,
€ ej = S
0 sii#j.
o
Remarque 12.21.Si {wy,..., wy} est orthogonale, et si aucun de ses vecteurs n’est le vecteur nul,

alors on la rend orthonormale en divisant chacun de ses vecteurs par sa norme :

{ w1 W, }
[wall” 7 [l

Exemple 12.22. Dans R?, la famille

1 1 -2
1 01, 2
1 -1 -2

est orthogonale, mais pas orthonormale. Comme aucun de ses vecteurs n’est nul, on peut le diviser
par sa norme,

11111_2

21, — 1 o |, 2
Ve 1) V2 ) Viz |
pour obtenir une famille orthonormale. o

Une propriété importante des familles orthogonales :
Lemme 17. Si {w1,..., Wy} est orthogonale, et si aucun de ses vecteurs n’est nul, alors elle est libre.

Preuve: Considérons la relation
oW1+ -+ apwp =0.

Si on effectue le produit scalaire de cette relation avec w,
ar(wy-wi) 4+ +aj(wi-wi) + -+ ap(w; - wi) =0,
——

=0 #£0 =0

qui donne «a;||w;||?> = 0. Puisque par hypothese w; # 0, ceci implique o; = 0. Comme ceci vaut pour tout
j=1,...,k, onabien montré que la famille est libre. O

Le grand avantage de travailler avec des bases orthogonales :

Théoreme 12.23. Soit W un sous-espace vectoriel de R™, et soit B = (w1, ..., wy) une base de W, orthogo-
nale. Alors la décomposition d'un w € W relativement a B,

a ses coefficients ~y; donnés par

W'Wj W-Wj

"}/' = = .
Towiewy o [lwy?

En particulier, si B est orthonormale, alors v; = w - w;.
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Preuve: Considérons la décomposition
W =71W1 + -+ YW

En prenant le produit scalaire de cette expression avec w;, I’orthogonalité de la base fait qu’il ne survit qu'un
seul terme dans le membre de droite :

wj W=7 (W; - wj).

Ceci démontre I’affirmation. O

Informel 12.24. Rappelons qu’en principe, trouver les composantes d’un vecteur relativement a une
base se fait en résolvant un systeme. Ici, on voit le grand avantage de travailler avec des bases ortho-
gonales : pour avoir une composante, il suffit de calculer un produit scalaire.

Exemple 12.25. Considérons

1 1 -2
B = 201,10 ], 2
1 -1 -2

On a vu plus haut que cette famille est orthogonale, et donc libre puisqu’aucun de ses vecteurs n’est
nul, ce qui en fait une base de R?. Si on prend un vecteur quelconque de R", par exemple

7
v=|-5],
3
on calcule ses composantes relativement a B :
V- b1 0 0
M= "z Y
b1 6
Vo b2 4 9
"yz = = - = s
beff? 2

_v-by 30 -5
BT a2 T 12 T 2

ce qui donne

0
[V]B_ 2 )
—5/2
c’est-a-dire
1 1 5 -2
v=0(|2]l+2]1 0 | —=1 2
1 -1 : -2

Bien-stir, on trouverait la méme chose en cherchant les composantes comme on le faisait avant, en
étudiant le systeme

1 1 —2 7
2]+ 0+ | 2 |=[-5
1 ~1 —2 3
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12.5 Projection sur un vecteur

La notion d’orthogonalité permet d’introduire en algebre linéaire plusieurs notions géométriques
trés utiles. La premiere est celle de projection.

Comme motivation, fixons un vecteur w € R", et posons la question suivante : Pour un deuxieme
v € R"” donné, comment définir la projection orthogonale de v sur w?

Informel 12.26. On a déja considéré, dans le plan, la projection d'un vecteur sur une droite. Mais ici,
on est en dimension quelconque n! Et nous allons commencer par projeter sur un vecteur, mais plus
loin nous projetterons sur un sous-espace vectoriel quelconque de R”.

Un schéma peut aider & comprendre comment nous allons procéder (attention : cette image est re-
présentée dans le plan, mais I'argument qui suit fonctionne en toute dimension!) :

La projection orthogonale de v sur w, que nous noterons v| pour commencer, doit permettre de
décomposer v en deux composantes vectorielles,

V=V|+V],

N

ol
1) v est colinéaire (parallele) a w,

2) v, est orthogonal a w.

Il se trouve que ces deux conditions caractérisent entierement v et v, .

En effet, pour que v|| soit colinéaire a w, il doit exister un scalaire « tel que
V” = W .
Puis, pour que v soit orthogonal a w, il faut que
O=v, - w=(V-v) w=(v-aw) w.

De cette derniére relation, on tire que

V-W VW

Tweow  wE

En utilisant ce scalaire particulier dans v = aw, ceci motive la définition suivante :
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Définition 12.27. Soit w € R", w # 0. La projection orthogonale de v € R” sur w est définie par

) vV-w vV-w
projy, (v) := w = ||W||2W.

W W

Exemple 12.28. Dans R®, la projection orthogonale de

0 1
2 0
v=1]-3 surw= | -1
1 0
-1 1
est donnée par
1 2/3
VW 2 0 0
pProjy (v) = ||WH2W =3 -1l =1-2/3
0 0
1 2/3

o

Remarque 12.29. La définition de proj,, (v) dépend uniquement de la direction de w, pas de son sens
ni de sa norme. En effet, la projection sur un vecteur colinéaire a w, w' = Aw, donne le méme résultat,
puisque

/
X VW
Projy(v) = WW/

v (Aw)
= Twe ™)

V-W

Donc il est plus juste de penser a la projection sur un vecteur comme a la projection sur la droite
engendrée par ce vecteur. o

La projection de v sur w est aussi optimale, dans le sens ot1 c’est elle qui réalise la distance minimale
entre v et un vecteur quelconque de la droite dirigée par w :

Théoreme 12.30. Soit w € R" non-nul, et soit W = Vect{w}. Alors
v =proju (V)| < [lv—x|  vxeW.
Puisque projy,(v) € W, ceci implique

IV = projy (v)|| = min |[v —x]|.

De plus, projy, (v) est I'unique vecteur de W qui réalise ce minimum.

En d’autres termes, proj,, (v) est le vecteur de W dont la distance a v est minimale :
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-~
w

Preuve: Pour tout x € W, on peut écrire

v —x = (v = projy(v)) + (projy (v) — x)

ewt ew
On a donc
IV =x||* = [[v = projy, (V)II* + |[projw (v) — x||*
>0
> ||lv = proj,, (v)|*
Supposons maintenant qu’il existe, en plus de v = proj,,(v), un autre vecteur de W satisfaisant la méme

propriété; notons-le v . Alors par définition,

lv = vyll = min |lv —x|| = |lv - vyl
Aussi,
v = vilI> = (v = vy) + (v = v]II?
N—— N——
ewt cw
= v =vyll> + vy — v II?
On a donc
lvy =vjlI*=0,
qui implique v = V\/I' O

Le fait que proj,, (v) réalise un minimum indique que certains problemes d’optimisation pourront trou-
ver une solution par l"utilisation de projections. (Voir plus loin, Méthode des moindres carrés.)

12.6 Projection sur un sous-espace vectoriel
Motivation : projection sur un plan de R?
Pour motiver la définition générale de projection sur un sous-espace vectoriel W, nous commence-

rons par un cas légerement plus compliqué que la projection sur une droite (section précédente), en
considérant une projection sur un plan.

Exemple 12.31. Considérons les deux vecteurs non-colinéaires

ainsi que le plan contenant 1’origine, engendré par ces deux vecteurs :

W = Vect{wy,wa}.

1 76 NumChap: chap-prod-scal-orthogonalite, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

12.6. Projection sur un sous-espace vectoriel

5
Siv=| 2 |,comment calculer sa projection orthogonale sur W ?
-3

Comme dans la section précédente, nous commencerons par représenter la projection de v sur W a
'aide du symbole v|. Cette projection doit permettre de décomposer v en deux composantes vecto-
rielles,

vV = VH +vy,

N

ou
1) v € w
2) v, e Wt

La premiere condition impose que v soit une combinaison linéaire de w1 et wa :
V” = \1W1 + QaWa,
et la deuxieme impose que

0=vy -wi=(V—-a1w] —aws) Wi,
0=v, -w2=(V—-a1w] — aW2) - Wa.

Comme |[wi]|? = 3, [[w2|> = 6, w; - wa = =2, v-w; = 10, v- wy = —11, on en déduit que les

- 4

coefficients a1, ap sont solutions du systéme

(*) 30&1 — 20&2 = 10
—2a1 + 6b6ag = —11.
Onadoncaj = 1—79, = —%. Ainsi, la projection de v sur le plan W est donnée par
19 13 32/7
V” = 7W1 - ﬂWQ = 25/14
—51/14

Cas général

Dans le cas général, énoncons d’abord le résultat général qui garantit que la projection orthogonale
sur un sous-espace vectoriel existe toujours :
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Théoreme 12.32. Soit W un sous-espace vectoriel de R", et soit v € R". Alors il existe une unique paire de
vecteurs, v| et v, telle que
V=V|+V],

et telle que
1) V| € W
2) V| € WJ‘
Le vecteur v est appelé projection orthogonale de v sur W, et sera noté
V| = projy (v) .

De plus, projy, (v) est 'unique vecteur de W qui minimise la distance a v :

IV = projy (v)|| = min |[v — x|

Dans le cas ot on connait une famille génératrice pour W,
W = Vect{wy,...,wg},

on peut calculer projy,(v) comme on 1'a fait dans la section précédente, en commengant par 1’écrire
comme une combinaison linéaire

V” = o1Wi + - Wy,

ot les coefficients doivent satisfaire simultanément aux k£ conditions suivantes :

0 =(V—-aiwi - —apwg) Wi,
0 =(V—-aiwi - —apwg) - Wz,
0 =(Vv—aywy - — apWwg) - Wi .

Sans présenter de difficulté particuliere, cette approche requiert malgré tout la résolution d"un sys-
teme n x k.

Cas ou IV est décrit par une base orthogonale

Lorsque W est décrit a 1'aide d"une base orthogonale, la projection sur W prend une forme plus
explicite :

Théoreme 12.33. Soit W un sous-espace vectoriel de R", et soit B = (w1, ..., wy) une base orthogonale
de W. Alors la projection orthogonale d'un vecteur v € R" sur W est donnée par

V- W]
proju (v Z [EZIEAE

En particulier, I'application v — projy, (v) est linéaire.

Preuve: Comme décrit plus haut, la projection est de la forme

projy (v) = a1wy + - - ap Wy,
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otl les o; doivent satisfaire

0 =(v—agwy - —apwg) - Wy,
0 =(v—agwy - —apwg) - Wa,
0 =(v—aywy - —apwg) - W .

Mais puisque la base B est orthogonale, w; - w; = 0sii # j. Il reste donc

0 :(VquWl)'Wl7

0 =(v—arwg) Wi,

qui donne bien a; = pourtoutj=1,... k.

Hw H2

Vérifions la linéarité :

(B1vi + Pava) - w

projy (B1vi + fava) = i

M-

2w
k A% W A%

. 1 Vo Wj

= (/31 AT ||2W>
= Wi Wi

Q

k
Vi Vo W
LT ]+5gz T 2™

=1
= B1pr0Jw(V1) + ﬂzprOJW(Vz) .

La linéarité de la projection fait qu’on peut chercher sa matrice relativement a une base.

Exemple 12.34. Considérons les deux vecteurs non-colinéaires

2 -2

ainsi que le plan contenant 1’origine, engendré par ces deux vecteurs :
W = Vect{wi,wa} .

Commencgons par prendre un vecteur, par exemple

et calculons sa projection sur W. On pourrait procéder comme on l'a fait plus haut, mais on remarque
tout de suite que cette fois, {w, wa} est orthogonale car w; -wy = 0. On peut donc écrire la projection

directement a ’aide de la formule du théoréme :

. () VW1 +V-W2
T V)= —m—mMW —W
POW ) = o 27T w2
—— g - _12 = _2é5
30\ 1 6\ 1/5
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Considérons ensuite la matrice de la projection, relativement a la base canonique :

[Pr0jiy]Bean = [[Proju (e1)] [projuy (e2)] [proju (es)]]]

4/5 0 —2/5
=l 0o 1 o0
—2/5 0 1/5

Cas ou IV est décrit par une base orthonomale

Si on exige en plus que la famille qui engendre IV soit formée de vecteurs unitaires, alors la projection
est encore plus simple a décrire :

Théoreme 12.35. Soit W un sous-espace vectoriel de R", et soit B = (uy, ..., uy) une base orthonormée de
W. Alors la projection orthogonale d"un vecteur v.€ R™ sur W est donnée par

k

projy(v) = > (v uj)u;.

j=1
De plus, la matrice de projyy, relativement a la base canonique, est donnée par

[Projw 6., = UUT,
ot U est la matrice n x k dont les colonnes sont les vecteurs de la base B exprimés dans la base canonique :

U = [[W]Besn - [Uk] Bean] -

Preuve: Par le théoreme précédent, et puisque ||u;|| = 1 pour tout j, la projection est bien donnée par

projy (v) = (v -up)uy + -+ (v - ug)ug.
Pensons maintenant en composantes relativement a la base canonique, et profitons de la structure de cette
expression pour la récrire sous forme d’un produit matriciel :
Projyw (V)]Bew, = (v - wi)[wi]s,,, + -+ (v uk)[ui]s.,,
Vo

= [[wlpe, - [lB] |

V- ug
(Wl V)5
= [[w]s., - [urlB..) :
[uk]5..., [V]Bea
[T ]
= [[wls., W, |1 | Vs
—U [ug]

can

O

Remarque 12.36. La projection est une application de R" dans R", donc la matrice qui la représente
est n x n. C’est bien le cas ici puisque

v vt
~—
nxk kxn
N’

nxn

[proj W]Bcan =
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<&

Exemple 12.37. Considérons la méme projection orthogonale que celle vue plus haut, sur le plan W
engendré par

On sait que la base
B = (W17 W2)

est orthogonale, et on peut la rendre orthonormée en divisant chaque vecteur par sa norme :

o ()
[will” [[w2ll

On peut maintenant utiliser le théoréme pour obtenir la matrice de la projection sur W relativement
a la base canonique :

~— =~
3x2 2x3

rw we | (ap)”

= [l Tl [mzw

(e e (2@ 5/ -1/
_1/\/@ 1/\/6 _2/\/6 1/\/6 1/\/6
4/5 0 —2/5

= o 1 o |,
—2/5 0 1/5

qui est bien la méme que nous avions trouvé plus haut. On peut maintenant utiliser cette matrice
pour projeter n'importe quel vecteur sur W. Par exemple,

1 4/5 0 —2/5\ /1 —2/5
projur [ | =21 ]=1 0o 1 o 2| = -2
3 —2/5 0 1/5 3 1/5

<&

Exemple 12.38. Considérons la projection proj, sur une droite d passant par 1'origine et faisant un
angle de # avec e; :

¢ =0.300...

()
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Cette droite d est un sous-espace de R?, engendrée par le vecteur unitaire

w cos
1= \sing ) -
Par la formule du théoréme ci-dessus, sa matrice relativement a la base canonique est donc donnée
par

= ulu{

= <Z?§ g) (cos 6 sin 0)
- cos? 6 cosfsinf
" \cosfsinf sin 6 ‘

Remarque 12.39. Il est important d’apprécier 'ordre des matrices apparaissant dans la formule
[Projiw]se., = UU"

Le fait que les matrices soient dans cet ordre (“U fois U?”) font de leur produit une application
linéaire non-triviale, qui projette sur 1’espace engendré par les colonnes de U. Car si on multiplie ces
matrices dans I'ordre inverse, on obtient une matrice £ x k£ contenant les produits scalaires

=1 sii—d
wuj=u;-u; = {Hqu sii =17,

0 sinon,
et donc
ul . ul ul . u2 PEEErY ul . uk
T u2 . ul e u2 . uk
U-U =
uk . ul .. uk . uk
Jwif* 0 -+ 0
0 0
0 [Jug 2
=1.

12.7 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Les sections précédentes ont montré tout I’avantage de travailler avec une base orthogonale (ou or-
thonormale) pour un sous-espace W, puisque cela permet par exemple d’accéder directement aux
composantes d'un vecteur relativement a cette base, ou de calculer plus facilement des projections
orthogonales sur .

Mais il se peut que le sous-espace W soit défini des le départ par une base B qui n’est pas orthogonale.
Pour profiter des avantages décrits ci-dessus, il est donc naturel de chercher une autre base de W, 5/,
qui soit elle orthogonale.

Nous allons voir qu'une telle base existe toujours, et nous verrons comment la construire en modifiant
la base de départ, par un algorithme appelé le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
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Informel 12.40. L'idée est de “tordre” un a un les vecteurs de B, de fagon a les rendre progressivement
orthogonaux deux-a-deux, et en garantissant qu'ils engendrent toujours W.

Voyons comment faire sur un exemple tres simple d"une base ne contenant que deux vecteurs.

L'idée, sur un exemple out dim (W) = 2

Considérons le plan de R3, W = Vect{w;, ws}, ou

3 1
W1 = -1 y Wo = 2
2 1

La paire B = (w1, W) est une base de W, mais elle n’est pas orthogonale car
W1 - Wo = 3 7& 0.

Voyons comment modifier B de fagon a la transformer en une autre base pour W, orthogonale cette
fois.

La nouvelle base sera B’ = (v1, va), avec

V1= Wi,

Vo 1= W9 — (YW1 .

Voyons ce qui se passe lorsque « varie :

® a=—0.200...

Informel 12.41. Remarquons que l'on “tord” ws en lui rajoutant un multiple de w, ce qui fait que
vy reste dans le plan W'!

C’est évident sur I’animation ci-dessus, mais écrivons-le explicitement :
Lemme 18. Peu importe la valeur du scalaire o, B' = (v1,v2) est toujours une base de W.

Preuve: (en exercice) O

Il s’agit ensuite de choisir « de facon a ce que B’ soit orthogonale. Or la seule condition a satisfaire
est que
vi-ve =0,
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qui se traduit par
wy - (wo —awp) =0,
et qui implique
W1 - W9
o= —-r
lw1 ]2

Ainsi, awq = WWL qui n’est autre que la projection de wy sur wy (c’est-a-dire sur vq). En résumé,

ona pris B’ = (vq,vz), olt

V1] = W1,

Vg i= Wa — projy, (w2),

qui donne
3 1 5
V1 = -1 s Vo = ﬁ 31
2 8

Maintenant, B’ = (v1, v2) est orthogonale puisque v; - v = 0.

La construction décrite dans ’'exemple ci-dessus n’a rien de particulier a R?, et peut s’utiliser pour
orthogonaliser la base de n'importe quel sous-espace de dimension 2 :

Exemple 12.42. Considérons le plan de R® engendré par

1 0
0 -2
Wi = 1 5 Wo — 0
-1 1
0 1

La base B = (w1, wg) de ce plan n’est pas orthogonale, mais en prenant v; := wy, et

0 1 1/3
-2 |0 —2
Vg i= W3 — Projy, (w2) = | 0 [ — 3 1 |=11/3]1,
1 ~1 2/3
1 0 1
on obtient une base B’ = (v1, vy) orthogonale. o

Cas général

Dans le cas général, considérons un sous-espace W de R3, de dimension k£ < n, muni d’une base (a
priori pas orthogonale)
B: (Wl,...,Wk),

et voyons comment "utiliser pour construire une nouvelle base de W,
/
B = (Vl,...,Vk),

qui soit orthogonale. Cette construction est le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

L'idée est de procéder de maniere inductive, le j-éme vecteur v; de B’ étant construit a partir des j
premiers vecteurs de 3, de fagon a ce que pour tout j = 1, ..., k, deux conditions soient satisfaites :

* {v1,...,v;} est orthogonale (et donc libre),
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* Vect{vy,...,v;} = Vect{wi,...,w;}.
La vérification de ces conditions implique qu’a la fin, lorsque j = k, on a bien construit une famille
{v1,..., v} qui est orthogonale (et donc libre), et qui engendre .

L’exemple précédent a suggéré de commencer par modifier wo en lui soustrayant sa projection sur
wi. Pour les suivants, on peut continuer a soustraire a chaque vecteur sa projection sur l'espace
engendré par les précédents :

V] ‘= Wy,

Vo = W9 — prOjVect{Wl}(WQ) !

V3 1= W3 — pl"OjVect{W1,W2}(W3) ’
V=W — prOjVeCt{le---ij—l}(wj)
Vi = Wk — PIOJVect{wr...... 7Wk71}(wk) '

Remarquons que le procédé nécessite, a I'étape j, de calculer la projection sur le sous-espace Vect{wy, ..

Or, puisque

Vect{w1,...,w;_1} = Vect{vy,...,vj_1},

on a, pour tout j,
prOjVect{wl,...,Wj,l}(wj) = prOjVect{vl,...,ijl}(Wj) .

Maintenant, comme {vy, ..., v;_; } est orthogonale, la formule de la section précédente permet d’écrire
cette derniére projection comme

. N j—1 W vi
prOJVeCt{VL...,Vj,l}(W]) - Z ”V||2 Vi.
i=1 '
Donc on peut écrire le procédé comme suit :
Vi i= W1,
W2 - Vi
V9o 1= W9 — 5 V1
[[vall
2
W3 - V;
V3 = W3 — Z ;
2 v
k—1
Wg - Vj
Vi = W — Z ;
2 v P

Remarque 12.43.  * Une fois le procédé terminé, on peut toujours normaliser les vecteurs de B’
pour en faire une base orthonormée de W' :

B// _ < Vi Vi )
[vall™ 7 vl
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* La convention est que l'algorithme du procédé de Gram-Schmidt se fait en respectant 1’ordre
qui est est fixé dans la base de départ.

o
Exemple 12.44. Considérons, dans R, le sous-espace W défini par
W = Vect{wl, Wo, Wg} s
ou
1 -1 0
we e | 10 we o | 1
1-= 1 ) W 1= O ) 3= _1
0 1 0
Appliquons le procédé de Gram-Schmidt. D’abord, v := w1y, puis
W29 V1
Vg 1= Wa 1
[val?
-1 1 —-1/2
o] _(=nfo]_ 0
1o 2 1| | 12 |
1 0 1
et pour finir
W3 - V] W3 - Vo
V3 1= W3 - 2
v 2 2|2
0 1 —1/2
(1] -11]0 -1/2 0
| 2 |1 3/2 | 1/2
0 0 1
1/3
_ 1
| -1/3
1/3
Remarquons que B’ = (v1, va, v3) est bien orthogonale puisque, par construction,
Vi:-Va=V]-V3=vVy-vy3=0.
o

Dans ce dernier exemple, on aurait pu remarquer dés le début que wy L w3, et donc obtenir une base
orthogonale (v/, v5, v4), en gardant deux vecteurs inchangés, et en ne modifiant que wj :

V/2 = Wg,
Vé = W3,
/ w1 V,2 / w1 'Vé /
Vi =w Vy — V3
V32 Ivil?

Donc en général, il y a plusieurs fagons d’orthogonaliser une base, mais en général, lorsqu’on implé-
mente le procédé de Gram-Schmidt, la convention est de modifier les vecteurs dans I’ordre donné par la
base de départ.
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12.8 La décomposition QR

La décomposition QR est une méthode qui permet de factoriser une matrice, c’est-a-dire de 1'écrire
comme un produit de deux autres matrices particulieres (un peu comme une matrice carrée inversible
peut étre factorisée en un produit de matrices élémentaires).

On le verra, pouvoir écrire une matrice comme un produit de matrices plus simples possédera de
nombreux avantages.

Lorsque les colonnes de A sont indépendantes

Soit A une matrice m x n, que ’on écrit a I’aide de ses colonnes :
A=la;---a,],

ou chaque a; € R™.

Si les colonnes de A sont linéairement indépendantes, elles forment une base de Im(A). Cette base
n’est a priori pas orthogonale, on peut donc lui appliquer le procédé de Gram-Schmidt :

vy = ajp,
az vy
Vo = ag — Vi1
[[va]]?
2
as - V;
i=1 7!
n—1
> e
Vp = ap — v;
Normalisons chacun des v, en définissant
\2! 2
up = —, , U i= —— .
[[vall Vil
Les n relations ci-dessus permettent maintenant d’écrire
a; = [[vifjuyg,
az = (a2 - u)uy + [[veoljuz
2
ag= [ (az-u)u; | + [lvs|us,
i=1
n—1
Ap = Z(an : ui)ui + ”VnHun7
i=1
Cette décomposition des colonnes de A en combinaisons linéaires des vecteurs uy, ..., u, peut s’ex-

primer a l’aide de deux matrices.
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= D’abord, considérons la matrice @, m x n, définie par

Q:: [u1~~-un}.

Les colonnes de cette matrice étant unitaires et orthogonales deux a deux, on a (lire la remarque
de la fin de la section précédente) :

T
= Ensuite, considérons la matrice R, triangulaire supérieure n x n, formée a partir des coefficients
apparaissant dans les combinaisons linéaires ci-dessus :

[vi] ag-u; agz-u; - a, - u
0 lva]  as-us a, - Uy
R :=
: 0 ||Vn71|| Ap - Up—1
0 0 [Vl

En d’autres termes, les coefficients apparaissant dans la k-éme colonne de R sont les coefficients
de la combinaison linéaire donnant ay,.

Par définition, QR = A. Pour le voir explicitement, on peut écrire

R=[r1-r,],

r; = [|vi]le;

ry = (ar - ur)e; + [[valles

n—1

vy =D (ai-we; | + |[vallen.

=1

Ainsi, la k-éme colonne de QR = [Qr; - - - Qr),] est donnée par

ko1
Qri, = Q (D _(a; - w)e; + [|vilex
=1

T
L

(ai - w;)(Qe;) + [[vi]|Qex

Il
i

T
L

(a; - ug)u; + ||vi||ug

@
Il
A

On a donc démontré :
Théoreme 12.45. Soit A une matrice m x n de rang rang(A) = n. Alors il existe

1) une matrice Q (m x n) telle que QT Q = I,, (’est-a-dire dont les colonnes forment une famille orthonor-
male), et

2) une matrice R (n x n) triangulaire supérieure,

telles que
A=QR.

Cette factorisation est une factorisation QR de A.
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% Une décomposition QR n’est pas unique, puisque ’'on peut toujours par exemple changer les
signes des colonnes de (), ce qui change les coefficients de R aussi mais qui ne change pas la
validité de l'identité A = QR.

* A priori, R s’obtient a 1’aide de I’expression ci-dessus, pleine de produits scalaires. Mais on peut
l'obtenir plus simplement. En effet, remarquons que si on multiplie (a gauche) les deux cotés
de “A = QR” par Q7,

QTA=Q"(QR) = (Q"QR=LR=R.

Donc la factorisation QR d’une matrice A dont les colonnes sont linéairement indépendantes peut
s’obtenir comme suit :

1) Appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux colonnes de A = [a; - - - a,], et normaliser les vec-
teurs obtenus, pour obtenir Q) := [u; - - - uy)].

2) Calculer R = QT A.

Exemple 12.46. Calculons une factorisation QR de
11
A=(1 2
0 2

Ici, A = [a; a3], o1 a; et ap sont indépendants, donc le théoreme s’applique. Le procédé de Gram-
Schmidt donne

1 - ~1/2
Vi i=a = 1 N Vo ::a2—2721a1: 1/2
0 HalH 2
On a donc, apres normalisation,
V2/2 —V2/6
Q=|v2/2 V2/6
0 2v2/3
Ensuite,
11
R=Q"4A= v2/2 V22 0 1 2
B T \—V2/6 V2/6 2v2/3 0 2
(V2 3V
N0 3v2/2

Remarquons que cette derniére est bien

vl az'“l)
R—
<0 [vall /)~
Vi
vl

ou u; =

Cas général

La décomposition QR existe méme si les colonnes de la matrice ne sont pas linéairement indépen-
dantes :
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Théoreme 12.47. Soit A une matrice m x n de rang rang(A) = r. Alors il existe

1) une matrice Q (m x r) telle que QT Q = I,. (c’est-a-dire dont les colonnes forment une famille orthonor-
male),

2) une matrice R (r x n) triangulaire supérieure,

telles que
A=QR.

La différence avec le cas précédent est que lorsqu’on calcule ) en appliquant le procédé de Gram-
Schmidt, on tombe sur des colonnes nulles, que 1’on peut éliminer pour ne garder qu'une base ortho-
normale de Col(A). Apres, R s’obtient aussi par R = QT A.
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Chapitre 13

La méthode des moindres carrés

13.1 Introduction

La méthode des moindres carrés (également appelée régression linéaire, linear regression (lien web),
ou least squares en anglais) est une technique qui permet de modéliser des données expérimentales
a l'aide d'un modele linéaire optimal (dans un sens que nous préciserons). Elle est utilisée dans
beaucoup de domaines, et constitue en particulier un des piliers des méthodes de base rencontrées
en machine learning.

De notre point de vue, la méthode des moindres carrés sera une application de l'algebre linéaire a
des problemes d’optimisation.

Avant de la décrire en toute généralité, nous allons la motiver sur un exemple simple, de petite
dimension, qui nous permettra de comprendre 1'idée de base, qui sera ensuite généralisée.

Celcius vs Fahrenheit?

Supposons que 1’on souhaite étudier la relation permettant de convertir les unités de mesure d'une
température, de Celcius (notée 7) en Fahrenheit (notée TF).

On se souvient que cette relation est du type suivant :
(t): TF:aT0+,8,
mais on ne se souvient plus des valeurs de « et 3.

Si on dispose de deux thermometre, un qui mesure en Celcius, I’autre en Fahrenheit, on peut prendre
des mesures et les utiliser pour essayer de retrouver les valeurs des coefficients « et 3. Si ces thermo-
metres permettaient de faire des mesures “parfaites”, il suffirait de faire deux mesures de tempéra-

tures assez différentes, (T(l), TS)) (au milieu du laboratoire par exemple) et (T(Q), T}Q)) (dans le frigo
par exemple), de les injecter dans (),

oT + =Ty

OdTé?) + B _ Té?) ,
et de résoudre ce systeme pour trouver « et 3.

Mais on sait que des mesures empiriques ne sont par définition pas parfaites : un processus de me-
sure de ce genre peut contenir de multiples sources d’erreur : mauvaise calibration des appareils,
minivariations de températures entre les points ot la température est mesurée, imprécisions lors de
la lecture de la température sur les thermometres, etc.

Supposons pour simplifier que 1'on fasse trois mesures. On les reporte dans un tableau :
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2 30
1 52
65 143

Encore une fois, comme nos mesures ne sont pas exactes, il est trés peu probable que les trois points
satisfassent simultanément la relation 7r = aT¢ + 3, pour des coefficients «, 8 bien définis. En
d’autres termes, le systeme

200 + p = 30
1200 + B = 52
65 + B = 147

est incompatible.

Mais on ne doit pas pour autant abandonner la recherche de la vraie relation qui lie ces températures!
Car si des mesures expérimentales ne permettent pas de retrouver exactement une relation théorique,
elles permettent néanmoins de s’en approcher.

D’un point de vue graphique, le probleme rencontré ci-dessus peut s’exprimer comme suit : les trois
paires (T, Tr) mesurées en laboratoire peuvent étre représentées comme des points dans le plan :

J\TF-

® &?

— Te

Si ces points ne sont pas sur une méme droite, ils doivent quand-méme étre proches de la droite
théorique “Tr = oI + 3”. Et on peut donc se poser la question de savoir si il est possible, a partir de
nos trois mesures, de calculer une paire (., 5x) qui donne une droite Tr = a..T¢ + S« qui approxime
au mieux ce nuage de trois points. Comment définir cette droite ?

Pour répondre a cette question, utilisons le langage de 1’algebre linéaire pour formuler précisément
le probléme. On I'a dit, avec nos trois mesures, on est mené au systéme 3 x 2

2 1 30
12 1 (2‘): 52 |,
65 1) X2 \u7
=A - =b

qui est incompatible, et qui le sera en général des que ces trois mesures sont faites en laboratoire.
I1 est utile de formuler géométriquement 1’absence de solution au probleme Ax = b ci-dessus, en
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reprenant la définition de base du produit matriciel :

2 1 30
al2]+8[1] =] 52
65 1 147
—— —_——  N—\—
=:a; =:ap =b

Ce systeme posséderait une solution («, ) si b appartenait a Col(A), c’est-a-dire au plan engendré
par a; et ap. Mais le plus probable est que b ne soit pas dans ce plan :

Cette image suggere que malgré tout, si on ne peut pas trouver de paire telle que la combinaison
linéaire ca; + [as soit exactement égale a b, on pourrait chercher la paire telle que la combinaison
linéaire aa; + Bag soit aussi proche que possible de b, ¢’est a dire la paire («, 5) qui minimise la distance

[(car + Bas) — b]|.

On sait, par les résultats démontrés dans le chapitre précédent, que la combinaison linéaire qui réalise
ce minimum est précisément celle qui est égale a la projection de b sur I'espace engendré par a; et
ap, a savoir Col(A) :

-
b

Pour résumer, au lieu de résoudre le systeme incompatible
(%) : Ax=b,

on cherche le x qui minimise la distance
[Ax = bl|,

et on sait que ce x correspond a la solution de
(*)mc Ax = projco(a(b) -

Ce deuxieme systéme possede toujours une solution x, puisque par définition, la projection projc,i(4)(b) €
Col(A).

Calculons donc la projection de b sur W = Col(A) = Vect{a;, as}.
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Informel 13.1. Attention, les calculs qui suivent sont simples, mais menent a des fractions que 1'on
ne peut pas forcément simplifier. Pas grave, c’est la vie! La plupart du temps, dés qu’on s’attaque a
un probléeme venu d’une situation pratique, il apparait toujours des nombres moins jolis que ceux
qu’on est habitués a trouver dans les séries d’exercices. (Et le plus probable est que 1'on implémente
I'algorithme sur un ordinateur, donc on ne fera pas a la main ces calculs de fractions.)

Comme les colonnes de A ne sont pas orthogonales, on peut d’abord faire (Gram-Schmidst) :

1 o (2 4215/4373
ayp :=ag — proj,, (a2) = [ 1] — a7 12 | = | 3425/4373
1 65 —762/4373

La projection peut maintenant se calculer :

prOjCol(A) (b) = |2a1 + a’ ||2a2

2
10239 122 | 192536 gi;g
4373 \ o ) 30077494 | 70
31.6644 . ..
— | 50.0215...
147.3140. ..

Maintenant, on peut résoudre le systéme Ax = projc,i(a)(b) :

2 1 31.6644 . ..
12 1 <OB‘> — | 50.0215...
65 1 147.3140. ..
On trouve :

o= 1.8357...
B =27.9930...

Donc nos trois mesures, et le raisonnement géométrique menant a projeter sur les colonnes de la
matrice A, nous ont mené a la version suivante de la relation entre degrés Celsius et Fahrenheit :

Tp =1.8357...Tc +27.9930...,

Cette droite est celle qui approxime le mieux nos mesures, au sens des moindre carrés (voir la section
suivante pour 1’explication de cette terminologie).

Pour information, la vraie relation, que I'on trouve par exemple ici (lien web), est la suivante :

9
Tr = Tc+32=18Tc +32.

Avec seulement trois points, notre méthode fournit donc des coefficients dont 1’erreur avec la relation
théorique est d’environ 2% pour «, et 13% pour j.

Informel 13.2. Bien-s{ir, on obtiendrait un bien meilleur résultat en faisant beaucoup plus que trois
mesures! Si on faisait 100 mesures par exemple, ’erreur sur « et 3 serait bien plus petite. Pourtant,
on traiterait le probleme exactement de la méme fagon : avec 100 mesures, on devrait considérer un
systéme incompatible
A x =_b

=~

100x2 €R2  €R100
On projetterait alors b € R!% sur le plan Col(A) C R!%, pour finalement obtenir une droite qui
approxime notre nuage, formé par les 100 points des mesures faites en laboratoire.
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13.2 Méthode générale
Considérons un systeme m x n,

(x): Ax=Db,
que l’on supposera incompatible, ce qui signifie

min |[Ax — bl|| > 0.
xER™

Définition 13.3. On dit que x, € R" est une pseudo-solution de (x), ou solution de (x) au sens des
moindres carrés si

||Ax« — b|| = min ||Ax — b]|.
x€R™

Shématiquement :

Remarque 13.4. A propos de la terminologie “moindres carrés” : Trouver le x qui minimise une
certaine norme revient au méme que de trouver le x qui minimise le carré de cette norme , donc la
recherche d'une pseudo-solution revient a minimiser la fonction

m

x > [[Ax = bl = 3 ((Ax)r — i),
k=1

qui est une somme de carrés. o

Exemple 13.5. (Généralisation du probléme de 'exemple de motivation.) Supposons que 1’on ait un
nuage de points dans le plan, obtenu en prenant des mesures

P={(z1,1), -, (N, yN)},

sensées obéir a une relation affine théorique de la forme

=azx+p0.
Dans ce cas, le systeme N x 2
ar; + B =
ary + B = y
ary + B = yn
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est en général incompatible, et la solution au sens des moindres carrés correspond a minimiser

x = (g) > i((awk +8) — )’

k=1

La paire (v, f+) qui minimise cette fonction fournit donc une droite qui approxime le nuage P, au
sens des moindres carrés :

L 4

Par exemple, avec seulement N = 3 (comme dans I'exemple de motivation) :

D%

Pour une animation semblable, mais fonctionnant avec un nombre arbitraire de points, cliquer ici
(Stats applets) (lien web). ©

L'équation normale

Considérons une pseudo-solution x, :
||Ax, — b|| = min ||Ax — b||.
xeR”
Comme on sait, considérer tous les produits q := Ax possibles, lorsque x varie, revient a considérer

toutes les combinaisons linéaires possibles des colonnes de A, et donc a parcourir tout le sous-espace
Col(A). Donc on peut tout aussi bien écrire

min |[Ax —b||= min |q-Db|.
x€R™ qeCol(A)

Or on a vu que le minimum de cette distance est réalisé lorsque q est la projection de b sur Col(A) :
4« = Projcoi(a)(b)

On peut toujours calculer cette projection, typiquement en extrayant une base de Col(A), et en 1’or-
thogonalisant avec le procédé de Gram-Schmidt. (C’est ce que nous avons fait dans I'exemple de
I'introduction.)
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Mais nous allons voir qu’il est possible de passer outre le calcul explicite de cette projection.

En effet, commengons par rappeler que by = projca)(b) est caractérisé par le fait que b, :=b — b
est orthogonal a Col(A), i.e. bt € Col(A)* :

7

B By = Proj ey ay( B)

ColfA )

Or on a montré (lien web) précédemment que
Col(A)* = ker(AT).
Ainsi, b+ doit satisfaire ATb+ = 0, qui donne
AT(b—bj) =0,

c’est-a-dire
ATp = A"b.

Comme b = Ax,, on a démontré :

Théoréme 13.6. Un vecteur x € R™ est solution de Ax = b au sens des moindres carrés si et seulement si x
est solution de I'équation normale, donnée par

ATAx = ATp.

Exemple 13.7. Considérons 1'exemple de l'introduction, ou le systeme incompatible Ax = b de dé-
part était
2 1 30

12 1 <g> = | 52
65 1 147
Donnons la solution de cette équation sans passer par la projection, en utilisant le théoréme ci-dessus.
On obtient I'équation normale en multipliant des deux cotés par AT, qui donne

2 12 65\ (2 1\ /a 2 12 65\ [V
1111215:111 52 1
65 1 147

4373 79\ ([« _ (10239
(% 5) ()= ()

La solution de ce dernier est donnée par

c’est-a-dire

12626

Q=g 8357
192536
B 6878 7.9930...,
comme nous avions trouvé en utilisant la projection. o
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Informel 13.8. Si A est m x n, AT A est n x n, et donc I'équation normale représente un systéme carré
n x n qui possede toujours une solution.

Dans I'exemple précédent, la solution de 1'équation normale était unique. Mais il peut arriver que
I’équation normale posséde plus d"une solution, ce que 1’on aimerait éviter dans les problémes pra-
tiques. Voyons comment garantir l'unicité de la pseudo-solution :

Théoreme 13.9. Soit A une matrice m x n. Sont équivalents :
1) Pour tout b € R™, la pseudo-solution de Ax = b est unique.
2) Pour tout b € R™, la solution de I'équation normale AT Ax = ATb est unique.
3) AT A (qui est n x n) est inversible.

4) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Ainsi, lorsque la pseudo-solution x, du systeme Ax = b est unique, elle s’exprime explicitement par
x, = (ATA)714Tb.

Pour la preuve des équivalences énoncées dans le théoreme, nous aurons besoin du résultat prélimi-
naire suivant :

Lemme 19. Pour toute matrice A (m x n), Ax = 0 si et seulement si AT Ax = 0.

Preuwe: 11 est évident que si Ax = 0, alors AT Ax = 0.

Inversément, si AT Ax = 0, alors
A2 = (4%)7 (Ax) = x" (A Ax) = 0,
ce qui implique || Ax| = 0, c’est-a-dire Ax = 0. O

Passons maintenant a la preuve du théoreme :
Preuve: 1. < 2. : clair par ce que nous avons montré ci-dessus (un x est pseudo-solution si et seulement si c’est
une solution de I'équation normale).

2. & 3. : On sait qu'un systeme carré Mx = y posséde une unique solution pour tout y si et seulement si M
est inversible.

3. & 4. : En effet, les colonnes de A sont indépendantes si et seulement si l’équation Ax = 0 ne possede que la
solution triviale, et par le lemme ci-dessus, ceci est équivalent a dire que A7 Ax = 0 ne possede que la solution
triviale, qui encore une fois est équivalent a dire que AT A est inversible, qui est 2. O

Exemple 13.10. Le systéme incompatible

1 2 3 1
1 =3 =2 (") |2
o 5 5 ("] 7|3

1 1 o) \P 4

posséde une infinité de pseudo-solutions. En effet, la troisieme colonne de A est égale a la somme
des deux premiéres; par le théoreme, ceci implique que la solution n’est pas unique. On conclut que
le nombre de solutions est infini, par le Théoreme “0, 1, 00” appliqué a AT Ax = ATb. o

Plus tard, nous appliquerons la méthode des moindres carrés pour résoudre d’autres problémes d’op-
timisation, inspirés de I’analyse.
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13.3 Utilisation de la décomposition QR

La décomposition QR intervient dans la recherche des solutions d"un systéme au sens des moindres
carrés.

En effet, considérons un systéeme incompatible
Ax=Db.
Théoreme 13.11. Soit A une matrice m x n quelconque, et soit A = QR une décomposition QR de A. Alors
un vecteur x € R est la solution de Ax = b au sens des moindres carrés si et seulement si il est solution du
systeme
Rx=Q™b.
Remarque 13.12. L'avantage du systéeme Rx = Qb est qu'il est triangulaire. o
Preuve: Supposons d’abord que x est pseudo-solution de Ax = b. On sait que cela signifie que
b — Ax € Col(A)* = Col(Q)* = ker(QT).
Dans la premiere égalité, on a utilisé le fait que les colonnes de (), par définition, engendrent le méme sous-
espace que celles de A.

On a donc
QT(b - Ax) =0,

et comme Q7' A = R, cette derniere implique que x est solution de

Rx=Q™b.
Inversément, supposons que x est solution de ce dernier systeme, que 1’on écrit plutot
QTAx=Q"b.
En multipliant des deux cotés par RT et en utilisant R QT = (QR)” = AT, on obtient
ATAx = ATb,
donc x est solution de I'équation normale. O

Exemple 13.13. Considérons le systeme Ax = b incompatible suivant :
2 1 . 1

2 0 <x1> =|-5

1 1) V7 2

Puisque les colonnes de A sont indépendantes, la solution au sens des moindres carrés est unique, et

on va la calculer en utilisant le théoréme ci-dessus.

Le procédé de Gram-Schmidt appliqué aux colonnes de A, suivi d"une normalisation, donne

2/3 1/3
Q=|2/3 -2/3
1/3 2/3

On a donc
_ara (31 T (2
nega=( ). a ame(P)
Ainsi, Rx = QTb est le systéme triangulaire donné par
3 1 I o —2
0 1 T2 o 5 ’

La solution de ce dernier est z; = —7/3, 2 = 5. On peut bien-stir vérifier que cette solution est la
méme que celle de I’équation normale associée au systéme incompatible initial. o
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Matrices symétriques et orthogonales

14.1 Définitions

Dans ce chapitre, on ne traitera que des matrices carrées.
Définition 14.1. Une matrice A (n x n) est symétrique si A7 = A, ’est-a-dire si
A5 = Qg Vi,j:1,2,...,n.

Donc une matrice symétrique a ses coefficients symétriques par rapport a la diagonale.

Exemple 14.2.  x La matrice identité I,, est symétrique.

1 2 3
* B=12 0 —5| estsymétrique.
3 -5 7
1 0111
002 01
* C=|[1 2 2 0 1| nestpassymétrique.
1 0 0 0 2
1 21 21

&

Avant de commencer 1'étude des propriétés remarquables des matrices symétriques, introduisons
une autre classe de matrices, intimement liées (comme on le verra) aux matrices symétriques :

Définition 14.3. Une matrice A n x n est orthogonale si
ATA=AAT =1,.

De par sa définition, une matrice A orthogonale est inversible, et son inverse est égale a sa transposée :
A7l = AT

Aussi, on sait qu’il suffit quun des conditions (AT A = I,, ou AAT = I,,) soit satisfaite pour garantir

'orthogonalité.

De plus, on a déja vu que si on écrit une matrice carrée a I'aide de ses colonnes, A = [a; - - - a,), alors
on peut interpréter chaque coefficient du produit A7 A comme un produit scalaire :

a;-a; aj - a aj - a,
as - aj as - az as - an,
ATA =
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Ainsi, A est orthogonale (AT A = I,,) si et seulement si
1 sii=j,
a;-aj; = .. .
0 sii#j,

Lemme 20. A = [a; ...a,] est orthogonale si et seulement si ses colonnes sont des vecteurs unitaires (||ay|| =
1 pour tout k = 1,...,n) et orthogonaux deux a deux (a; -a; = 0sii # j).

Autrement dit :

Il y a donc autant de matrices n x n orthogonales qu’il y a de familles orthonormales de n vecteurs

dans R".
1/vV/3 —1/vV2 1/V6

Exemple 144. A = | 1/v/3 1/v/2 1/V/6 | est orthogonale, puisque ses colonnes sont unitaires
—1/V3 0 2/v/6

et orthogonales deux-a-deux. Par conséquent, son inverse est donné par

1/V3 1/V3 —1/V3
At =AT = | —1/v2 1/vV2 0
1/vV/6 1/vV6 2/V6

O

En général, dans le cas n x n, on parle des matrices orthogonales comme des rotations, puisqu’elles
représentent des transformations rigides, qui préservent l'orthogonalité. Nous reviendrons la-dessus.

14.2 Sur les espaces propres d’une matrice symétrique

Commengons par une propriété élémentaire du produit scalaire :
Lemme 21. Soit B une matrice n x n quelconque. Alors pour tous x,y € R,
(Bx) -y =x-(B"y).
En particulier, si B est symétrique, alors
(Bx) -y =x-(By).

Preuve: Par I'interprétation matricielle du produit scalaire,

(Bx)-y = (Bx)"y =x"B"y =x"(B"y) =x- (B"y).

O

Une conséquence immédiate :
Corollaire 7. Soit G une matrice n x n orthogonale. Alors pour tous x,y € R",

« (Gx)- (Gy) =x-¥,

* (|G| = I
Preuve: Supposons que G est orthogonale. Par le lemme précédent,

(Gx)- (Gy) =x-(G"Gy) =x"y.

La deuxieme identité s’obtient en prenanty = x. O
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Remarque 14.5. La deuxiéme propriété montre qu’une application linéaire définie par une matrice
orthogonale est une isométrie, c’est-a-dire qu’elle ne change pas la longueur d'un vecteur (seulement
sa direction). o

Exemple 14.6. Un exemple typique d’isométrie est la rotation d’angle ¢ dans le plan :

6 =1.000... otg(x)

Rappelons que relativement a la base canonique, la matrice de cette rotation est donnée par

ot = (210 S0).

Cette matrice est orthogonale puisque ses colonnes sont unitaires et perpendiculaires entre elles :

ot ot = (500 o) (Sl o)

=1s.
<

On sait que pour une matrice quelconque, des vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes sont indépendants. Pour une matrice symétrique, cette propriété est vérifiée dans un sens plus
fort :

Corollaire 8. Soit A une matrice n x n symétrique. Si vy et vy sont deux vecteurs propres de A associés a des
valeurs propres distinctes, alors vi L va.

Preuve: Si AV1 = A\1Vvy, AVQ = A\aVy, alors

/\1(V1 . Vg) = (/\1V1) * Vo = (AVl) * Vo
=vy - (Ava) = v1 - (Aave) = Aa(vy - va),

qui implique (A1 — A2)(v1 - v2) = 0. Donc si A1 # A2, on a forcément que vy - vy = 0. O

Dans l’exemple suivant, nous vérifierons ce résultat sur un exemple concret, et nous observerons
encore une propriété qui sera énoncée comme un résultat général dans la prochaine section.

Exemple 14.7. Etudions les espaces propres de la matrice symétrique

A

|
|
S
CIECN
RS

202 NumChap: chap-matrices-symetriques, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

14.2. Sur les espaces propres d'une matrice symétrique

On calcule son polyndme caractéristique,

PaN) =det| -2 6-X 2

= det 0 6 — A\ 2

= det 0 6 — A\ 2

[a)
i
|
—_
|
>

=-(\+2)(A—17)%

Donc A posséde deux valeurs propres, A\ = —2 et Ay = 7. Les espaces propres associés se calculent
facilement :
2
* E_9 = Vect{v},ouv=1| 1|,
-2
1 -1
*x E7 = Vect{w,wa},otw; = |0 |, wo= [ 2
1 0

On remarque qu’effectivement, v L wy, et v L wy, et donc n'importe quel vecteur de E_5 est ortho-
gonal a n'importe quel autre vecteur de F;. En d’autres termes :

E_oyt =E;, E;t=FE_,.

(Pourtant, w; et wy ne sont pas orthogonaux entre eux.)

E'Z

Remarquons aussi que
2

> multg(Ay) =1+2=3,
k=1

ce qui implique que A est diagonalisable. En prenant par exemple

20 0 11 —1/2
D=0 7 0|, P=lvwiwy]=1[1/2 0 1 ,
0 0 7 -1 1 0

on obtient la diagonalisation A = PDP~!,

NumChap: chap-matrices-symetriques, Derniere compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net) 203


botafogo.saitis.net

14.3. Théoreme et décomposition spectrale

Mais rappelons que 1’on peut former la matrice de changement de base en choisissant les vecteurs
propres que 'on veut, tant qu’ils forment une base des espaces propres concernés, et que 1’on respecte
I'ordre des valeurs propres dans la matrice diagonale D.

Donc on peut tres bien, si on veut, commencer par orthogonaliser la base de E; avant de mettre en
place P :

Wll =W,
—1/2
WY i= Wy — PIOjy,, (W2) = 2
1/2

Ainsi, une autre diagonalisation de A serait A = QDQ ™!, avec la méme matrice D qu’avant, et

11 —1/2
Q=[vwiwh]=1[1/2 0 2
101 1/2

Cette fois, les colonnes de @) sont orthogonales deux a deux. Or rien ne nous empéche de les normaliser
avant de définir Q :
R [ v o w] W),
’ )

qui donne une troisitme diagonalisation de A : A = RDR™! (avec D la méme matrice qu’avant).
Mais ici, R étant orthogonale, son inverse est R~! = R”, et donc le changement de base devient

A= RDR".
On a donc pu diagonaliser A dans une base orthonormée de R3. o

Nous verrons, dans la section suivante, que ce que nous avons fait sur ce dernier exemple peut se
faire avec n’importe quelle matrice symétrique.

14.3 Théoreme et décomposition spectrale

Le Théoreme Spectral
Un des résultats importants de 1’algébre linéaire :

Théoreme 14.8. (Théoréme spectral) Soit A une matrice n x n. Alors A symétrique si et seulement si elle
peut se diagonaliser i I'aide d"une matrice de changement de base orthogonale.

On dit que les matrices symétriques sont orthogonalement diagonalisables.

Preuve: «< : Supposons que A peut se diagonaliser a ’aide d’une matrice de changement de base G orthogo-
nale: A = GDG". Alors
AT = (GDG")T = (G"TDTGT = GDG™ = A,

donc A est symétrique.

= : Donnons la preuve dans le cas n = 2. Soit A une matrice 2 x 2 symétrique, que 'on écrit comme suit :

A<‘b‘ i)

204: NumChap: chap-matrices-symetriques, Derniére compilation: 2024-08-12 07:19:48+02:00. (Version Web: botafogo.saitis.net)


botafogo.saitis.net

14.3. Théoreme et décomposition spectrale

Montrons que A est toujours diagonalisable, quelles que soient les valeurs de a, b, c € R. Commencons donc
par calculer les valeurs propres, a I’aide du polynome caractéristique :

Pa(\) = det (“bA ch)
=(a—N(c—\) —b?
=A% — (a+ )\ + (ac — b?).

Calculons le discriminant
A= (a+c)? —4(ac—b?) = (a — c)* + 4b*.

Cette derniere ligne montre que 'on a toujours A > 0, et donc toujours au moins une valeur propre. Distin-
guons les cas.

1) A = (a—¢)* + 4b* = 00. Ceci signifie que a = cet b = 0, et donc que A est en fait la matrice

a 0
=)
qui est déja diagonale! On peut évidemment l'écrire comme A = [, AIT.

2) A > 0. Dans ce cas, P4 possede deux racines distinctes

a+c+ VA

>\ =
* 2

Si on considere un vecteur propre quelconque v associé a Ay, et un vecteur propre quelconque v_
associé a A_, on sait par le corollaire de la section précédente que v L v_. Ainsi, la matrice

o[ ]
[Vl (vl

est orthogonale, et permet de diagonaliser A : A = GDGT, ot D = diag(A4, A_).

La preuve du cas général n > 3 est plus compliquée, nous ne la donnons pas ici.

O
Exemple 14.9. La matrice
1 V2 V3 V5 VT VB VII

VIRV S R B R

V3 1 -1 e —e e —e

Vb m* e 0 0 0 0

Viom - 0 1 1 1

VB w2 e 0 1 2 2

Vil ©# —e 0 1 2 3
étant symétrique, le Théoréeme Spectral s’applique : elle est diagonalisable. Il existe une matrice dia-
gonale D et une matrice orthogonale G telles que A = GDG™. o

Décomposition spectrale

Voyons comment le Théoreme Spectral permet de représenter ’application linéaire 7" : R® — R"
associée a une matrice n X n symétrique A4,

x — T(x) := Ax.

En effet, le Théoreme Spectral garantit que A peut étre diagonalisée a I’aide d"une matrice de chan-
gement de base orthogonale :

A=GDG™ ' =GDGT
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Ici, D = diag(A1,...,\,) est formée de valeurs propres de A (pas forcément distinctes), et G est
formée de vecteurs propres associés, formant une base orthonormale (u; - -- u,) de R™:

G = [ul...unL

On peut donc écrire, pour un x € R™ quelconque,

uj x
T(x) = Ax = GDGTx = [up---u,|D|
uT’x
uT'x
= [Alul e )\nun] :
ul’'x

n
= E )\kukugx
k=1

n
= Z)\kukug X.
k=1

On peut donc écrire A comme une combinaison linéaire de matrices :

n
A= Z )\kuku;‘g .
k=1

On sait que chaque uzul est une matrice n x n, et représente le projecteur sur uy, . En effet, puisque
chaque uy, est unitaire,
T X - ug .
U x = (x-ug)ug = Tanl quk = Projy, (x) .
k

On a donc pu récrire 'applications linéaire 7" comme la combinaison linéaire de projecteurs :

n
T = Z AkProjy, -
k=1

Définition 14.10. Les représentations de A et T" a I'aide de projecteurs sur les espaces propres de A
sont appelées décompositions spectrales.

Remarque 14.11. La représentation spectrale dépend bien-stir du choix des vecteurs propres pour la
matrice; elle n’est donc pas unique. o

Une décomposition spectrale fournit une interprétation trés géométrique de comment A agit sur un
vecteur x.

En effet, I'expression

Ax = Z AkPTOjy, (%)
k=1

montre que Ax est une somme vectorielle, dans laquelle chaque terme, \;proj,, (x), a une interpré-
tion tres claire :

1) Projeter x sur uy.
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2) Amplifier cette projection par la valeur propre \j.

L’intérét est que 1’on peut travailler indépendamment pour chaque £ = 1,2, ..., n, puis les sommer.

Voyons comment réaliser concrétement cette décomposition, dans des cas particuliers.

Exemple 14.12. Considérons la matrice symétrique

().

On vérifie facilement que les valeurs propres de A sont Ay = —1, Ay = 3, et que leurs espaces propres
associés sont

* E_1 = Vect{v},ouv = (_11>

* B3 = Vect{w}, ouw = (1)

(On observe a nouveau, comme on sait, que ces espaces sont orthogonaux.) Pour faire la décomposi-
tion spectrale, on a besoin de vecteurs propres unitaires. On peut par exemple prendre

e (Ghe) e e ()

Maintenant, la décomposition spectrale de A est donnée par
2

Ax = Z )\kukugx
k=1

= (=Duju + 3upul

= (_1)proju1 (X) + 3pr0ju2 (X) :

L’interprétation géométrique de la transformation x — Ax devient limpide :

Az

ctrale

u)
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Vérifions encore, pourquoi pas :

(=Dwu] + 3uguj =

o
Exemple 14.13. Considérons la matrice symétrique déja étudiée plus haut :
3 -2 4
A=[-2 6 2
4 2 3
A possede deux valeurs propres, \i = —2 et Ay = 7, et nous avions appliqué le procédé de Gram-
Schmidt pour trouver
1
* E_9 = Vect{v},ouv=|1/2],
-1
1 ~1/2
*x E7 = Vect{w,wa},ouw) = (0], w}, = 2
1 1/2
En normalisant ces vecteurs,
u v u w) W
1= 77 2 us :
vl [[wl Iws |
on a obtenu une matrice de changement de base, orthogonale,
R = [u1 uo 113] s
qui donne A = RDRT.
Donc la décomposition spectrale obtenue est
A= (=2)wpu] + Tugul + Tuzui .
o
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Chapitre 15

La décomposition en valeurs singulieres

15.1 Introduction

“Today, singular value decomposition has spread through many branches of science, in particular
psychology and sociology, climate and atmospheric science, and astronomy. It is also extremely use-
ful in machine learning and in both descriptive and predictive statistics. ”

Peter Mills (lien web)

“Eigenvalues and eigenvectors are restricted to square matrices. But data comes in rectangular ma-
trices. ”

Gilbert Strang (lien web)

Si la diagonalisation a permis de comprendre la nature géométrique de certaines applications li-
néaires, elle exige malheureusement que 'application considérée se préte a cette analyse (qu’elle soit
diagonalisable justement), et surtout : elle ne s’applique qu’a des matrices carrées.

Le résultat

La décomposition en valeurs singulieres (SVD=Singular Value Decomposition) est une méthode tres
générale de factorisation qui donne une nouvelle interprétation géométrique de n’importe quelle
application linéaire 7" : R™ — R™. Elle consiste a factoriser une matrice quelconque A (m x n) en un
produit,

A=UzVT,

N

oll
1) U/ est m x m, orthogonale : vt =vuT =1,
2) Y estm x n, diagonale dans le sens o1 3J;; = 0 si ¢ # j. De plus, ¥;; > 0.
3) V estn x n, orthogonale: VIV = VVT = [,.

On sait d"une part que les matrices orthogonales représentent des isométries, c’est-a-dire des transfor-
mations rigides de I'espace, et doivent étre comprises essentiellement comme des rotations. D’autre
part, une matrice diagonale m x n a pour effet de stretcher certaines directions (avec un changement
de dimension, voir plus bas). Donc la décomposition en valeurs singulieres permet de décomposer
I'application 7' : R™ — R™ définie par T'(x) = Ax en trois parties :

vT by

rotation stretch
R" ( ) R” ( ) R™ R™
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Il est important d’insister sur le fait que la décomposition en valeurs singuliéres ne suppose rien sur
A; elle est toujours possible. En particulier, elle s’applique a des matrices qui ne sont pas forcément
carrées.

Structure

Dans la section suivante, nous établirons rigoureusement la décomposition en valeurs singuliéres.
Pour l'instant, supposons qu'une décomposition

A=UxvT

soit donnée, et voyons ce que cela dit déja sur les matrices U, X et V.

Nommons les colonnesde V, U et X :

U=[u;- uy) u, € R™

Y =lo1-0p] o; € R™

V=1[vi vy v; € R".
Puisque U et V' sont orthogonales, les familles {uy,...,u,;,} C R™ et {vy,...,v,} C R" sont ortho-
gonales.

La matrice ¥ représente une application R” — R™ dont la simplicité rappelle celle des matrices
diagonales carrées. Nous noterons o; les éléments diagonaux de ¥. Notons que sim > n (resp. m < n),
alors certaines lignes (resp. colonnes) de X sont nulles.

Exemple 15.1. Sim = 7 et n = 4, alors les 3 derniéres lignes de X sont nulles :

cp 0 0 O

0 oo 0 O

0 0 o3 O
YX=(0 0 0 o4
0 0 0 O

0 0 0 O

0 0 0 O

Notons Beay et BL,,, les bases canoniques de R* et R :

Bcan = (e17 82, e37 e4) 9
Bl

AN AN AN AN AN AN
can — (81,92,63,64765766,67) .

L’application x — Xx représente des “stretches” pour les 4 vecteurs de Bcan,

Zel = 0'19/1 s 262 = 0’26’2 s 263 = 036,3 y 294 = 0'4821 .

Exemple 15.2. Sim = 3, n = 5, alors les 2 dernieres colonnes de X sont nulles :

cr 0 0 0 O
X=|0 oo 0 0 0
0 0 o3 0 O

Notons Bean et B, les bases canoniques de R® et R? :

Bcan = (81,62763,64765) )

Béan = (ellveéveg) .
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On a des “stretches” pour les 3 premiers vecteurs de Bean,
Eel :alell, 262 2026/2, 263 :Ugeé,

mais les deux derniers sont tous envoyés sur le vecteur nul :

284 = 285 =0.
o
Remarque 15.3. Les relations ci-dessus, “Ye; = o;e}”, rappellent celles du type “Av = Av”. La
grande différence ici est que e; et €’ vivent dans des espaces différents! o

Pour comprendre les relations entre les uy, les v; et la matrice ¥ (toujours en supposant que la dé-
composition A = ULV est déja connue), on multiplie A par sa transposée pour obtenir une matrice
n x n donnée par

ATA = wxvhHT(uxv?)
=vy'vtusv?
=vEe)yvT
On a, dans le terme de droite, trois matrices n x n. Puisque 7% est diagonale, et puisque V7 est
I'inverse de V' (car cette derniéere est orthogonale), on voit que ce produit de trois matrices carrées
représente une diagonalisation de la matrice symétrique AT A. En particulier, les colonnes de V sont

des vecteurs propres orthonormés de A’ A, associés a des valeurs propres qui sont les éléments
diagonaux de 7%, a savoir 07 :

(ATA)vj:sz-vj Vi=1,...,n.
De méme pour AAT : ¢’est une matrice m x m, et
AAT =u(zxhuT,

qui implique que les colonnes de U sont des vecteurs propres orthonormés de AA”, associés a des
valeurs propres qui sont les éléments diagonaux de %7 :

AATuk:a,%uk VeE=1,....m.

Remarquons encore que dans les deux cas, les matrices diagonales 7% et X7 ont des coefficients
diagonaux donnés par les carrés o?.

Cette discussion montre que si une décomposition en valeurs singulieres existe, alors les matrices U
et V se calculent en diagonalisant AA” et AT A. (On verra comment simplifier un peu ce procédé par
la suite.)

Ce qui n’est pas du tout démontré par I'argument ci-dessus, c’est si la décomposition existe effecti-
vement; nous le démontrerons dans la section suivante.

Matrices définies par blocs
Dans ce chapitre, nous définirons et manipulerons des matrices définies par blocs, ce qui signifie
définies comme composées de sous-matrices. On utilisera 'indice “[0” pour indiquer qu'une matrice

est définie par blocs.
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Exemple 15.4. Avec

on peut définir

Les blocs qui composent une matrice par blocs doivent avoir des dimensions compatibles.

Plus généralement, si on possede quatre matrices,
A(mxk), B(mxl), C(hxk), D(hxl),

on peut définir

* la matrice m x (k+1):

[4 By,
* la matrice (m + h) x k:
o
¢ g
* lamatrice (m + h) x (k+1):
¢ b
¢ D |,

15.2 Existence

Dans cette section, on montre que toute matrice posséde une décomposition en valeurs singullieres :

Théoreme 15.5. (Existence d'une SVD) Toute matrice A (m x n) peut s’écrire comme un produit,

A=UxVT,

1) U est m x m, orthogonale : UTU = UUT = I,,,; ses colonnes sont appelées left singular vectors de A.

2) X est m x n, diagonale, les coefficients situés sur sa diagonale sont > 0, et sont appelés les valeurs

singuliéres de A.

3) Vestn x n, orthogonale : VIV = VVT = I, ses colonnes sont appelées right singular vectors de A.

Les matrices A7 A et AAT
Notre point de départ :

Lemme 22. Pour une matrice A (m x n) quelconque,
x AT A (n x n) est symétrique,

x AAT (m x m) est symétrique.
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Preuve: Par les propriétés de la transposée,
(ATA)T = AT(AT)T = AT A,
(AAT)T = (ATYTAT = AAT

O
-1 2
Exemple15.6.SiA= | 2 0], alors
3 5
-1 2
-1 2 3 14 13
(0w
2 0 5 3 5 13 29
et
-1 2 5 -2 7
AAT =12 0 (_21§§>— -2 4 6
3 5 7T 6 34
o

Etant symétriques, le Théoréme Spectral (lien web) garantit que A” A et AA” sont diagonalisables :
* Il existe une matrice orthogonale V' (n x n) et une matrice diagonale D (n x n) telle que
ATA=VvDVT.
* Il existe une matrice orthogonale U (m x m) et une matrice diagonale D’ (m x m) telle que

AAT =UuD'UT.

On sait que les éléments diagonaux de D (resp. D’) sont les valeurs propres de AT A (resp. AAT),
avec éventuellement des répétitions selon les dimensions des espaces propres associés. Or ces valeurs
propres ont des propriétés particulieres :
Lemme 23. Pour toute matrice A,
1) Un scalaire \ # 0 est valeur propre de AT A si et seulement si il est également valeur propre de AAT.
2) Si \ est valeur propre de AT A ou de AAT, alors A > 0.

Preuve: 1. Supposons que A # 0 est valeur propre de AT A. Alors il existe v € R", non-nul, tel que
(ATA)v = \v.
Remarquons que Av # 0 puisque AT Av # 0.
Ensuite, en multipliant les deux cotés de 'identité de dessus par A, on obtient
AAT (Av) = M(Av),

qui signifie que X est aussi valeur propre de AAT, associée au vecteur propre Av € R™ (qui est non-nul comme
on a dit). Le méme argument montre que toute valeur propre non-nulle de AAT est également valeur propre
de AT A.

2. Maintenant avec une valeur propre X de AT 4, et un vecteur propre v # 0, AT Av = \v, on peut écrire
AVIP = Av-v) = v- (Av)
=v- (AT Av)
= (4v) - (Av)
=|Av|* > 0.
Puisque ||v|| > 0, on en déduit que A > 0. O

Les deux lemmes ci-dessus impliquent :
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Corollaire 9. Pour toute matrice A (mxn), il existe au plus min{m, n} valeurs propres non-nulles communes
de ATAet AAT.

Preuve: On sait que AT A est n x n et possede donc au maximum n valeurs propres non-nulles, et AA” est
m X m et possede donc au maximum m valeurs propres non-nulles. Comme ces matrices ont les mémes valeurs
propres non-nulles, le nombre de ces valeurs propres non-nulles est plus petit que n et que m. O

Preuve du théoréme :

(La preuve ci-dessous est tirée de wikipedia (lien web).) Considérons la diagonalisation de A% A :

ATA=VvDVT.
En multipliant & gauche par V7 puis a droite par V,
VI(ATA)V =D.

Par le lemme ci-dessus, toutes les valeurs propres de AT 4, sur la diagonale de D, sont > 0.

Sans perte de généralité, on peut supposer que la valeur propre nulle (éventuellement répétée) ap-
parait en bas de la diagonale :

D:diag()\l,)\Q,...,)\Z,O,...,O),

avec A\; > 0,...,\; > 0. Distinguons ensuite la sous-matrice diagonale de D qui contient les valeurs
propres strictement positives, en écrivant :

ou D, = diag(A1,...,\) estl x [, etles “0” sont des matrices nulles.

A T'ordre fixé par les valeurs propres dans D correspond un ordre des colonnes dans la matrice de
changement de base V' :

V:[Vl VQ}D?

* V) est une matrice n x [ dont les colonnes forment une famille libre de vecteurs propres associés
aux valeurs propres non-nulles Aq, ..., \;.

* V3 est une matrice n x (n — [) dont les colonnes forment une famille libre de vecteurs propres
associés a la valeur propre A = 0.

L’orthonormalité des colonnes de V implique que
Vivi=1, ViVa=1,,
mais la relation VV7T = I,, implique aussi que

V'IT

vt [

}:mﬁ#wﬁﬂ
[}
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Utilisons ces matrices V; et Vz pour récrire la diagonalisation AT A = VDV7, qui est équivalente a
VT(ATA)V = D. Comme

F T
T AT T
iUty = | G| atav v,
—VlT T T
[ VTATAV, viPAT AV,
L vATAvE VEATAY, |0

et comme cette matrice est égale a
o-[% 4],
0 0 g

VvEiATAV, =D, (Ix1)

ceci implique que

et
VL ATAV, =0 ((n—1) x (n—1))

De cette derniere, on tire que (AV2)T (AV2) = 0, qui implique que
AV, =0.

(En effet, on sait que pour toute matrice M, M” M contient tous les produits scalaires possibles entre
les colonnes de M, en particulier, sur sa diagonale, les carrés des normes des colonnes. Si M Tar=o,
cela implique que la norme de chaque colonne de M est nulle, et donc que M est la matrice nulle. )

Définissons maintenant la matrice m x [ :
Uy == AViD; V2,

ou
DY = diag(1/v/ M, .., 1/V/N)

est bien définie puisque Ay > 0 pour tout k = 1,...,, et n’est rien d’autre que l'inverse de
DY? = diag(v/ AL, -+ -, V).
On remarque maintenant que les colonnes de U; forment une famille orthonormale, puisque
UTU, = (AVi Dy V3T Av, D, V?
= DAV AT Avy) D2

_ D;1/2D*D;1/2
=1.

Montrons que Uj, D, et V; fournissent déja une premiere factorisation de A :

e n

" U, le ]):‘ e \/'T i A
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En effet,

U1 DYV = Av, DYDYy T
=1
= AV VL
= A(I, — VL Vi)
=A— (AV)Vy
( _02) 5

=A

Cette premiére factorisation constitue la base de I'argument; il reste maintenant a modifier le produit
Uq Di/ leT, en augmentant les tailles des matrices, de fagon a ce qu’il devienne U v,

On rajoute d’abord a Vi le bloc V¥, ce qui donne

VT
o[
V2T 0

Passons a U. Sil = m, alors on peut prendre U = U;. Mais, sil < m, U; n’est pas carrées : ses colonnes
forment une base orthonormée de Col(U;) C R™, mais pas de R™, on peut donc compléter cette base
en une base de R™, et méme, via un procédé de Gram-Schmidt si nécessaire, la compléter en une base
orthonormée de R". Les m — [ vecteurs rajoutés peuvent étre rangés dans une matrice Us, m x (m —1),
qui permet de définir la matrice m x m orthogonale

U=[Uy Uz],.

Finalement, X (m x n) est construite a partir de Dy (I x 1), en rajoutant des blocs nuls, si nécessaire
(rappelons que [ < min{m,n}):
Y= Di/Q .
0 0
O

N

ol
*x ODestl x (n—1),
* Oest (m—1) x1,
* Oest(m —1) x (n—1).

Remarquons que ceci peut a priori faire apparaitre des valeurs singulieres nulles sur la diagonale de
2.

Montrons que I'on a ce qu’on voulait :

[ 4]
0 n
e ¢ g e e
: iy .
X e D: . 4 v'r
m U U, - . = A
A m-e O ' 0 w-e Vz_-r
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En effet,
D1/2 vT
uvsvt =ty U, ] - { L.
g 0 0 - Vs 0
1/2y,T
O
— UlDi/2V*1T
=A.

Ceci termine la preuve de 'existence d"une SVD.
Quelques remarques au vu de la preuve que 'on vient de donner :

* Les valeurs singuliéres non-nulles de A sont les racines carrées des valeurs propres de A7 A

(et AAT):
05 =/ )‘j .
Les valeurs singulieres nulles sont possibles (elles apparaissent au moment ot on complete

D+/* avec des blocs de zéros), et sont liées au fait que AT A ou AAT peuvent posséder A = 0
comme valeur propre.

% Onl’a dit, les colonnes de V' forment une base orthonormée de R", formée de vecteurs propres
de AT A, etles colonnes de U forment une base orthonormale de R™, formée de vecteurs propres
de AAT.

* La définition du bloc U; = [u; - - - w;] peut aussi s’exprimer comme suit :

U, = AV, D; V2

= [Avy - Av)|D; V/?

= [EAvy--- ﬁAvl] .

On a donc toujours un moyen direct de calculer les | premieres colonnes de Uy :

——Av;, j=1,2,...,1,

uj =
AN

ol v; est la j-éme colonne de V;, correspondant au vecteur propre orthonormé de AT A, associé

a la j-eme valeur propre \; > 0.

*» Comme la décomposition QR, la décomposition en valeurs singulieres existe toujours, mais
n’est pas unique. En effet, le choix des vecteurs propres, dans la construction de V, peut toujours
se faire de multiples facons, menant a autant de SVD différentes.

15.3 Exemples

La preuve de la section précédente a montré clairement quelles sont les étapes menant a une décom-
position singuliere d"une matrice A :

1) Diagonaliser AT A : distinguer ses valeurs propres positives, A\; > 0,...,\; > 0, qui donnent les
valeurs singuliéres de A
o5 =/ i=1,2,...,1.
Les vecteurs propres de AT A donnent V = [Vi,...,Vy], lesn — [ dernieres colonnes étant asso-

ciées a la valeur propre nulle (si besoin est).
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2) En principe, les colonnes de U sont les vecteurs propres de AAT, mais pour faire plus simple,
on peut d’abord calculer les | premieres colonnes de U par

l B
u; = ——Av; i=1,2,...,1
J //\j 70 ) &y s Uy
et ensuite, si nécessaire, déterminer les m — [ derniéres en complétant (uy, ..., u;) en une base
orthonormale (uy,...,u;, vii1,...,Vvy,) (via Gram-Schmidt + normalisation).
3) La matrice ¥ s’obtient a partir des valeurs singuliéres non-nulles o1, ..., 0, en rajoutant les

blocs de zéros nécessaires.

Remarque 15.7. Le calcul des premiers u; peut également se faire comme suit :

1 -
u; = ||Avj||AVj’ ]—1,2,...,l.

En effet, par un calcul que 'on a déja fait,

|Av;|I* = (Avj) - (Av;)

= Vj . (ATAVj)
=i (Av))
= Ajllvll?
= AJ?
et donc [|[Av;| = /). o

Informel 15.8. Remarquons que le travail nécessaire pour diagonaliser AT A et AAT peut étre tres
différent, étant donné que ces matrices sont a priori de tailles différentes!

Exemple 15.9. Calculons la décomposition en valeurs singulieres de
3 1
10v2  10v2

Comme A est 2 x 2, sa décomposition A = ULV sera un produit de trois matrices 2 x 2.

On commence par calculer V, qui on le rappelle est formée de vecteurs propres de A7 A. Or

1 (153 96
T e
AA_100<96 97)’

et on sait (voir exercices) que cette derniere possede deux valeurs propres, \; = 9/4, Ay = 1/4, et que
les espaces propres associés sont

SN (6] SRR ()

qui donne, apres normalisation,

an=ve{(R)} - m v { (05}

- )

On peut donc prendre
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1

qui correspond a une rotation d’angle 6 = arccos(4/5). Ainsi, VT = V! correspond a une rotation

de —0.

Etant connues les valeurs propres de AT 4, les valeurs singuliéres de A sont données par

3 1
V Al 97 02 2 97

X = <3(/)2 1(/)2> ‘

Ensuite, U a pour colonnes des vecteurs propres de AA”, or

()

ce qui donne

qui posséde comme valeurs propres A\; = 9/4 et A2 = 1/4 (comme on sait, les mémes que AT A!). Ses
espaces propres correspondants sont donnés par

()} meme{(1)

ou encore, apres normalisation :

_ 1/v2 B —1/V/2
E9/4—Vect{<1/ﬁ>} E1/4—Vect{<1/ﬂ ,
1 =1
U= (“P e ) ,
V2 V2
Remarquons qu’on aurait aussi pu trouver les colonnes de U en faisant

N I 55 | (4/5) _ (1/V2
= ammss (3 28) ()= ()

On a donc la décomposition en valeurs singulieres de A, qui permet de voir la transformation

On a donc

qui n’est autre qu'une rotation de ¢ = %

pareil pour us.

3/2 0 4/5 3/5
X Ax = < é 1/2) < é/a 4§J>
VTx
SVTx
UxvTx

comme une composition
1) d’une rotation d’angle —f ~ —36.9°, suivie
2) d’un stretch le long des axes de coordonnées (3/2 selon e, 1/2 selon e3), suivi
3) d’'une d’angle ¢ = +45°.
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Aa: VT:c EVT:B UsvTe

ra
()

<o

Remarque 15.10. Wolfram Alpha (lien web) peut donner une décomposition en valeurs singuliéres
de n’importe quelle matrice. Par exemple, pour obtenir la décomposition de

3 0
w=(03),
il suffit d’entrer CODE> singularvaluedecomposition[[3, 0], [4, 5]]<CODE

% WolframAlpha

singular value decomposition [[3,0],[4,5]]

# UPLOAD 34 RANDOM

£ Jfo MATH INPUT EH EXTENDED KEVBOARD 33} EXAMPLES

2 s

nput

5 o 0
singular value decomposition [4 5]
Approximate forms

Result
M=UzV'
M7[3 o]
“la s
1 .3
vio V1o
U:[L ;]
Vi v
27[3\/? 0]
0o s
1 _1
Vo2
VZ[L L]
N

Exemple 15.11. Calculons la décomposition en valeurs singulieres de
11
A=11 1
0 0
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On commence par
v (22
ATA = <2 2> :

qui possede deux valeurs propres, \; = 4 et Ao = 0. Ainsi, A posséde une seule valeur singuliere
non-nulle : 01 = v/A; = 2. On trouve un vecteur propre unitaire pour chaque valeur propre, par

exemple :
we () (308
v=(in )

Pour calculer U, on peut soit passer par 1'étude de AAT, ou alors commencer par obtenir une de ses

colonnes en prenant
1/v2
(%) = [vva
0

qui donne déja

1/V2

On doit maintenant trouver deux colonnes u et us, de facon a ce que U = [u; uy u3] soit orthogonale.
On peut par exemple prendre

1/v2 0
w=|-1/v2|, uz= |0
0 1

Il reste a produire X. Puisque A n’a qu'une seule valeur singuliére non-nulle, et que X doit étre 3 x 2,
on rajoute des blocs appropriés :

2
YX=10 0

00
On a donc une SVD pour A :

11
A=1[1 1

0 0

1/vV2 1/vV2 0\ /2 (1/\@ _1/\/§>T

=(1/v2 —-1/v2 0] |0 0
0 0 1/ \0 0 vz V2

Exemple 15.12. Etudions la SVD de

3 11
A‘<—1 3 1)’

pour laquelle on aura U (2 x 2), ¥ (2 x 3), V (3 x 3). Commengons par

10 0 2
ATA=10 10 4|,
2 4 2

qui a pour polynome caractéristique

Pyra(A) = —A(\ — 10)(A — 12).
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On a donc les valeurs propres, en ordre décroissant, \; = 12, Ay = 10, A3 = 0. On a donc deux valeurs
singuliéres strictement positives, o1 = V12 = 2V/3, 09 = V10.

Les espaces propres sont :

Epo = ker(ATA —12I3) = Vect < [ 2] 7 ,

E10 = ker(A A— 10[3 = Vect

Eo = ker(AT A) = ker(A) = Vect { ( ) }

On peut donc normaliser et obtenir

1/vV6 —2/vV5 —1/v/30
V = [vivyvs] (2/\/6 1/V5 2/\/%)
1/V/6 0 5/V/30

La matrice U = [u; uyp] s’obtient par

i
wedme g (3 D (34) - ()
g4 ) () - G

Finalement, les deux valeurs singulieres positives permettent d’écrire

s (30 0

On a donc une SVD pour A :

=% )

V6 —2/v/5 —1/v/30\ "
(V2 =12\ [(2vV3 0 Y/
-(vs wvs) (0 )(% EAR ﬁ”3‘°50>

15.4 Rang et représentation

Soit A une matrice m x n dont une décomposition en valeurs singulieres est donnée :

A=UxvT.
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Comme nous avons fait avec la décomposition spectrale, nous allons profiter de la SVD pour écrire
A comme une combinaison linéaire de matrices plus simples.

Pour commencer, remarquons que l'on peut toujours imposer, dans une SVD, que les valeurs singu-
lieres apparaissent sur la diagonale de X en ordre décroissant :

o1 =201 2> ...
En nommant les colonnes de U et de V' :
U:[u1-~~um], V:[Vl---vn].
Définissons alors 1'indice de la plus petite valeur singuliere strictement positive,
r:=max{l <k <!l: 0 > 0}.

et procédons comme on 1'a fait pour la décomposition spectrale en écrivant, pour tout x € R”,

vlTx
Ax =USVTx = [u; -+ u,y, |8
vgx
vIx
= [alul'--arurO- O] :
vix

On a donc pu écrire A comme une somme :

T
A= Z akukvf 5
k=1

On retrouve bien, pour tout j,

Remarquons qu’a l'inverse de la décomposition spectrale, une matrice u,vy ne représente pas une
projection puisqu’elle transforme un vecteur de R™ en un vecteur de R™. Son seul point commun
avec une projection est que

rang(u,vy) = 1.

SVD fournit donc une représentation d"une matrice comme une somme de matrices de rang égal a 1.
Aussi, comme on n’a gardé que les valeurs singulieres o, > 0, et comme les u; sont indépendants,
on a montré :

Théoreme 15.13. Le rang de A est égal au nombre de valeurs singulieres non-nulles.
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Approximation optimale par une matrice de rang fixé

Définissons, pour tout k < 7,
k
— T
A(k}) = ZO’jllej .
j=1

Alors A(k) est la matrice de rang k qui approxime le mieux A, dans le sens suivant (c’est le Théoreme
d’Eckart-Young) :

Théoreme 15.14. Soit A (m x n) de rang I < n. Pour tout 1 < k < I, A(k) est la matrice de rang k qui
approxime le mieux A :
min [[A = Bf| = A = A(k)]|,

oil le minimum est pris sur toutes les matrices m x n de rang au plus égal a k.

Preuve: O

15.5 FElongations et ellipsoides

Dans cette section nous utiliserons SVD pour répondre a deux questions géométrique naturelles a
propos d’une application linéaire 7" : R™ — R"" définie par une matrice A, T'(x) = Ax:

1) Comment se transforme la sphere unité, définie par

S ={xeR": x| =1}
={xeR": 23 +.. . +22 =1},

sous l'action de 7'? (En d = 2, S est le cercle de rayon 1 centré a 1’origine.)

2) Parmi les vecteurs x situés sur cette sphere, quels sont ceux qui subissent une élongation maxi-
male/minimale, a savoir ceux pour lesquels || Ax|| est maximal/minimal?

Ces deux questions pourront étre étudiées simultanément.

Exemple 15.15. Sur I'animation suivante, on observe que l'application linéaire 7' : R? — R? donnée
transforme le cercle S en ellipse. Les axes de cette ellipse doivent donner les directions d’élongation
maximale (grand axe) et minimale (petit axe) :
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cercle unité

trace

[

o

Soit A = USVT une décomposition en valeurs singulieres de A, dans laquelle on suppose, comme
précédemment, que les valeurs singuliéres sur la diagonale de X sont arrangées en ordre décroissant :

o1 =209 2> ...

On rappelle qu’avec cet ordre, o = /Aj, ot \; > 0 est la j-eme plus grande valeur propre de AT A.

Proposition 16. L’élongation maximale d'un vecteur sur la sphere unité est donnée par

Ax| = =0;.
1}1{12;(“ x| max oy = 0

L’élongation minimale d’un vecteur sur la sphere unité est donnée par 0 si ker(A) # {0}, et sinon par

min ||Ax|| = min oy, .
x€S k

De plus,

x le maximum est réalisé lorsque x est un vecteur propre unitaire de AT A associé a la plus grande valeur
propre de AT A (en I'occurence \y).

x le minimum est réalisé lorsque x est un vecteur propre unitaire de A™ A associé a la plus petite valeur
propre de AT A.

Nous utiliserons I'entier r = rang(A), qui implique comme on sait que
or>0,0,41=0.
Preuve: Par I'orthogonalité de U (qui implique ||Uz|| = ||z|| pour tout z € R™), on peut écrire

|Ax|| = UV x| = |2V x| Vx € R™.
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On a donc
max || Ax|| = max |2V x|
xeS x€S
= by
max 1=yl

Zmax\/afyf+~--+03y3~
yES

Dans la deuxieme égalité, on a effectué le changement de variable y := VTx (I'orthogonalité de VT implique

que cette transformation est bijective, et que la condition |x|| = 1 est préservée puisque |V Ix|| = ||x]]).
Ensuite, remarquons que siy € S, alors

oty + - otyr <oyl 4o+ otyp

=oi(yi + +yl)
< oillyl?

_ 2
=o07.

Ensuite, soit z € R™ le vecteur qui a toutes ses composantes nulles sauf la premiere, qui vaut 1. Alors z € S, et
donc

max(ofy} + -+ o7y7) > (0121 + -+ 072])
y
= of|lz||”

e

Ceci montre que maxxes ||Ax|| = 01. Ensuite, on a déja fait plusieurs fois ce calcul : si v; est le vecteur propre
unitaire de AT A associé a \;, alors

[Avy[* = (Av1) - (Avy)
=V (ATAvl)

=vi-(Avy)

ce qui montre que
max | Ax|| =01 = VA1 = ||Avy]| .
x€S

Pour I'élongation minimale, le cas oit ker(A) # {0} est immédiat puisque dans ce cas il existe x, € S tel que
Ax, = 0Dans le cas contraire, on commence de la méme facon, en utilisant SVD pour écrire

. A _ . \/ 2 9 2 2: . )
min [| Ax|| = min \/o7yf + - + o7y = minoy

Exemple 15.16. On a déja rencontré la matrice

3 1
_ | 2vy2 22
A=22 2P),

10v/2  10v2

qui posséde comme valeurs singulieres o1 = 3 et oy = 3. Par le théoréme ci-dessus, les vecteur du
cercle unité qui subissent I’élongation maximale (d’amplitude 2) sous l'action de 4 sont

e (1)
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dont I'image est
- U3 (1/V2
:|:AV1 = :|:01u1 = :‘:5 (1/\/5) I

et les vecteur du cercle unité qui subissent 1’élongation minimale (d’amplitude 3) sous 'action de A
sont
_ -3/5
s ()

dont I'image est

1
:|:AV2 = :|:0'2112 = :|:§ (

o)

cercle unité

trace

v1

v
grands axes
petits axes
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Chapitre 16

Espaces Euclidiens

16.1 Définition et exemples

Les chapitres précédents ont montré a quel point l'introduction d'un produit scalaire sur R" s’est avé-
rée utile, tant du point de vue du traitement des notions de base de l’algebre linéaire (bases orthogo-
nales, orthonormeées, etc) que des applications (calcul de projection, approximation, moindres carrés,
SVD, etc.).

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion de produit scalaire sur un espace vectoriel quel-
conque. Ceci permettra de définir la notion de perpendicularité dans un cadre tres général, et d"utili-
ser une approche semblable a celle des derniers chapitres pour la résolution de nombreux problémes
d’approximation.

Définition 16.1. Soit V' un espace vectoriel. On appelle produit scalaire une application qui a toute
paire de vecteurs u, v € V associe un réel noté (u|v) € R, satisfaisant aux propriétés suivantes :

1) (ulv) = (v|u) pour tous u,v € V.

2) Pour tout v € V, I’application u — (u|v) est linéaire.

3) Pour tout u € V, l'application v — (u|v) est linéaire.

4) (u|u) > 0 pour tout u € V, et (u|u) = 0 si et seulement si v = 0.
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est un espace pré-Hilbertien. Un espace pré-
Hilbertien de dimension finie est un espace Euclidien.
Exemple 16.2. L'espace R”, muni du produit scalaire

(ulv) :=u-v=uv + -+ uyvy,,

est notre premier exemple d’espace Euclidien. o

Exemple 16.3. Sur 'espace vectoriel des matrices M,,»,,(R), on peut vérifier que

(A|B) = Zzaijbij
=1 j=1

définit un produit scalaire. En effet, la symétrie et la bilinéarité sont clairement satisfaites, et

m n
A =303 >0,
i=1 j=1
et cette somme de carrés est nulle si et seulement chacun des carrés a?j = 0, c'est-a-dire a;; = 0, et
donc A = 0 (la matrice nulle). o
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Si V est muni d'un produit scalaire (-|-), on peut maintenant définir
* une norme,
[0l == v/ (v]v),
ce qui permet ensuite de parler de la distance entre deux vecteurs u, v € V, définie par ||u — v||.

* la notion d’orthogonalité : deux vecteurs u, v € V sont orthogonaux, noté v L v, si
(ulv) =0.
* pour un sous-espace vectoriel W C V, le complément orthogonal dans V" est

L={weV:vlLuwweW}.
Structure Euclidienne sur les espaces de fonctions

Considérons 'espace vectoriel de toutes les fonctions continues sur un intervalle fermé et borné,
f :la,b] = R, noté C([a, b]).

Notons (voir le cours d”Analyse 1) que les fonctions continues sont intégrables. Doncsi f, g € C([a, b]),
leur produit étant aussi une fonction continue, on peut définir le nombre

b
(flg) = / F(t)g(t) dt

Lemme 24. Cette expression définit un produit scalaire sur C([a, b)).

Preuve: D’abord,
b b
(o) = [ f0gerdt= [ g0t = (sl1).
Ensuite, si on fixe g, alors pour tous fi, fo € C([a,b]), A1, 2 € R, les propriétés de linéarité de l'intégrale

impliquent

b
(ALfi + A2 falg) = / (Afr(t) + Ao fa(t))g(t) dt

b b
-\ / F1(t)g(t) dt + g / f2(t)g(t) dt

= M (f1]g9) + A2(f2lg) -

En utilisant la symétrie (premiere propriété), et la propriété précédente,

(fIA191 + A2g2) = (M1g1 + A2g2 | f)
=M(g1]f) + Xa(g2]f)
=M(flg1) +Aa(flg2).

Puisque l'intégrale d"une fonction non-négative est non-négative,

(f1f) = / f(

De plus, l'intégrale de f(t)? est nulle si et seulement si f(t) = 0 pour tout ¢ € [a,b] (voir cours d’analyse), ce
qui implique que f est la fonction identiquement nulle : f = 0. O

Ainsi, muni de ce produit scalaire, C([a, b]) est un espace pré-Hilbertien (mais pas Euclidien puisque
C(a, b)) est de dimension infinie). En particulier :
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* Lanorme de f € C([a, b]) se calcule avec

b
1] = /juvﬁ.

* La distance entre f, g € C([a,b]) est donnée par

b
|V—gw:¢/|ﬂw—gmww.

Intuitivement, deux fonctions f, g continues sur [a, b] sont proches, au sens de ||- ||, si l’aire géométrique
qui sépare leurs graphes est petite :

(Malgré tout, ce n’est pas exactement cette aire qui apparait puisqu’on integre le carré | f(t) — g(t)|?.)

L’interprétation du produit scalaire, par contre, est moins évidente.

Exemple 16.4. Sur C([0, 7]), considérons les fonctions f(t) := t et g(¢) := sin(¢), et calculons leur
produit scalaire en utilisant une intégration par parties :

(o) = [ esint)ar
=t(— COS(t))‘O —i—/o cos(t)dt = .
Ensuite, si h(t) = cos(t), alors
(glh) = /0 sin(t) cos(t) dt
L [" .
= 2/0 sin(2t) dt

= 1 (~cos(20)|| =0,

donc g L h. o
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16.2 Projections et applications

Passons a I'utilisation du produit scalaire pour introduire des projections.

Pour commencer, la projection orthogonale d'un v € V sur un w € V est définie par

projy, (v) :=

Exemple 16.5.Si f,g € C(]0,7]) sont définies comme dans l'exemple précédent, f(t) = ¢, g(t) =
sin(t), on peut calculer

(fl9)
(9l9)
donc proj,(f) est la fonction proj,(f)(t) = 2sin(t).

. Y
projy(f) = =z9=29,
2

Ou encore,

. T 3
projs(g) = f=m9=23f
El

donc proj,(f)(t) = 3t o

T2

Nous pouvons ensuite définir la projection orthogonale d’un vecteur v € V sur un sous-espace

W C V (qu’on supposera de dimension finie) comme étant 'unique élément v € W qui réalise le
minimum

v — )|l = min |Jv —w]|.
weW

On note cette projection
v = projy (v).

Si B = (wi,...,wy) est une base orthogonale de I, la projection s’obtient comme dans le cas de R" :
k (v|w;)
\viws5)
projyy (v
; (w; \wj

Si la base de W n’est pas orthogonale, on pourra 1’orthogonaliser a 1’aide du procédé de Gram-
Schmidt.

L’intérét d"une projection est qu’elle fournit, comme on sait, la meilleurs approximation d"un vecteur
v ¢ W par un élément de W, au sens des moindres carrés.
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16.2. Projections et applications

Exemple 16.6. Considérons, dans C([0, 7]), le sous-espace P, des polyndmes de degré au plus égal a 2.
Choisissons f € C([0, 7]), par exemple f(t) = sin(t), et cherchons 'élément de p € Py qui approxime
le mieux f, au sens des moindres carrés. Pour ce faire, nous allons projeter f sur P», pour trouver

p(t) = projp, (f)(t) = Ao + Mt + Xot?.

£ = sinus

"B meseessaass

Remarquons pour commencer que dans Py, la base canonique Bcan

= (e, €1, e2) n'est pas orthogo-
nale, puisque

™ 2
(60‘61)—/ 1‘tdt:%7é0
0
™ 3
@ﬁg:é1#&:§¢o

4

(el\eg):/ tt2dt=""+£0.
A 4

Appliquons le procédé de Gram-Schmidt pour produire une base orthogonale B = (e, €], €5). On
prend e, = eq, €] = e; — proj,, (e1), qui donne

er(t)y=t— (€1|€0)1: - — :t_za
(eoleo) ™ 2
puis
, .
€9 = €2 — prOJVect{eo,q}(e?)
= €2 — PrOjvect e, ¢ } (€2)
(el (ealeh),,
(egleg) = (ehler)
qui donne
by (Colet) | (eale)
(eple)  (efle)™ 2
:t2_ﬂ _7r4/12( _
T /12 2
2
e
=t —mt+—
BRG
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16.2. Projections et applications

On sait maintenant que

qui donne la projection :

=14+ —=(t— =)+ —(t* — it 6
p) =21+ St =)+ =5 g (A T/6)
_ —4+ 7?3 2 —4+72/3

t2—qt) + =
T R R y Ty

= —0.0504 + 1.3122 ...t — 0.4176 ... >

p(t) = Ao + At + Agt?

0
° Ao = —0.05047 . ..
° A = 1.15769. ..
° Ao = —0.41770. &
proj

[ |
LJd

Remarque 16.7. Dans cet exemple, on a approximé la fonction sin(¢), sur [0, 7], al’aide d"un polynome
de degré 2, au sens des moindres carrés : le polynome p(t) trouvé est celui qui minimise 1'intégrale

[ fsinte) — pto)
0

Cette méthode est globale et tres différente de la méthode du développement limité (lien web) de
I'analyse, qui est plus locale puisqu’elle a pour but de fournir une approximation précise d"une fonc-
tion au voisinage d"un point. o
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