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Introducao

Este minicurso tem como objetivo estudar trés fendmenos bem conhecidos:

1. a difusdo de um gdas, de um container cheio para um container vazio;
2. o movimento erratico de uma particula de pélen suspensa em um liquido;

3. a dindmica do niimero de individuos vivos numa populagao.

Cada um desses fendmenos apresenta, por um lado, um comportamento
microscopico complexo e, por outro lado, um comportamento macroscépico simples,
deterministico. A complexidade sendo grande demais para ser estudada exatamente
com ferramentas classicas da mecénica (i.e. o calculo diferencial), as leis cldssicas da
dindmica microscépica serdo trocadas por dindmicas estocdsticas.

Assim encontraremos, por exemplo, desde a primeira aula, o conceito chave de
cadeia de Markov, central na Teoria da Probabilidade. Os modelos introduzidos neste
minicurso foram de grande importancia no desenvolvimento da mecanica estatistica
e da teoria da probabilidade no século 20 e continuam a ser usados por boa parte dos
pesquisadores contemporaneos.

As ferramentas matemadticas necessdrias serdo apresentadas ao longo do curso.
Somente serd suposto que o leitor tenha noc¢des (de célculo e) de combinatéria e
probabilidade elementar. O fim do texto contém um apéndice com alguns lembretes,
que o leitor poderd usar, se for necessdrio. O fim de cada capitulo contém algumas
referéncias bibliograficas e sugestdes de leitura.

O simbolo “:=" sera usado para definir um objeto. Por exemplo,
c:=min{n >4 :néprimo}
significa que c é definido como o menor inteiro primo maior do que 4.
Para comparar sequéncias, usaremos as seguintes notagoes:

an

a, ~ b, &
n n bn

— 1 quandon — 0.

a, ~ b, & existemc_,cq4 > 0tais quec— < a,/b, < cy

Escreveremos também A ~ B informalmente, para indicar que A e B sdo da mesma
ordem de grandeza, por exemplo 278 ~ 0.004, 998 ~ 1000.






Capitulo 1
O gas de Ehrenfest

Ao abrir um frasco, um gds vaza e se espalha pelo quarto. Qual é a probabilidade
das moléculas que compdem o gds voltarem, de repente, para o frasco?

1.1 Introducao

Considere um sistema formado por dois containers, A e B. Estudaremos um gas,
formado por particulas monoatdmicas identicas que podem passar de um container
para o outro por meio de uma pequena abertura.

Suporemos que a quantidade de gas é fixa (nem aumenta, nem diminui).
Suporemos também que ndo ha interagdes com o exterior e que, inicialmente, o gés
estd contido em A, com B vazio. Em termos de pressdo: p4 > 0, pp ~ 0.

Deixemos o sistema evoluir, regido pelas leis da mecéanica e da termodinamica.
Sabemos, pela nossa experiéncia, que o gds vaza para o container B e que ele atinge,
depois de um certo tempo, um estado de equilibrio macroscépico, em que as duas
metades tem pressdes iguais. Na Figura 1.1 se encontram trés imagens de simulagdes !
deste sistema.

Essa experiéncia levanta algumas perguntas:

e O que é exatamente um estado de equilibrio? Por um lado, do ponto de vista
macroscdpico, o equilibrio é atingido quando as pressdes dos dois containers sao
iguais: pa =~ pp.

Por outro lado, microscopicamente, o ntimero total de particulas contido nos
containers, denotado por N, é fixo, grande, da ordem do niimero de Avogadro:

N ~ 10%.

O estado inicial descrito acima é tal que Ny ~ N e Np ~ 0 e o equilibrio
corresponde a Ny ~ N/2, Ng ~ N/2. Mesmo se o nimero de particulas em
cada container se apxoxima dos valores Ny >~ N/2, Ng >~ N/2, a diferenca
Ny — Np nio converge para zero, mas flutua em torno de zero.

ITodas as simulacdes descritas neste curso (algumas reproduzidas durante as aulas) foram feitas
usando o programa Algodoo. De uso muito simples, ele ndo requer o conhecimento de nenhuma
linguagem de programacdo. Ele se encontra na internet, também na sua versao anterior chamada Phun.
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Figura 1.1: Simulagdo de um gas com N = 64 particulas. (1) No tempo
inicial, com N4 = 64, Npg = 0. (2) Alguns instantes depois do tempo
inicial. (3) Depois de um tempo longo, em equilibrio termodinamico, com

pa = PB-
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Logo, vemos que a nogdo de equilibrio depende da escala na qual o sistema
é considerado. Na escala macroscopica, as quantidades que descrevem o géas
(pressao, temperatura, etc.) ndo mudam. Na escala microscopica, hé flutuagoes
das grandezas (por exemplo N4 — Np), de natureza aparentemente aleatoria.

e Suponhamos que o sistema esteja em equilibrio. J& que o nimero de particulas
é finito, é possivel, mas muito improvével, que em algum instante muito remoto
no tempo, cada particula tenha retornado ao seu container inicial. Qual é a
probabilidade disso acontecer? E se acontecer, acontecerd depois de quanto
tempo?

Essa questdo foi um dos principais dilemas dos fisicos do inicio do século 20, pela
seguinte razdo. Por um lado, quando o gés atingiu o seu estado de equilibrio, a
Segunda Lei da termodinamica diz que ele ndo pode voltar ao seu estado inicial.
Por outro lado, as leis da mecanica cléssica sdo reversiveis com respeito ao tempo: se
todas as velocidades das particulas do gas sdo invertidas, v — —v, entdo o gas
deve voltar ao seu estado inicial, o que seria uma contradi¢do com a Segunda Lei.

Os problemas levantados nessa discussdo sao cldssicos na drea chamada mecinica
estatistica, cujo objetivo é explicar o comportamento macroscopico a partir das leis
microscdpicas. Sem querer apresentar os fundamentos dessa teoria, introduziremos
um modelo simples de evolugio estocdstica que permitird responder a algumas das
perguntas acima.

Antes de comegar, vejamos porque esse tipo de problema ndo deve ser estudado
com métodos cléssicos, isto é, usando as leis da mecanica. Suponha que existam
exatamente 10?% particulas. Uma descricio cldssica requer um conhecimento exato da
posicdo e da velocidade de cada particula. A i-ésima particula é determinada pela sua
posicdo ¥' € R3 e a sua velocidade 7 € R3. Se @ denotar a sua aceleracgéo e F' a soma
das forgas da interagdo entre i e as outras 10?®> — 1 particulas, a equagdo de Newton
para a particula i (de massa 1) se escreve F! = mi'. Isto é, para uma condico inicial
dada, a evolugéo das posicdes ¥' = ¥!(t) é solucdo do sistema

! = ma'
[? = mi?
1023 1023
7102 _ =210

023 023

Assim, seria necessario resolver um sistema nao linear de 3 - 1
incognitas...

equacoes, com 3 -1

1.2 O modelo

Definimos agora um modelo simples, mas complexo o suficiente para apresentar
um comportamento interessante (em particular, fornecer uma explicagdo para o
problema da irreversibilidade). Para comegar suporemos que:

e 0 sistema contém um numero N, fixo, de particulas indistinguiveis;
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e nem as posi¢des, nem as velocidades exatas de cada particula dentro de cada
container importam. O que interessa é o niimero de particulas em cada container;

e olharemos o sistema somente nos instantes discretos t = {0,1,2,3,...}. Como
esses tempos sao inteiros, usaremos a letra n em vez de t.

Como o numero total de particulas é fixo, o nimero de particulas numa caixa se
deduz imediatamente a partir do outro. Logo, o estado do sistema serd determinado pela
varidvel

X, := ntmero de particulas no container B no instante .

Como o container B pode conter zero, uma, duas, etc. até no méximo N particulas,
temos X, € Sy, em que
Sy :={0,1,2,...,N}

é o espaco dos estados. Observe que o indice “n” em X, é um pardmetro que descreve
a variavel “tempo”, enquanto N é o ntiimero de particulas no sistema, que é fixo.
Suporemos que no tempo n = 0, a condigdo inicial a dada por

Xo=0,

o que significa que todas as particulas estdo no container A e que o container B esté
vazio. Em seguida, é preciso introduzir uma dindmica para a evolucao do sistema, isto
é dar regras para determinar a evolu¢do do namero de particulas no container B em
funcdo do tempo,

X0, X1,X2,X3,. ..

Suporemos que a cada instante, uma particula (e uma sé) passa de um container para o
outro. Em termos da varidvel X,,, isso significa que X,,;+1 = X, £1. Assim, o ntimero X
pode ser interpretado como a posi¢do de uma particula virtual, que evolui no conjunto
Sy, pulando de um ponto para um dos seus vizinhos (ver Figura (1.2)).

0 1 2 3 k=L k ki1 N-2 N-1 N
‘ ‘ ...- .. .—O—..-. ..-.—‘—.

Figura 1.2: A evolugdo do gas de N particulas se reduz ao estudo de uma
unica particula virtual, cujo espago de estados Sy = {0,1,2,...,N}. Se
a imagem representa o estado do sistema no tempo 7, isso significa que
X, = k: tem k particulas no container Be N — kno A. No tempon +1, a
particula virtual estard ou em k — 1 (uma particula passou de B para A),
ouem k + 1 (uma particula passou de A para B).

Para ndo ter que olhar de muito perto os detalhes microscépicos das particulas
perto da abertura, adotaremos um ponto de vista probabilistico, determinando X,,;1 a
partir de X,;, com uma certa probabilidade. Suporemos entdo que todas as particulas de
um mesmo container tem a mesma probabilidade de passar pela abertura.

Comecemos com o primeiro estado imediatamente apds a condigdo inicial Xy = 0,
isto é X;. Pelas regras que foram impostas acima, a tinica coisa que pode acontecer
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entren = 0en = 1 é de uma das N particulas do container A passar para o container
B. Isto é: X; = 1. Esse primeiro passo na evolucdo serd representado como

PO—1)=1,

o que significa que quando Np = 0, entdo uma particula passa de A para B, com
probabilidade 1.

Suponha que a particula virtual se encontre em k no tempo n: X, = k. No
tempo n 4+ 1 ela se encontrard ou em k —1 ou em k + 1. Agora definiremos as
probabilidades P(k — k —1), P(k — k+1). Pela nossa hipétese, as particulas do
gds sdo indistinguiveis e equivalentes com respeito a mudanca de container. Assim,
a particula que muda de container pode simplesmente ser escolhida aleatoriamente
entre as N particulas do sistema. Como a probabilidade de escolher uma particula que
estiem Bék/N,

k
Plk—k—1)= N
e como a probabilidade de escolher uma particula que estd em A é (N —k)/N,
N —k
Plk—=k+1)= N

Lembramos também os dois casos particulares k = 0 e k = N, em que
PO—1) =1, PIN->N-1)=1.

Assim vemos que o container mais cheio tende a mandar as suas particulas para o
outro, o que reflete o fato do sistema querer igualar as pressdes dos dois containers.

Os nameros P(k — k + 1) sdo chamados de probabilidades de transi¢do. Estas
podem ser escritas como as entradas de uma matriz (N + 1) x (N + 1), denotada Q,
cujos elementos Q;; (i, j € Sy) séo

Qi,j = P(Z — ])

A matriz Q é chamada de matriz de transicao.

0 1 0 0

1 N—-1

N g‘v'ﬁz

0 2 0 M2 g

: 3 N-3

o= " ¥ O W O )
N-2 2 :

0 N2 o9 2 9

: N-1 1

- 0 ¥ 0 w

0 0 1 0

Tirando as duas diagonais vizinhas da diagonal principal, todos os elementos de Q sdo
nulos. Observe que

1. Q;j > O para todo i, j;
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1 2 k N-1
0 N N _1N _oNnN-11
Al /\2/_\3 k }\k/_{Jrl N H }\N
. ‘ ‘ . .. .. .—‘—. ... .. .—‘—.
N 2N AN 4 ~ T T N~ T T
1 N-1 N-2 N—k 2 1
N N N N N

Figura 1.3: A Cadeia de Markov do Modelo de Ehrenfest.

2. ), Q;j = 1paratodo .
Toda matriz que satisfaz a essas duas propriedades é chamada de matriz estocastica.

Dada uma condigdo inicial Xy, a sequéncia Xy, X», . .. aleatéria é chamada de cadeia
de Markov 2 com espaco de estados Sy e matriz de transi¢io Q. Essa descricdo do
modelo dos dois containers foi introduzida pelo fisico P. Ehrenfest 3.

Tentaremos agora entender o comportamento assint6tico da sequéncia aleatéria X,
iniciada em Xy = 0.

1.3 Tempos longos: distribuicdao invariante

Como ja sabemos (e como as simula¢des mostram), a evolugdo do sistema com a
condigdo inicial Ny = N, Np = 0, tende a se aproximar de um estado de equilibrio em
que o numero de particulas em cada container é Ny ~ Ny ~ N/2. Uma simulacdo
da cadeia com N = 500, Xy = 0, é ilustrada na Figura 1.4. Como provar esse
comportamento a partir da cadeia de Markov X, e da sua matriz de transi¢do Q?

TR
2000 4000 E000 000 10000

Figura 1.4: Simulacdo do ntiimero de particulas no container B em func¢do
do tempo, X, com a condigdo inicial Xp = 500. Observe a convergéncia
rapida para o estado de equilibrio N4 ~ Np =~ 250. Observe também que
no equilibrio, hd flutuagdes em torno desse valor.

Podemos representar a condigdo inicial Xp = 0 por um vetor linha:

2 Andrei Andreievitch Markov, Riazan (Russia) 1856 - Sdo Petersburgo (Russia) 1922.
3Paul Ehrenfest: Viena (Austria) 1880 - Amsterdam, 1933.



1.3: Tempos longos: distribui¢do invariante 9

que significa que no tempo n = 0,

]/l;(co) = P(Xp = k) = {1, sek=1,

0, caso contrario.

Ao longo da evolugdo, a probabilidade contida no vetor (%), concentrada em 0 no
tempo 0 vai se espalhar pelo sistema. No tempon =1,

mas no tempo n = 2,

u = (s,

o vetor chamado distribuicdo de probabilidade no tempo n. As componentes

(n)

satisfazem y,* > 0 e, por ser uma probabilidade,

o =1

keSn

A interpretacdo € a seguinte:

,u,((n) = P(X,, = k) = P(a particula virtual estd em k no tempo ).
Estudaremos agora a sequéncia 10, u(M), 4(), .. Se a particula virtual estiver em 7 no
tempo k, entdo no tempo n — 1 ela estava ouem k — 1 ou em k 4 1 e depois pulou para
k (ver Figura 1.5).

k=1 k, —k+1
[ o ® -

Figura 1.5: Antes de estar em k, a particula virtual esteve ou em k — 1, ou
emk + 1.

Logo, temos a seguinte identidade:
i = VP =15 )+ PO - k),

0 que equivale a

n n—1
w' =3y ﬂ](' )Qj,k-
JESN

Em notacgdo vetorial,

u =g, )
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Isto é, a distribuicdo no tempo 7 se calcula a partir da distribuicdo no tempo n — 1
pelo produto matricial (a direita) da distribuicdo no tempo n — 1 com a matriz de transigdo.
Iterando (2),

]/l(n) — ‘u(n_l)Q — (‘u(n_z)Q)Q — V(W—Z)Qz — i .. — M(O)Qn/
em que Q" é a n-ésima poténcia de Q. Logo, o comportamento assintético da
distribuicdo de probabilidade,

lim ™, 3)

n—00
pode ser deduzido a partir do comportamento de Q" no limite n — co. Por exemplo,
suponha que Q seja diagonalizével: Q = BDB™!, em que B é uma matriz ortogonal
formada a partir dos autovetores de Q e D a matriz diagonal dos autovalores. Logo,

Q" = (BDB Y (BDB™ ') ... (BDB')(BDB™!) = BD"B !,

e dependendo dos autovalores de Q, D" pode possuir um limite ou ndo. Esse método
serd implementado em detalhes no Exercicio (1.2).

Por enquanto, suponhamos que (3) exista 4. Isto é, para cada k € Sy,

= lim ") = lim P(X, = k).
7= lim gy = Jim P(X = k)
E claro que o vetor 71, com componentes 77;, é uma distribuicdo de probabilidade em
SN. 7t deve ser interpretado da seguinte maneira: no equilibrio, a posi¢do da particula
virtual é aleatdria, espalhada em Sy, dada por

7 = P(em equilibrio, a particula virtual estar em k) . 4)

Tentaremos agora calcular 7. Para ver como obter 7t sem passar pelo calculo do limite
quando n — oo, observemos que
— 1 (1’1) — 1 (?’l—‘rl) — =
(mQ)e = (lim p'™Q), = (lim p"*V), = (7)) = 7.

Logo,

mQ=rr. (5)
Uma distribui¢do que satisfaz (5) é chamada distribui¢do invariante (com respeito
a Q). Com Q dada em (1), pode ser verificado (Exercicio 1.1) que Q possui uma
distribuicdo invariante, dada pela distribui¢do de Bernoulli,

1 /N
ﬂkZZ—N(k), kE{O,l,Z,,N}

Na Figura 1.6 representamos os valores de 7, k € Sy, no caso N = 8.

E fAcil verificar que 71y é simétrica em torno de N /2 (se N for par) e que 71 < 7Ty
para todo 0 < k < k' < N/2. Isso ja mostra que no equilibrio, o ponto onde a particula
virtual tem maior probabilidade de estar é perto de N/2, o que corresponde a ter o
mesmo nuimero de particulas em cada container.

Veremos agora que, com 7T na mao, dois resultados fundamentais da Teoria das
cadeias de Markov permitem obter informacdes interessantes sobre o gas de Ehrenfest.

“Observe que a existéncia do limite (3) ndo contradiz o fato da sequéncia X, nio possuir limite. De
fato, a particula virtual ndo para de pular para um dos seus vizinhos, entdo a sua posigdo ndo tende a
lugar nenhum. Porém, faz sentido dizer que a probabilidade de ela estar num ponto k tende a um valor fixo
quando n — oo.
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® é l l é ®
0 1 2 6 7 8

3 4 5

Figura 1.6: A distribui¢do invariante para o modelo de Ehrenfest com
N = 8 particulas. Observe o maximo e a simetria em torno de N/2 = 4.

1.3.1 Tempo de permanéncia

Para um estado k € Sy, considere a fracdo de tempo de permanéncia em k,
definida pelo limite

. #0<n<m:X, =k}
T := lim .
m—00 m
Se T existir, significa que a particula virtual visitou o ponto k aproximadamente ;n

vezes até o tempo n. O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema Ergédico para
cadeias de Markov:

Teorema 1.1 Para qualquer condigdo inicial, Ty existe quase certamente para todo k € Sy e
vale
Ty = Tl

O teorema mostra que a distribui¢do invariante representa também, assintoticamente,
a fragdo de tempo passado num ponto pela particula virtual ao longo da sua trajetéria.
Observe, por exemplo, que no caso N = 8 (ver Figura 1.6),

1/8 1 8!

Pelo Teorema Ergédico, isso significa que, ao longo da evolugdo, o sistema passa
em torno de 25% do seu tempo no estado em que as particulas estdo igualmente
distribuidas nas caixas (N4 = Np = 4). Por outro lado,

1/8 1

o que implica que, no equilibrio, a fracdo de tempo que o sistema passa no estado em
que todas as particulas estdo no container A é menor do que 1%.

Vejamos agora o que acontece quando o nimero N é grande, usando a férmula de

Stirling:
N! ~ v27rNe NNV |

Por um lado, a probabilidade de existir exatamente o mesmo ntimero de particulas em
cada caixa é dada por (ver Exercicio 1.1)

1 N! 2

W2 N NE "V AN ©)
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que converge para zero quando N — oco: devido as flutuagdes, ter exatamente o mesmo
numero de particulas em cada caixa é um evento raro. Por outro lado, a probabilidade
de todas as particulas estarem na caixa A é

1

7TO:2—N.

Logo, pelo Teorema Ergédico, a fragdo de tempo passado no estado 0 é negligivel
comparada com a fracdo de tempo passada no estado N /2 (quando N é grande).

1.3.2 Tempo de primeiro retorno

Vamos agora voltar ao problema posto no inicio do capitulo:
Quanto tempo demora para o sistema voltar ao seu estado inicial?

Suponhamos que a cadeia é iniciada em k € Sy, Xy = k e considere o tempo de
primeiro retorno para k:
Ty :=inf{n > 0: X, = k}.

Observe que, como o sistema é finito, esse tempo é sempre finito >, mas o interessante é
conhecer o valor esperado de Ty. Um resultado cldssico da teoria das cadeias de Markov
permite calcular, quando a particula virtual é iniciada em k, o valor esperado de T,
denotado Ex[Ty].

Teorema 1.2 Para todo k € Sy,
1

E Ty = —. 7

k[Ti) - (7)

Para apreciar esse resultado, suponhamos que o tempo n seja medido em

segundos © e consideremos por exemplo um gas com N = 1000 particulas. Iniciando o
gds com 500 particulas em cada caixa temos, por (7) e (6),

1 2500
E500[T500] = ——— = 7000 ~ 5007 ~ 40 segundos.
7500 (500 )

Mas, iniciando o gas com todas as particulas na caixa A,

1
Eo[To] = o 21000 seoundos ~ 10 anos, ...

Para dar uma idéia da ordem de grandeza desse niimero, lembramos que o tempo
que se passou desde o Big Bang, estd estimado em torno de 1.37 x 10! anos, e que o

ntmero de particulas no universo ¢ da ordem de 108°. A conclusdo ¢ que mesmo com
somente 1000 particulas, um fisico provavelmente nunca viverd tempo o suficiente

®De fato, a cada N unidades de tempo, considere o evento em que a particula virtual anda N passos
em direcdo a sua posicao inicial. Como esses eventos sdo independentes e de probabilidade positiva,
um deles acaba acontecendo.

®Essa escolha é arbitraria; poderiamos também supor que a unidade de tempo é uma fracio de
segundo. De qualquer forma, a informac&o qualitativa fornecida abaixo ndo depende desta escolha.
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para observar o gas retornar ao seu estado inicial. A situagdo piora se ele considerar
um nimero mais realista de particulas, da ordem de N ~ 10%3. Neste caso,

23
EO[TO] ~ 210 ~ 10100.000.000.000.000.000 anos.

Esses ntmeros ddo uma explicagdo razodvel do dilema da irreversibilidade
mencionado no inicio do capitulo: o tempo necessario para o gas retornar ao seu
estado inicial é finito, mas em escalas de tempo humanas a evolugdo do gas pode ser
considerada como irreversivel.

1.3.3 Sobre a existéncia do limite lim y("
n—00

Vamos terminar a nossa discussao sobre a existéncia do limite lim,,_,, Q.

Teorema 1.3 (Perron-Frobenius) Seja Q uma matriz estocdstica com a seguinte propriedade:
existe um inteiro m > 1 tal que (Q™); ; > 0 para todo i, j. Entdo:

1. Q possui o autovalor A° = 1 e qualquer outro autovalor A’ de Q satisfaz |A'| < A°.
Além disso, Ay é ndo-degenerado: existe um iinico autovetor 1t° associado, 1°Q = 7°,

que pode ser escolhido tal que y; 10 = 1;
2. para qualquer distribuicdo inicial u, uQ" — 7°.

Infelizmente, a matriz Q definida em (1) ndo satisfaz a condicdo do teorema! Na
verdade, sera verificado no Exercicio 1.2 que o limite lim;,_,., Q" nem mesmo existe.
Mas isso acontece por razdes acidentais. De fato, considere a seguinte modificagdo da

matriz Q: para0 < e < 1/N,

2¢ 1—2e¢ 0 0
F—e 2 Nd_e 0 :
0 %—e 2e %—e 0
Q. = 0 %—e 2¢ %—e 0
e =
0 %—e 2e %—e 0
: 0 %—e 2¢ %—e
O 0 1—€ 26

Qe é uma pequena perturbagdo de Q, pois lime_,0 Qe = Q. A diferenga é que se a
dinamica for regida pela matriz Q,, a particula virtual tem uma pequena probabilidade
de ficar onde ela estd antes de pular para um dos seus vizinhos. Em particular, para

um par de pontos quaisquer i, j em Sy,
(QY);j = P(a particula virtual pula N — |j — i| vezes em i para depois
dar |j — i| pulos em diregdo a j)
> (2e)N-l-l(1/N—e)li-l > 0.
Logo, Q¢ satisfaz a condi¢do do teorema, com m = N. Portanto, existe uma

distribuigdo invariante 770 e limy_c uQ" = 7m0 para qualquer distribuicao inicial .
O Exercicio 1.2 propde provar o Teorema de Perron-Frobenius nesse caso particular.
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1.4 Exercicios

Exercicio 1.1 Considere a distribuigdo de Bernoulli 7t no conjunto Sy.

1. Mostre que 7t é uma distribuicdo de probabilidade, invariante para a matriz Q definida
em (1).

2. No equilibrio, calcule a probabilidade do container B conter a) O particulas, b) N /2
particulas. Compare a) e b) quando N é grande, usando a Férmula de Stirling.

Exercicio 1.2 Considere Q no caso N = 2 e calcule Q". O limite lim,,_,o Q" existe? Em
seguida, fixe 0 < € < 1/2 e considere a matriz dada por

0 1 0
Qe:=| 1/2—€ 2 1/2—¢€
0 1 0

1. Verifique que Q. é uma matriz de transigdo e interprete a cadeia de Markov associada.

2. Ache a distribuicdo invariante para Q. e mostre que esta coincide, no limite € — 0, com
a distribuicdo 7t do Exercicio 1.1.

3. Para uma distribuicdo inicial u©) qualquer, mostre sem usar o Teorema 1.3, que o vetor
u = uO Q" converge para 1. no limite n — oo. Dica: siga o método sugerido na
aula, diagonalizando Qe.

1.5 Referéncias bibliograficas

Usamos sem provas (em particular nos Teoremas 1.1, 1.2 e 1.3) vérios resultados
da Teoria das Cadeias de Markov, que se acham em vérios lugars na literatura. Os
trés primeiros capitulos do pequeno livro do Lawler [8] ddo uma excelente introdugdo
aos resultados fundamentais, em particular sobre a convergéncia da sequéncia u(?) Q".
Os livros de Chung [2] e de Kemeny, Snell e Knapp [7] sdo mais completos e ainda
introdutérios. Um pouco mais avangado, o livro de Grimmet e Stirzaker [4] contém um
capitulo sobre cadeias de Markov, com muitas aplica¢des. Mais dificil e mais abstrato, o
livro de Durrett [3]. Uma boa referéncia para a prova do Teorema de Perron-Frobenius
é o livro de Seneta [11].

O modelo de Ehrenfest é, em geral, apresentado como uma aplicacdo da teoria.
Sugiro dar uma olhada na internet para encontrar outras informagdes ou simulagoes.
Por exemplo, ndo perca a Ehrenfest Experiment, em

http://www.math.uah.edu/stat/markov/Ehrenfest.xhtml.

Para ler mais sobre grandes nimeros: http://en.wikipedia.org/wiki/Googol.



Capitulo 2

O passeio aleatorio

Depois de muitas horas passadas num bar, um bébado resolve voltar para casa.
S6 que ele nio se lembra onde mora e comeca a andar aleatoriamente pela cidade:
a cada esquina, ele escolhe uma das quatro possiveis diregdes, sem preferéncia, e
anda até o préximo quarteirdo. No caminho, ele tenta calcular a probabilidade de
passar em frente a sua casa... (Descrigdo do passeio aleatério bidimensional, devida
a Einstein.)

2.1 Introducao

Consideremos um corpo C imerso em um liquido e suponhamos que a densidade
de C seja igual a densidade do liquido, o que faz com que ele ndo afunde.

P A o \¢
a7\ O )
9@ \
s g

“Opé
o QL 5

Figura 2.1: Um corpo C imerso, sujeito aos choques das moléculas que
compdem o liquido.

Do ponto de vista macroscépico, o liquido estd em equilibrio termodinamico, em
repouso, com pressdo e temperatura fixa. Do ponto de vista microscopico, ele é
composto de moléculas, cujas posi¢des e velocidades mudam constantemente com o
tempo. Portanto, o objeto estd sob influéncia constante dos choques das moléculas
contra a sua superficie, o que pode lhe comunicar alguma energia cinética.

15
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Por um lado, se C for de tamanho muito maior do que o tamanho das moléculas,
entdo os choques sdo uniformes na superficie do objeto: na média, eles se compensam
e o corpo ndo ganha energia cinética.

Por outro lado, se C for microscépico, porém mais pesado do que as moléculas,
entdo, durante cada intervalo de tempo, a média dos choques ndo se compensa
uniformemente na superficie e ele ganha um impulso. Ja que as mudangas na escala
molecular sdo muito mais rapidas do que o movimento do objeto, pode-se supor que
o impulso ganho pelo objeto a cada instante é aleatério em direcdo e intensidade.

Esse movimento aleatdrio foi observado pela primeira vez em 1827 pelo botanista
R. Brown '. Brown observou particulas de pélen suspensas em um liquido. As
particulas eram de massa bem maior do que as moléculas do liquido, mas leves o
suficiente para sentir os choques. As conclusdes que ele tirou dessas observagdes ndo
eram modestas: as moléculas existem!

Figura 2.2: O corpo C, visto de longe, segue uma trajetoria irregular
chamada movimento Browniano.

Einstein ? foi um dos primeiros fisicos a elaborar uma teoria matemadtica do
movimento Browniano.

Para simplificar, consideremos a evolugao aleatéria da particula de pélen (o corpo
C) na reta. Seja p(t,x) a densidade de probabilidade descrevendo a trajetéria da
particula: p(t, x)dx é a probabilidade da particula estar num intervalo de tamanho &y,
centrado em x, no tempo t. Einstein mostrou que p(t, x) obedece & seguinte equagado
diferencial, chamada equacdo do calor:

op _ 0%p

3~ Paxz- ()

D > 0 é o coefficiente de difusdo, que depende das caracteristicas do liquido e do
grdo de pdlen. Com uma condicdo inicial em que a particula se encontra na origem, a
solugdo de (1) é dada por

=
N

S

1
p(t,x) = VT (2)

1Robert Brown: Montrose (Escécia), 1773 - Soho (Escécia), 1858.
2 Albert Einstein: Ulm (Alemanha), 1879- Princeton (Estados Unidos), 1955.
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Figura 2.3: A solugdo (2) da equagdo do calor, com coeficiente D = 3, para
os tempos t = 0.004, t = 0.01 e t = 0.2. O fato da distribui¢do se espalhar
ao longo da evolugado explica porque esse processo é chamado de difusivo.

Em 1923, N. Wiener 3 apresentou a primeira construcdo rigorosa do movimento
Browniano como um processo estocdstico. Na construcgdo, a particula de pélen é
modelada como um ponto evoluindo em RY, cuja trajetdria é parametrizada por uma
funcao

ts Xp, te€0,00),X; €RY.

Os choques devidos as moléculas do liquido ambiente sdo introduzidos associando
uma probabilidade a cada trajetéria t — X;. Por ser um objeto continuo, em tempo
continuo, a descrigao probabilistica de uma trajetéria aleatéria no espaco R? requer
ferramentas de probabilidade que estdo bem além deste curso.

Para simplificar, estudaremos uma versdo discreta do movimento Browniano, o
passeio aleatério, cujas caracteristicas principais sdo parecidas, mas cujo estudo pode
ser feito usando ferramentas elementares de combinatéria.

2.2 O modelo

Em vez da particula evoluir em R? em tempo continuo, suponhamos que as suas
coordenadas s6 podem tomar valores inteiros e que o tempo é discreto. Isto é, as
trajetérias serdo modeladas por

n—X,, ne{0,1,2,...},X, €S8,

em que S é arede
SEZd = {x:(xl,...,xd):xiEZ}.

Como no capitulo anterior, aleatoriedade é introduzida na dindmica da particula
por meio das probabilidades de transi¢do de um ponto x para um outro ponto y. Por
razdes de simetria, suporemos que nenhuma direcdo (da rede) é privilegiada.

3Norbert Wiener, Columbia (Estados Unidos) 1894 - Stockholm (Suécia), 1964.
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Por exemplo, no caso unidimensional, d = 1, suporemos que a cada instante,
a particula pode pular para um dos seus dois vizinhos com probabilidade 1/2 (ver

Figura 2.4):
Plx —>x+1)=1/2.

(Observe que nesse caso, a evolugdo é a mesma que a da particula virtual do gés de
Ehrenfest perto de N/2, quando N é grande.)

Figura 2.4: O passeio aleatério simétrico em dimensao d = 1.

Em dimensdes superiores, a definicdo é andloga: a cada passo, a particula pode
pular para qualquer um dos seus 2d vizinhos, com probabilidade 1/2d. Isto é, se
eq,...,e; denotam os vetores da base candnica de R?,

P(x—>x:|:ej) =%, Vi=1,...,d.

1/4

I
1/4 1/4
l

1/4

Figura 2.5: O passeio aleatério simétrico em dimensdo d = 2. Vista de
longe (para tempos longos), a trajetéria é parecida com uma trajetéria do
movimento Browniano (Figura 2.2).

Suporemos sempre que a particula comega na origem no tempon = 0, Xgp = 0 e que
a cada instante, ela pula para um dos seus préximos vizinhos com as probabilidades de
transicdo dadas acima. O processo estocdstico assim definido é uma cadeia de Markov
no conjunto S, chamada de passeio aleatério simples simétrico.

Por ter um espago de estados de cardinalidade infinita (|S| = o0), o passeio
aleatério levanta perguntas novas. A principal pergunta que vai nos interessar é:

Qual é a probabilidade do passeio voltar para o seu ponto de partida?
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O passeio aleatério a uma cadeia de Markov, mas por sua matriz estocastica ser
infinita, o Teorema de Perron-Frobenius ndo se aplica; outras técnicas devem ser
desenvolvidas .

2.3 Recorréncia/Transiéncia

Se o passeio volta para a origem, entdo o tempo de seu primeiro retorno apés n = 0,
To:=inf{n > 0: X, =0},

é finito. Mas uma trajetéria pode também nunca voltar para a origem, nesse caso
definemos
T() = 0.

Estamos interessados nas probabilidades dos eventos {Ty < co} e {Tp = oo}. Por ser
uma probabilidade, P(Ty < o0) < 1.

Se P(Tp < o0) = 1, 0 passeio € dito recorrente; se P(Tp < o) < 1, ele é transiente.

Se o passeio for recorrente, ele volta para a origem pelo menos uma vez, quase
certamente. Se ele for transiente, ele pode sair do seu ponto de partida para nunca
voltar; a probabilidade P(Ty = oo) chama-se probabilidade de escapar. No restante
do capitulo daremos uma prova do seguinte resultado:

Teorema 2.1 O passeio é recorrente em dimensoes d = 1,2 e transiente em dimensdes d > 3.

Para estudar P(Tp < o) usaremos um método cldssico de combinatoéria.
Comegaremos com a seguinte observacado: o evento {Ty < oo} pode ser decomposto
com respeito aos valores possiveis de Tj:

k>0

Considere a sequéncia de coeficientes
ap:=P(Ty=k),k>0,
(observe que ap = 0) e a sua fun¢do geradora, definida pela série
s):= Y mst.
k=0

Como 0 < g4 < 1, a série converge para todo —1 < s < 1. Logo, o seu raio de
convergéncia é maior do que ou igual a 1. Podemos entdo expressar (3) como

P To < OO Z ay = Z aklk Z l1maks

k>0 k>0 k>05"
= hm a Sk 111’1’1 A 4
Sf1k§>o' k . (s)- (4)

40 leitor interessado pode procurar a referéncia [10] para ter uma idéia do que pode ser feito sobre
esse modelo.
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(A justificativa da troca do limite lim, »;- com o somatério serd feita no Exercicio 2.3).
Portanto, é preciso saber se lim; - A(s) é igual a 1 ou menor do que 1. Para estudar
A na vizinhanca do ponto s = 1, consideremos a sequéncia

by :=P(X, =0),n>0.

Observe que, pela condigdo inicial, by = 1. A funcdo geradora da sequéncia b, é
definida por

B(s):= ) bus" =1+ ) bus".

n>0 n>1

Observe que o raio de convergéncia da série também é maior do que ouiguala 1. Além
disso, as sequéncias a, e b, sdo ligadas por uma equacao de renovagao:

Lema 2.2 Paratodon > 1,
n
by, = Z bman—m . %)
m=0
Demonstragio: De fato, o evento {X, = 0} que define b, pode ser decomposto

com respeito ao tempo do ultimo retorno na origem, T, cujos valores possiveis sdo
1,2,...,n —1 (ver Figura 2.6). Suponhamos que esse tempo seja m. Observe que, no

Figura 2.6: A propriedade de renovacao.

tempo m, a particula estd na origem e que a sua evolugdo recomega como se fosse a
partir do tempo inicial (ela esquece tudo que aconteceu até m). Mas por m ser o tempo
da sua ltima visita na origem antes do tempo 7, n pode ser visto como o tempo de
primeira visita em 0 depois do tempo m. As seguintes linhas resumem essa discussao:

S
I
—_

P(X,=0)= Y P(X,=0,T, =m)

3 3
I

— =

= Y P(Xp_m = 0)P(T, = m)

3 3
I

—

—_— bmanfm .

3
[N
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Multiplicando (5) por s” (para 0 < s < 1) e somando no indice 7,

n

B(s) =1+ Z ( Obman_m)s”

n>1 m=

=1+ Y b X an ") (6)

m>0 n>m

=1+ ) bu (sm ) an/s”/> (7)

m>0 n’>0

=1+ B(s)A(s).
Em (6) trocamos os somatorios, pois todos os termos somados sdo positivos. Em (7)
fizemos a mudanca de indice n’ := n — m.

Assim foi provada uma identidade simples entre A e B:

_ 1
C1-A(s)”

Logo, o limite limg - A(s) em (4) pode ser estudado por meio do limite lim; ;- B(s).
Mas, pela defini¢ao de B(s),

B(s)

lim B(s) = ¥ P(X, = 0).
Jim B(s) n;( )

Provamos até agora o seguinte critério:

Proposicao 2.3
O passeio é recorrente <= 2 P(X,;, =0) =oc0.
n>0
O passeio é transiente <= Y P(X, =0) < co.
n>0
Logo, o que sobra é estudar a convergéncia da série }_, P(X, = 0). Para isto
veremos a vantagem de trabalhar com B (ao invés de A): o comportamento assint6tico
da sequéncia P(X, = 0) pode ser determinado usando métodos combinatérios
elementares.
Primeiro, é claro que P(X, = 0) > 0 se, e somente se, n é par. Logo estudaremos
P(Xp = 0) para j € N. Até o tempo 2j, o passeio seguiu uma certa trajetéria, e

o evento {Xp; = 0} pode ser visto como o conjunto das trajetérias (ou caminhos) de
tamanho 2j que comegam na origem no tempo 0 e terminam na origem no tempo 2;j

(uma trajetéria com essa propriedade estd representada na Figura 2.6). Pela defini¢do
da probabilidade,

#{caminhos de tam. 2 que terminam em 0 no tempo 2j}

P(Xy =0) = #{caminhos de tam. 2;j}

(®)

Consideremos inicialmente o caso da dimensado d = 1, mais facil. Calcularemos a
fracdo em (8) pensando da seguinte maneira: um caminho unidimensional pode ser
identificado com a sequéncia dos seus passos, isto € uma sequéncia de 2j simbolos:

A S P ey I e T ER RV ey 07wl ¥
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em que < significa que o passo é para a esquerda e — que o passo € para a direita.
Assim, o denominador é igual ao ntimero total de tais sequéncias, que é igual a 2%
(cada simbolo pode ser ou <, ou —):

#{caminhos de tam. 2j} = 2%,

Por outro lado, para um caminho estar de volta em 0 no tempo 2j, uma tnica restri¢ao
deve ser satisfeita: o numero de passos feitos para a esquerda, n(<), deve ser igual
ao numero de passos feitos para a direita, n(—). Como n(<+) + n(—) = 2j obtemos
n(+) = n(—) = j. Logo, o numerador em (8) se calcula contando o ntiimero de jeitos

de colocar j simbolos <— dentro de 2j caixas, que é ( ) Logo,

#{caminhos de tam. 2j que terminam em 0 no tempo 2j} = (2]])

Portanto, 1 2)!
2j 2)!
P(X2] =0) = 22j (] ) 22j ]12

e para determinar se o passeio unidimensional é recorrente ou transiente, precisamos

estudar a série
Z (2] )!
72j ]12 .

Usando a Férmula de Stirling,

1 (2)) 1 /222 |2 o)
22j ]uz ™ 52 (\/2mjjie=i)2 S\

Logo,

L P(Xy=0) =) P(S=0) = \Ezi. =
T =1 TSNV
Usando a Proposi¢do 2.3, estd provada a primeira afirmagdo do Teorema 2.1: em
dimensdo 1, o passeio aleatério simples simétrico é recorrente. Observe que se a
probabilidade do passeio voltar para a origem é 1, entdo pode ser mostrado (e é
bastante facil de acreditar) que a probabilidade dele voltar um ntmero infinito de
vezes é 1 também. Na verdade, pode ser mostrado que o passeio unidimensional visita
qualquer ponto de Z um ntmero infinito de vezes.

Esbocemos o argumento no caso da dimensdo d = 2, em que a combinatdria é
parecida. Os detalhes e uma prova alternativa serdo vistos no Exercicio 2.1.

Em dimensdo 2, para a particula estar na origem no tempo 2j, é necessario ela
ter feito um nimero de passos para cima igual ao ntimero de passos para baixo,
n(1) = n(}) = k, e um nimero de passos para esquerda igual ao nimero de passos
para direita, n(<—) = n(—) = i, com 2k + 2i = 2j. Somando sobre os valores possiveis

et ‘ 1 —k\ (2j—2k\ _ 2
0= ()0 00 =5
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Portanto, ) ; P (X2; = 0) = co: 0 passeio é recorrente também em dimensao 2. Como
no caso unidimensional, pode ser mostrado que a trajetéria visita qualquer ponto de
Z? um numero infinito de vezes (com probabilidade 1).

Em dimensdo d = 3, o método é o mesmo mas a conclusdo é outra. Por uma conta
de combinatéria parecida, pode ser mostrado que, para j grande,

1
Logo, }; P(Xa; = 0) converge e o passeio ¢ transiente: hd uma probabilidade positiva
dele ndo voltar para a origem (de escapar).

Em dimensdes maiores, d > 4, a combinatéria se complica e, em geral, sdo métodos
analiticos que permitem mostrar que

P(Xp=0)~ —> (10)

1
]'d/Z ’

Concluiremos com a seguinte citagio do matematico japonés Kakutani °:

A drunk man will find his way home, but a drunk bird may get lost forever.

2.4 Exercicios

7

Exercicio 2.1 Mostre que o passeio aleatério simétrico em dimensido 2 é recorrente,
completando o esbogo dado acima.

Exercicio 2.2 Considere o passeio aleatério em 7, com probabilidades de transicio p =
P(x - x+1)eq:= P(x - x—1) = 1— p. Mostre que se esse passeio é assimétrico,
isto é se p # g, entdo ele é transiente.

Exercicio 2.3 Mostre que se a,(s) > 0 e é ndo-decrescente em s para todo n > 0, e se
limg »5, a4 (s) = an(so) para todo n > 0, entio

lim Y au(s) = ) an(so) .

S/‘Sonzl n>0

2.5 Referéncias bibliograficas

Existem intimeros textos, resultados e técnicas sobre o passeio aleatério e as suas
generaliza¢des. Um dos mais acessivel é o texto de Lawler [8]. Uma referéncia padrao é
o livro antigo do Spitzer [12]. O estudo de P(ij = 0) em dimens&o 3 estd bem feito em
[3]. Mais recente e muito detalhado (em particular para (10) em dimensdo qualquer):
o livro de Lawler e Limic [9]. Dificil, mas fascinante, é o livro de Révész [10].

5Shizuo Kakutani, Osaka (Japao), 1911- New Haven (EUA), 2004






Capitulo 3

O processo de ramificacao

O Senhor Tal ! estava preocupado com a sobrevivéncia de seu sobrenome. A
curiosidade o levou a se fazer a sequinte perqunta: qual é a probabilidade do meu
sobrenome sobreviver em geragdes futuras?

3.1 Introducao

Suponhamos que o Senhor Tal seja a tinica pessoa sobrando no mundo com esse
sobrenome e que ele queira garantir que muitas (se for possivel: infinitas) geracdes
futuras tenham o privilégio de herdar seu sobrenome. Para garantir isso, ele precisa
ter pelo menos um filho, se possivel muitos, e que estes também tenham filhos quando
adultos, etc., para garantir que tenha sempre pelo menos um descendente com o
sobrenome “Tal”. O perigo é que a vontade de ter filhos ndo é necessariamente a
mesma para cada individuo. Assim, corre o risco de haver, talvez num futuro muito
remoto, uma geracdo composta essencialmente de descendentes que ndo tém interesse
em criar filhos. Com uma geragdo dessa, a sobrevivéncia do sobrenome “Tal” estaria
em perigo.

Joao

Mariana

Mara

Ivan Waldisnei

Isabel Rafa Ari

Figura 3.1: Os descendentes vivos do Senhor Tal. Na segunda geragéo, a
sobrevivéncia do sobrenome depende inteiramente de Ivan, Isabel, Rafa,
Ari, Waldisnei e Mara. Se pelo menos um desses netos tiver um filho, a
sobrevivéncia do sobrenome é garantida para mais uma geragdo. Caso
contrario, havera extingao.

IMikhail Nekhemievich Tal, Riga (Letonia) 1936- Moscou (Russia) 1992.

25
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Neste capitulo descreveremos um modelo, introduzido por Galton e Watson 2 em
que esse problema pode ser estudado de maneira qualitativa.

3.2 O modelo de Galton-Watson

A primeira hipétese principal é que a populagio considerada é composta de seres
assexuados ('), chamados de individuos. De fato, o importante para o nosso problema
é saber quantos filhos cada individuos produz e ndo se estes sao homens ou mulheres.
Essa hip6tese também permite evitar o problema das mulheres que utilizam o nome do
marido. Suporemos também que cada individuo é filho de exatamente um ancestral.

A segunda hipétese, é que o nimero de filhos que um individuo pode ter ao longo
da sua vida é uma quantidade aleatéria e que todos os individuos (ndo importa de qual
geragdo) tem um niimero de filhos igual a k com a mesma probabilidade

px := P(um individuo ter k filhos) € [0,1].
Por ser uma distribui¢do de probabilidade,
Y =1
k>0

Suporemos também que os individuos tem filhos de modo independente. Isto é: o
namero de filhos de um nao influe nos ntiimeros de filhos dos outros.

A escolha da sequéncia py depende do tipo de populagdo considerado e serd
mantida fixa. Uma escolha possivel para pj € por exemplo

Po | P1 | P2 | P3 | P4+ | Pk>5
05[0.2[0.2]0.05]0.05 0

Uma escolha mais realista, em que um individuo pode ter um ndamero arbitrdrio
de filhos, é, por exemplo p; := 2751 Isto, é um individuo tem zero filhos com
probabilidade py = 0.5, 1 filho com probabilidade p; = 0.25, etc. (ver o Exercicio
3.3).

Seja Z, o namero de individuos na n-ésima geracdo. Suporemos que
Zy=1,

o que significa que a populagdo comega com um tinico individuo “original”: o Senhor
Tal. O ntimero Z, é aleatério com valores {0,1,2,...}. Por exemplo, na Figura 3.1
temos Zyp=1,Z1 =5e Z, = 6.

Denotaremos por X](”) o ntmero de filhos do j-ésimo individuo da n-ésima geracao.

(Em particular, Z; = X%O) é o namero de filhos do tnico individuo original.) Como dito
acima, estamos supondo que

P(X" =k)=p, Vke{0,1,2,...}

2Sir Francis Galton, Birmingham (Inglaterra) 1822 - Haslemere (Inglaterra) 1911. Henri William
Watson, Londres, 1827 - Berkswell (Inglaterra), 1903. Originalmente, Galton e Watson estavam
interessados em estudar a sobrevivéncia dos sobrenomes da aristocracia Inglesa do século XIX. O
trabalho deles levou a uma publica¢do em 1874, entitulada On the probability of extinction of families.
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Observe que o numero de individuos da (1 + 1)-ésima geragdo é obtido somando o
numero de filhos da n-ésima geracéo:

Zop1 = X+ X 4+ XD (1)
----------------------------------------------- Zo=1
----------------------------------- 7y =3
0, x =4
------------------------ 7 =
3, xP =2,
0,x% =2
-------------------- Zs =

Figura 3.2: As trés primeiras geragdes de um processo de ramificacao.

Observacao 3.1 Por razdes 6bvias, a sequéncia aleatéria Z, é também chamada de
processo de ramificacio 3. O processo de ramificagdo tem um papel central na Teoria
da Probabilidade. Por exemplo, ele é usado para modelar grafos aleatérios, reagdes em
cadeia, processos de crescimento, filas de espera, etc.

E claro que se Z, = 0 para algum 7, entio Z,, = 0 para todo n’ > n. Nesse
caso diremos que hé extingdo. Estamos interessados em calcular a probabilidade de
extingao, definida por

P(extingdo) := P(existe n tal que Z, = 0).
O evento complementar da extingdo é o evento em que Z, > 0 para todo n (todas
as geracOes futuras tém pelo menos um filho) e serd chamado de sobrevivéncia. A
probabilidade de haver sobrevivéncia serd calculada da seguinte maneira:
P(sobrevivéncia) = 1 — P(extingdo) .
Para tornar o problema interessante, suporemos que

0<po<1, (2)
o que implica que hd sempre a possibilidade da populagdo morrer ja na primeira
geracdo. Observe que se pyg = 0, entdo qualquer individuo tem pelo menos um filho e
o problema da sobrevivéncia € trivial. Se (2) for satisfeita, entdo a probabilidade de ter

extingdo é sempre positiva, pois

P(extingdo) > P(o Senhor Tal néo ter filho) = py > 0.

SEm inglés: branching process.
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Portanto, se trata de saber se P(extingdo) é igual a 1 ou estritamente menor do que 1.
Temos as seguintes relagdes:

=1
<1

P(extingdo) { <=  DP(sobrevivéncia) {> 0 (3)

Intuitivamente, uma populacdo tem chance de sobreviver se, em média, o nimero
de filhos por individuo é suficientemente grande. Logo, um parametro natural de se
considerar é o valor esperado do ntimero de filhos por individuo,

m = E[Zl] = kak
k>0

Se m for pequeno (como em alguns paises da Europa), as chances da populagdo
sobreviver sao pequenas; se m é grande (como em boa parte dos paises da Africa ou da
America do Sul), entdo as chances de sobreviver sao grandes. Parece também razoavel
admitir que, para uma populagdo sobreviver, cada individuo precisa ter, na média,
pelo menos um filho. Logo, o valor m = 1 parece ter um papel importante. O seguinte
teorema justifica essa discussao:

Teorema 3.2 Suponha (2) satisfeita e seja m := E[Z,]. Entdo

m>1 = P(extingio) <1,
m<1 = Plextingio) =1.

Como consequéncia do teorema e de (3) temos

m>1 = P(sobrevivéncia) > 0,
m<1 = P(sobrevivéncia) =0,

o que resolve o problema considerado na introducao.

O modelo é chamado de subcritico (resp. critico, supercritico) se m < 1 (resp.
m =1, m > 1). Observe que o teorema acima diz também que um modelo criticom =1
sofre extingdo com probabilidade 1. Na Figura 3.3 esta representada uma simulagéo *
do processo de ramificagdo supercritico com m = 1.2 > 1, em um caso em que cada
individuo pode ter no maximo dois filhos, k = 0,1, 2.

3.3 Prova do Teorema

Pode ser mostrado que a sequéncia Z, é uma cadeia de Markov no conjunto
S+ :=40,1,2,...}, mas com uma matriz de transi¢do infinita dificil de estudar. Em
vez disso, a prova do Teorema 3.2 serd baseada no uso da fun¢ao geradora da variavel
Zy, definida por

Gn(s) := E[s%"] = Y P(Z,= k)sk .

4 Agradego ao Prof. Niels Berglund (Université d’Orléans) por me deixar usar essa imagem.
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Figura 3.3: Um processo de ramificagdo supercritico.

Observe que a série acima converge absolutemente para todo |s| > 1, pois

Y. P(Zy=k)|s|* <Y P(Z,=k)=P(Z, €{0,1,2,...}) =1 < 0. (4)
k>0 k>0

Logo, Gy(s) estd bem definida para todo s € [—1,1]. Sabemos, dos cursos de célculo,
que G(s) também define uma funcéo analitica da varidvel s € (—1,1) e que a sua
derivada neste intervalo é dada por

G(s) = Y ks 'P(Z, =k). (5)
k>1
Em particular,
imG.(s) = ¥ li Z,=k)s*1 =Y P(zZ, =k)k = E[Z,]. 6
E%Gn(s) lozlil}l}kp( n )s k>21 (Zn ) [Z4] (6)

Assim, propriedades analiticas de G;, fornecem informagdes probabilisticas sobre
Zy. A segunda derivada se calcula também termo a termo: paras € (0,1),

Gj(s) = Y k(k—1)s"2P(Z, =k) > 0. 7)
k>2

Como consequéncia, G, é convexa em (0,1).
Para n = 1 escreveremos simplesmente G; = G. Como Z; é o ntimero de filhos do
individuo original, P(Z; = k) = py, temos

G(s) = Z pksk.

k>0
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Em particular,
Gu(0) = P(Zy = 0). (®)

Mesmo ndo sendo possivel, em geral, calcular a fun¢do G, explicitamente, essa satisfaz
uma propriedade de recorréncia interessante:

Lema 3.3 Paratodon > 1etodo0 <s <1,

Gut1(s) = Gn(G(s)) )
= G(Gy(s)). (10)

Demonstragio: Observe primeiro que por (4), 0 < s < 1implica 0 < G,(s) < 1 para
todo n. Logo, o lado direito das identidades (9) e (10) estd bem definido. Por definicao,

Guy1(s) = E[s“+1] = Y P(Zy11 = k)s (11)
k>0

Lembramos de (1) que Z,,;1 é obtida a partir de Z,, e dos filhos da n-ésima geragéo:
Zn+1 — X’ETZ) + Xé”) 4. 4+ X(Z]:) .

O que torna o estudo de Z,, 1 dificil é que essa é uma soma de varidveis aleatorias, cujo

namero de termos é aleatdério. Logo, é natural estudar Z, separadamente para os

valores possiveis de Z,. Fagamos entdo a seguinte decomposicdo (ver (1) no Apéndice
A):

P(Zyy1=k) = ZP(ZnH =k Zy, =)

/>0

o R
>0

=Y P+ + X = K)P(Z = ). (12)
=0

Na dltima linha, usamos a independéncia entre o nimero de filhos de uma geragdo
e os seus ancestrais. Inserindo (12) em (11) e trocando a ordem do somatoério, para
0<s<«1,

Guii(s) = Z(ZSkp o X =) P(Zy = )
j>0 k>0
= Y ST +X<">]P(Zn:j). (13)
j>0

Usando, em seguida, a independéncia das varidveis X (Ver (2) no Apéndice A),



3.3: Prova do Teorema 31

Logo, (13) se escreve

Gus1(s) = Y P(Zy = j)G(s)) = Gu(G(s)),
j>0

o que prova (9). Para provar (10), é suficiente iterar (9):

Gur1(s) = Gu(G(s)) = Gu-1(G(G(5))) = Gn-1(Ga(s)) = - - = G(Guls))
a
Estudaremos agora a probabilidade g := P(extin¢do). Definamos
qn = P(Z, =0).
Como Z, = 0implica Z,, 11 =0,
{Zy=0}Cc{Z,=0}C---Cc{Z,=0} Cc{Z,,1 =0} C--- C {extingdo},
temos
NP S qn<Spy1 <<
Como
{extingao} = | J{Z, =0},
n>0
e aplicando a continuidade da probabilidade obtemos
Gn /1.
Decorre de (8) e (10) que a sequéncia g, obedece a uma relagdo de recorréncia:
Gusr = P(Zus1 = 0) = Gp41(0) = G(Gu(0)) = G(gn) -
Logo, temos uma sequéncia crescente g,, com condicdo inicial g1 = P(Z; = 0) =
po > 0, em que g, 41 é obtido a partir de g, pela relacdo q,.1 = G(gn) e o objetivo
é determinar se o limite 4 = lim;, g, é igual a 1 ou menor do que 1. Como o

comportamento assintético de g, depende inteiramente de G, olhemos mais de perto
as propriedades da funcdo G(s), para0 < s < 1.

Lembramos que G(0) = po > 0 e G(1) = 1. Sabemos, por (5) (com n = 1), que
G é crescente e, de (7), que ela é convexa. Uma olhada nos graficos qualitativos de
s — G(s) na Figura 3.4 mostra a importancia do valor da derivada de G perto do
ponto s = 1. Por (6),
lim G'(s) = E[Z1] = m.
lim G'(s) = ElZy) = m
Dependendo do valor de m, a dindmica da sequéncia g, muda (ver Figura 3.5).
Assim temos dois casos para considerar:

1. caso m < 1: neste caso, como G é convexa, o seu grafico fica acima da diagonal
y = s, 0 que implica que q, /" 1. Logo, ¢ = 1 e hd extingao;
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Figura 3.4: A fungdo geradora do nimero de filhos, nos casos em que a)
m<1,b)ym>1.

2. caso m > 1: neste caso, o grafico de G intersecta a diagonal em exatamente um
ponto . < 1. Como g, * 4, isso mostra que 4 = g« < 1 e hd sobrevivéncia.

Isso conclui a prova do Teorema 3.2. Na verdade, provamos a seguinte caracterizagdo
da probabilidade de extingdo:

Teorema 3.4 A probabilidade de extingio q = P(extingdo) é a menor solugio positiva da
equagio
s = G(s). (14)

Isto é, q é ponto fixo de G. Sem < 1, essa solugio é g = 1, sem > 1, temos q < 1.

Q1 1721]3 — 1

Figura 3.5: A evolugdo da sequéncia ¢q,, nos casos em que a) m < 1, b)
m > 1.

3.4 Exercicios

Exercicio 3.1 Mostre que para todon > 1, E[Z,] = m". (Dica: use a relagio de recorréncia.)
Exercicio 3.2 Considere o modelo de Galton-Watson associado a sequéncia

pei=bptt, Vk>1,
po:=1—Yis1premqueb>0e0<p <1
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1. Mostre quese 0 < b < 1 — p, a distribuicdo py é bem definida. Calcule py.

2. Estude a sobrevivéncia dessa populagio em fungio dos pardmetros p e b. Em particular,
calcule P(sobrevivéncia).

Exercicio 3.3 Considere o modelo de Galton-Watson associado i sequéncia

1
k=g VK20,
1. Mostre que a populagio ndo sobrevive.
2. Calcule G(s) e mostre, por indugio, que para todo n > 2, G, pode escrito na forma

n—(n-—1)s

Gu(s) = n+1—mns °

(15)
Em particular, escreva a série de Gy (s).

3. Mostre que P(Z, > 0) = n%—l — 0 quando n — oo. (Dica: calcule primeiro P(Z,, = 0)
usando a definicdo da série de Gy,.)

3.5 Referéncias bibliograficas

Em [4] e [3] se encontram algumas propriedades mais detalhadas do processo de
ramificagdo. O Livro de Athreya e Ney [1] é uma reférencia completa sobre o assunto.






Apéndice A
Lembrete de Probabilidade

Lembremos aqui algumas defini¢des elementares da Teoria da Probabilidade. Para
mais detalhes, o leitor pode consultar [6], [5], [4], [3] ou qualquer outro livro sobre o
assunto.

Um espacgo de probabilidade (Q), F, P) é formado por
1. Um conjunto () chamado espago amostral.

2. Uma familia de eventos F que satisfaz as seguintes condi¢des: (2 € F,se A € F
entio A:=Q\ A€ F,ese A, € FentdolJ, A, € F

3. Uma probabilidade P : 7 — [0,1]: P(Q)) =1, ese A, € F é uma sequéncia de
eventos dois a dois disjuntos, entdo P(U, An) = Y, P(An)).

Em particular, a medida satisfaz a seguinte propriedade de continuidade: se A, é uma
sequéncia crescente, A, C A, 11, entdo P(A,) / P(A), em que A := |, An.

Se os eventos B, € F formam uma particao de (), isto é, se eles sdo dois a dois
disjuntos e UJ,, B, = (), entdo para todo A € F

P(A) =) P(ANB,). (1)
n
Uma funcdo X : QO — {xp, x1,...} é chamada varidvel aleatéria se {X = x;} € F
para todo k. Suponha que X tome o valor x; com probabilidade
Pk = P(X = xk) .

Observe que Y y~opr = 1. Diz-se que X é integravel se ) ; [xi|pr < 0. A esperanca
matematica de uma variavél integravel X é definida pela série

E[X]:= ) xxpr.
k>0

SeY : QO — {yo,y1,...} é uma outra varidvel aleatoria, diz-se que X e Y sdo
independentes se para todo j, k,

P(X = x]',Y ka) = P(X = x]')P(Y = yk) .

35
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Isto é, duas varidveis sdo independentes se o valor tomado por uma ndo influi a
probabilidade da outra.
A esperanga tem a seguinte propriedade: se X e Y sdo independentes, entdo

E[XY] = E[X]E[Y].
De fato, como o produto XY é uma variavel aleatéria que toma os valores x;yy,

E[XY] =) xyklP(X = xj,Y = )

ik
= Zk:x]-ykP(X = x]) (Y ]/k)
]s
— (ijP(X = xj)) <;ykP(Y = VJ'))
]
[X]E[Y]

Da mesma forma podemos mostrar que se f(X) e g(Y) sdo independentes e

integraveis, entdao
Ef(X)g(Y)] = Ef(X)IE[g(Y)].- 2)



Apéndice B

Soluc¢oes dos Exercicios

Solucao do Exercicio 1.1. 1. Lembrando a férmula do bindmio de Newton:
Z,Z(\IZO (?)akbN_k = (a+b)N. Coma = b = 1, isso mostra que 7t é uma distribuicio
de probabilidade. Se 0 < k < N,

(mQ)x = anQj,k
j

= T—1Qk—1k + 7Tk+1Qk+1k

_1(N N—(k—1)+i N \k+1
2N \k—-1 N 2N\k+1/ N

_LENJFLN—kN
2NN\ k 2N N\ k
Eﬂ’k.

Sek = 0, (mQ)o = Qoo + mQ10 = 1/2N = 1. Do mesmo jeito, se k = N,
(mQ)N = 7tN. Isso mostra que 7t é invariante com respeito a Q.
2. Usando a Férmula de Stirling,

N _L( N > 1N
N/27oN\N/2) ~ 2N (N/2)R2
1 V2rNNNe N /2
"N (\2rN/2(N/2)N/2e-N/2y2 ~ \ 7N

Por outro lado, a probabilidade de ter zero particulas no container B é dada por
— N1 1
= \o/2N 2N

7TN/2— 2N !

Portanto,

o que significa que, no equilibrio, a probabilidade de existir exatamente a metade das
particulas em cada container, apesar de ser pequena, é muito maior do que a de todas
as particulas estarem no container A.

37



38 Apéndice B: Solugées dos Exercicios

Solucao do Exercicio 1.2. E facil ver que, para todo k > 0,

0 1 0 1/2 0 1/2
Q=112 01/2 |, Q*=| 0 1 o0
0 1 0 1/2 0 1/2

Logo, lim;,_,., Q" ndo existe.

1. Todos os elementos de Q. sdo ndo negativos e a soma das entradas de cada
linha é igual a 1. Logo, Q. é uma matriz de transicdo. A cadeia de Markov associada
corresponde ao modelo de Ehrenfest com duas particulas em dois containers, quando
existe exatamente uma particula em cada caixa no tempo n. Entdo, no tempo n + 1:
(1) as duas particulas estdo na caixa A (com probabilidade (1/2) — €) (2) nenhuma
particula se mexeu (com probabilidade 2¢ > 0), (3) as duas particulas estdo na caixa B
(com probabilidade 1 — 2¢). A vantagem desse modelo, em comparagdo com o modelo
de Ehrenfest original, é que um pequeno € > 0 ajuda a misturar a probabilidade ao
longo do tempo.

2. A distribui¢do invariante para Q. é definida por m.Qc = me. Escrevendo
7t = (a,b, c) e resolvendo o sistema associado (lembrando que a + b + ¢ = 1) obtemos

Tle =

(1/2—6 1 1/2—6)
2—-2¢'2—-2"2—-2¢ /"

Observe que lim¢_,o 7e = (1/4,1/2,1/4), que coincide com a distribui¢do invariante
do modelo de Ehrenfest.

3. Contas simples mostram que os autovalores de Q. sdo, em ordem decrescente:
A =1, A =0,A3 = 2e — 1 e que os autovetores associados respectivos sdo

1 1 1
vp=1|1 , Uy = 0 , 3= 2—1
1 -1 1

Logo, a diagonalizacdo de Q. é dada por Q¢ = BeDeB. 1 em que

1 1 1 10 0
Be:=|1 0 26—=1 ], De:=100 0
1 -1 1 0 0 2¢—-1

Observe que

Qe = (BeDeBe_l)(BeDeBe_l) T (BeDeBe_1>(B€D6Be_1)
= B.D'B. !,
Note que, como previsto pelo Teorema de Perron-Frobenius, 1 é o maior autovalor de

Qe. Os outros sdo ambos menores do que 1 em valor absoluto, e desaparecem quanto
tomamos o limite com n — o0: como 0 < € < 1/2, temos

100
limD'=[ 0 0 0
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Logo, para uma distribuigio inicial 4#(*) qualquer,

Bl_<1/2—e 1 1/2_€>—7'c
€ "\ 2-2"2-2"2-2¢ /) "€

S O
o O O
o O O

lim p©Q! = VB, (

Solucdo do Exercicio 2.1. Um caminho bidimensional de tamanho 2j pode ser escrito
como uma sequéncia de 2j simbolos

— b= = L=

com as seguintes condig¢des: n(1) = n(])) =k, n(«) = n(—) =i,i+k = j. O namero
de sequéncias que satisfazem a essas duas condi¢des é igual a

()50

O primeiro fator é o niimero de maneiras de escolher k simbolos 1 em 2j possibilidades,
o segundo é o nimero de maneiras de escolher k simbolos | em 2j — k possibilidades,
o terceiro é o nimero de maneiras de escolher i simbolos <— em 2j — 2k possibilidades.
O “1” foi colocado para indicar que s6 hd uma maneira de escolher i simbolos — entre
2j — 2k — i = i possibilidades. Como i = j — k, somando sobre k d4 o ntiimero total de
caminhos:

L) - L e
_k]zo(]]' Kkt (j ]iij)!(j—k)!
-z
)

P(Xp = 0) = (% (2]])>2 ~

Portanto, segue de (9) que

Solugao do Exercicio 2.2. Qualquer trajetéria que volta para a origem no tempo 2;j
fez exatamente j passos para a direita, j passos para a esquerda. Logo, como cada
passo para direita (resp. esquerda) tem probabilidade p (resp. g), cada trajetéria tem
probabilidade p/g/ = (pq)/

Pt =0) = () pa)'
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Ja vimos, pela Férmula de Stirling, que (2]] ) >~ \%22]' . Logo,

P(Xy = 0) ~ %wq)f

Somando,

]

0~ L )
Y P(Xp; =0) ; \/j(4pq)

Mas, se p > g, isto é, p > 1/2, entdo p := 4pq = 4p(1 —p) < 1. Logo, a série
Y 0//+/] < co converge e o passeio é transiente.

Solucido do Exercicio 2.3. Por um lado, a,(s) < a,(sp), o que implica

limsup Y a4(s) < Y an(so) .

s/'so  n>0 n>0
Por outro lado, para todo N > 1 temos ¥~ ax(s) > YN ax(s), o que implica
N
liminf )~ a,(s) > Y an(s0)-
s/'s0 n>0 n=0

Tomando N — co obtemos a desigualdade desejada.

Solucdo do Exercicio 3.1. Vimos que E[Z,] = G/, (s)|s—1-. Mas Gu(s) = G(G,,—1(s)).
Logo, pela regra da cadeia,

E[Zn] = G'(Gu-1(5))ls=1- Gy -1 (8) ls=1- = G () s=1- E[Zn—1].

Como G'(t)|4=1- = m, isso implica E[Z,] = mE[Z,_1]. Iterando essa expressdo
obtemos E[Z,| = m"E[Zy] = m".

Solugédo do Exercicio 3.2. 1. Como } ;> px = b/(1 —p), temos pg = 1 —-0b/(1 —p),
que é maior do que 0 se, e somente se, 0 < b < 1 — p. 2. A fungdo geradora se calcula
facilmente (para 0 < s < 1):

b bs
G(s) =po+ Y ps = po+— Y (sp)" = po+ 1-sp’
k>1 k>1 P
A sua derivada é dada por
b
I(g) —
G'(s) = A=)

Portanto, m = limg ~ G'(s) = b/(1 — p)?. Logo, ha sobrevivéncia se, e somente se,
m > 1, isto é, se, e somente se, b > (1 — p)?. Observe que nessa regido de parametros,
po < p (a probabilidade de ter zero filhos é pequena). O diagrama de fase (isto
é, a separagdo das regides dos parametros (p,b) para os quais héd sobrevivéncia ou
extingdo) estd representado na Figura B.1. O Teorema 3.4 permite achar o valor de
P(extingdo) via uma equagao de ponto fixo.



sobrevivéncia

extin¢do

Figura B.1: O diagrama das fases. O modelo estd bem definido no
triangulo T := {(p,b) : 0 < p < 1,0 < b < 1—p}. A regido dos
parametros para os quais hd sobrevivéncia é S := {(p,b) : 0 < p <
1,(1-p)> < b < 1—p}. A regido dos parametros para os quais ha
extinggo é E:=T\ S.

Ora, s = G(s) d&
ps® — (L+ pop — b)s + po = ps* — (p+ po)s + po =0,

cujas solugdes sdao

+potlp—
s PtPpo : P=pol _ g1, 50/}
p
A solugdo s = 1 é a solugdo trivial; a outra d4 P(extingdo) = po/p. Isto
P(sobrevivéncia) =1 —po/p=1—p L +b/(p(1—p)).

([N
~

Solucdo do Exercicio 3.3. 1. Temos
k 1 1

, d
m=Yy_ s > ()= 1@(23{1()

k>0 k=1 k=1 x=1/2

=1.
x=1/2

1d x
T 4dx (1 — x)
Pelo teorema provado na aula, P(extingdo) = 1.
2. Usando de novo a série geométrica, é facil calcular G(s) = Y ¢ sk/2kt1 =
(2 —s)~!, que é da forma (15) para n = 1. Suponha que G, seja da forma (15) para 7.
Paran +1,

G5 = GG = T = = e

o que prova que G, também é da forma (15) para n + 1. Usando a série geométrica e
juntando os termos obtemos

n 1 ns \J
Guls) = n+1 +n(n+1)]§{<n—|—1>
k.

3. Como P(Z, = 0) é o termo constante da série de G, temos P(Z, = 0) = -
)

Também, P(Z, > 0) =1 —P(Z, = 0) = .
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