Analyse 1 MATH-101(c/pi) S. Friedli (EPFL)
Série 12: DL, Séries Taylor Automne 2024

Ex-12-01: A Daide de la formule de Taylor, établir le développement limité
suivant autour de x =0 :

22 2 2t

log(1+x)Zx—7+§—Z—l----—i—(—l)”“:%—i—x”a(x)

Ex-12-02: Déterminer, dans chaque cas, le développement limité d’ordre 3 de
f autour de xy = 0 et expliciter le reste R(z).

1) fga:) = 3—2x+z%— 2) f(z) = sin(3x) 4) f(x) = |cos(x)|
T 3) f(x) = log(2+ )
Ex-12-03:

1) En utilisant un développement limité pour log(1+2z), montrer que si (a,)
est telle que a,, — L, alors

(1—1—%) — er

2) Utiliser ce résultat pour calculer les limites suivantes :

o (o) o ()
v i ()

Ex-12-04: Soit f une fonction paire (resp. impaire) possédant un DL(n)
autour de xo =0 :

f(x) = ap + a1 + apx® + -+ + a,a" + 2"e(x).

Montrer que tous les coefficients d’indices impairs (resp. pairs) sont nuls.

Ex-12-05:

1) Calculer le DL(3) de tan(z) autour de zo = 0, avec un reste de la forme
r3¢(x), puis montrer que

2
tan(r)? = 2 + §x4 + 2o(x),

ou ¢(x) est une fonction que 'on exprimera explicitement en fonction de
x et g(x), et on vérifiera que ¢(x) tend vers zéro lorsque z — 0.

2) Utiliser la premiere partie pour calculer

2? — tan(z)?

lim 5

=0 22 tan(x)
puis

lim {tan(t)2 - ;W)Q}



Ex-12-06: Trouver le développement limité d’ordre n autour de zy = 0 des
fonctions composées ci-dessous :

1) fz) = 1+2x3’ n=06
2) flz) = 10g(COS( ), n
3) f(x) = exp(sin(z)), n =
4) f(x) =+/1+sin(z), n =

Ex-12-07: En utilisant des développements limités (d’ordre convenable) au-
tour de 0, calculer les limites suivantes.

1)t £ 50 3) Jim o sin( )
x—0 x

%) Tim e” + sin(z) — cos(x) — 2z o lim x sin(sin(z)) — sin(z)?
o —log(i + 2) limy i

Ex-12-08: Soient b,c € R et soit f: ] —1,1[ = R telle que
f(z) = b + ca® + 2'e(z),

ou lim, ,ge(z) = 0. Vrai ou faux?
1) Alors f est continue en 0.
2) Si feC?(]—1,1[), alors f"(0) = c.
3) On a lim f(“; =0b.
)

x—0

4) f(x)* = %% + At + 2% ().

Ex-12-09: Calculer I'intervalle de convergence des séries entieres ci-dessous.

1) > K@ — )" 4) Y sin(A) (@ — 29)"

2) Z ET(z — 20)" 5) Z Lklog(k:)(m — x0)"
) 3 gt =)’ 6) 3 gy

Ex-12-10: Soit f(x) = e** 1.
1) A Taide de la formule de Taylor uniquement, calculer le DL(n) de f
autour de xg = 0, en précisant le reste.
2) Etudier la limite n — oo du DL(n). En particulier, étudier lim,,_,, R, (z).

3) Ensuite, donner la série de Taylor de f autour de 0, ainsi que son inter-
valle de convergence.

Ex-12-11: Déterminer le développement de Taylor de la fonction

2

fl@) =5

autour de x( puis déterminer 'intervalle de convergence dans les cas suivants :

1) (L’O:O



2) To = 2.
(Lire les indications!)

Ex-12-12: (Exercice facultatif) Soit la fonction f: R — R définie par

24 +1 siz <0,
fl@) =19, , .
sr?+x+cos(r) siz>0,

1) Montrer que f), £, 3 existent, en les calculant.

2) En déduire que f est de classe C?, et donner son développement limité
d’ordre 2 autour de zo = 0.

3) Montrer que f n’est pas C*.



