Analyse 1 MATH-101(c/pi) S. Friedli (EPFL)
Série 10: Dérivée et accroissements finis Automne 2024
Ex-10-01: Soit f: R — R. Vrai ou faux?
1) Si f(xg) =2, et si f est dérivable en zy, alors f'(xy) = 0.
2) Si f est dérivable a gauche et a droite en a € R, alors f est dérivable en
a.

3) Sl f est dérivable sur R, alors g(x) =/ f(z)? est dérivable sur R.
4) Si f(x) = x* — 2z, alors (f o f)/(1) = 0.
)
)

5 La fonction f(z) := |cos(z)| est dérivable en xy = 0.

6) A Si f est dérivable en a € R, alors il existe § > 0 tel que f est continue
sur Ja — 6,a + 0].

Ex-10-02: Utiliser les regles de dérivation pour calculer les dérivées des fonc-
tions suivantes. Ensuite, donner le domaine de la fonction ainsi que celui de sa
dérivée.

1) fz) = % &) f(z) = \/sin(y/sm(z))
2) f(z) = tan(x) Z; ;Exi i si(rigi,;y - cos(x?)
3) f(x) = \/%x? 7) f(z) = Sln(x)sm(mQ)

Ex-10-03: Calculer f’ puis donner les domaines de f et f.

1) f(z)= f/(2x4 + 6_(4x+3))3 2) f(z) = logs(cosh(x))
3) f(x) = (log(4s()))ecostt)

Ex-10-04: Considérer

2 —x+3, <1
flz) =
ar+ (3, x>1,

et déterminer o, 8 € R tels que la fonction f: R — R soit dérivable partout.

Ex-10-05: Calculer (g o f)'(0) pour les fonctions f,g: R — R définies par
1) f(z) =2x+ 3+ (e — 1)sin(z)" cos(z)*, g(z) = log(x)3.

2) f(sc):{;” I A = -y

Ex-10-06: Montrer que la fonction f(x) = e=%/?sin(yv/112/2) satisfait
f"(x)+ fl(x)+3f(x) =0 VreR

Ex-10-07: Soit f: R\ {1} — R définie par

1
= 1.
Montrer, par récurrence sur n > 1, que
|
(n) _ n.
f(=) (1— )+

Ex-10-08: Pour tout n € N*, calculer la neme dérivée de f, notée f.



1) f(z) =2 (meZ) 3) f(z) =log(x)
2) f(x) =sin(2x) + 2 cos(x) 4) f(z) = \/11Tm

Ex-10-09: Soit, pour tout entier n > 1, la fonction f : R — R définie par

d’ -

L —x2 T

falz) =€ e (x € R)

(Notation : ng_nn f = f™.) Montrer, par récurrence sur n, que f,(x) est un
polynome en zx.

Ex-10-10: Une fonction dérivable F' est une primitive de f si F’ = f. Trouver
des primitives pour les fonctions suivantes.

1) f(x) = 2™ (n # 5) f(x) = tan?(z) 9) f(x) = sinh(z)
2) ;(1;) _1 6) f(z)=tan(x) 10) f(z) = cosh(x)
3) f(x) =sin(x) 7) flz)=e 11) f(z) = %5

4) f(x) = cos(x) 8) flx) =e* (c#0) 12) f(x) = zexp(a?)

Ex-10-11: Soient f,g,h: R — R telles que
f(z) < g(x) < h(x) Vr e R.

1) Soit z un point tel que f(zo) = h(zo), et tel que f et h soient dérivables
en xy, avec
[ (zo) = W (xg) =m.
Montrer que g est dérivable en xg, et que ¢'(xy) = m.

2) Utiliser le point précédent pour montrer que la fonction

G iy

est dérivable en zp = 0, et donner la valeur de ¢'(0).

Ex-10-12: Parmi les fonctions ci-dessous, déterminer celles qui sont dérivables,
ou continument dérivables sur R.

{x arctan(1), x #0

sin(z—1)
— z—1 7 x 7é 1 —
1) o) = {07 o ) f(r) =

xsin(z)sin(L), z#0 r?arctan(L), x #0
2) fla) = { £ 0 fla) = ©)

0, z=0
Ex-10-13: On dit qu’'une fonction f : [a,b] — R possede la propriété de
I’accroissement fini si il existe un point ¢ €]a,b] ou f est dérivable et ou

F0) = f(a)

y'te) = =

Déterminer, parmi les fonctions suivantes, celles qui possedent la propriété de
I’accroissement fini. Lorsque c’est le cas, on donnera si possible la valeur de c.



1) f(z) = xe® sur [—m, 7] 2 si —1<2<0,
3) flo) =9,
2) f(x) 22 si —1<2<0, 5 si0<z<l1
xT) =
0 si0<z<l1. 4) f(x) = |z| sur [-1,1]

Ex-10-14: Soit f: |—1,1[\ {0} — R définie par

—_

f(x):LxTJ-

1) Montrer qu’il est possible de prolonger f par continuité, donner sa pro-
longée f:] —1,1[— R.

2) Montrer que f est dérivable en 2 = 0.



