Chapitre 6

Courbes paramétrées dans le plan

6.1 Introduction

Définition 6.1. Soit D C R. Une courbe paramétrée (ou arc paramétré) est une fonction

M:D— R?
t— M(t) = (2(1),y(t))

On pensera souvent a une courbe paramétrée comme a la description de la position d'une
particule en fonction du temps; on interprétera alors M (¢) € R? comme étant la position de la
particule au temps t.

La position M (t) peut également se décrire a ’aide du rayon vecteur, défini par

F(t) = OM() = (“”(t))
y(t)
L’ensemble de tous les points visités par la particule sera noté
[:={M(t):te D}.

On appelle I' le tracé de la courbe.

Exemple 6.2. La courbe paramétrée

M :[0,27] — R?
t — M(t) = (cos(t), sin(t))

décrit un point se déplacant sur le cercle unité centré a 1’origine.
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-o———t=10.59

M (0.59)
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[
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Remarquons que deux courbes paramétrées distinctes peuvent avoir le méme tracé.
Exemple 6.3. La courbe

M :|[—-m, 7] — R?

t — M(t) = (sin(t), cos(t))

est n’est pas la méme que celle de ’exemple précédent; par exemple, M (0) = (0, 0) alors que
M (0) = (0, 1). Pourtant, son tracé est le méme :

-— t = 0.59

M(0.59)

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

&

On voit sur ces deux premiers exemples qu'en général, le tracé d’une courbe paramétrée
n’est pas le graphe d"une fonction (il peut y avoir une droite verticale qui intersecte le tracé
plus qu’une fois).

Exemple 6.4.

M:R — R?
t— M(t) = (£*,1)
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6.2. Vecteur tangent

—_————————————— t = —1.40

\ M(—1.400)
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Exemple 6.5.
M :[0,2] — R?
t— M(t) = (t(t —1)(t —2),t(t — $)(t = 1)(t — 2)(t — 2))
M (0.338)
/
-—1t=10.34
Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B
3%

L’étude des courbes paramétrées s’annonce donc plus dificile que celle des simples fonctions
f(z) d’une variable.

6.2 Vecteur tangent

L'utilisation du rayon-vecteur permet de comparer les positions en deux instants t, < to+At,
a l'aide du déplacement (¢, + At) — (o) :

10

Hit.)

Hito+ At)

Fltorat)

On s’attend a ce que si les instants ¢, et ¢, + At sont tres rapprochés, le déplacement devienne
aussi petit. Si on divise ce vecteur par la durée de l'intervalle [t¢, t) + At], le quotient
(to + At) — 7(to)
At
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6.2. Vecteur tangent

doit étre interprété comme une vitesse sur cet intervalle.

Dans la limite ou At — 0, on fait ainsi apparaitre les dérivées des fonctions x(t) et y(¢) par
rapport au temps :

. x(to + At) — x(to)

li
f 0 F 80 Z7M) 2 " = (jj(to)>
At—50 At o Ylt + AL — y(t) y(to)
1m
At—0 At

Remarque 6.6. Dans ce chapitre, on utilise le “point” & au lieu du “prime” z’. C’est une
convention souvent adoptée dans les ouvrages traitant de cinématique, ou le “point” in-
dique une dérivée par rapport au temps. o
Définition 6.7. Lorsque () et y(ty) sont dérivables au temps ¢, le vecteur

. x’(to))

r(to) == | .

(fo) <y(to)

est appelé le vecteur tangent de la courbe paramétrée M au temps t.

S’il ne s’annule pas, le vecteur tangent donne en particulier la direction de la tangente a la

courbe en au point M (%) :
& HiED) Py

A

3

Tit.)

Mais il donne plus d’informations que ¢a, puisqu’il doit étre interprété comme le vecteur de
vitesse instantanée de la particule a l'instant ¢, ; il donne aussi le sens du déplacement.

L’étude des signes de i(t) et y(¢) renseigne donc sur la direction et le sens de déplacement
de la particule a I'instant ¢ :

x(t)>o0 | xt)<o
‘j({)>o Z &
A |

En particulier,
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e sii(t) # 0ety(t) =0, la courbe possede un point de tangence horizontale en M (t),
e sii(t) =0ety(t) # 0, la courbe possede un point de tangence verticale en M (?).
Exemple 6.8. Considérons la courbe

M:R— R’
t— M(t) = (£*,1) .

L'étude des signes de z(t) = ¢* et y(t) = ¢ nous dit déja a quel quadrant appartient M (t), en
fonction du temps ¢ :

(o)
f s> t
x) + ? +
I
yied - f +
g I

Ensuite,

A(t) = (t;) . ) = (QD .

Les signes de i(t) et j(t) donnent la direction dans laquelle pointe 7(t) :

o
- 1
2t - ? +
Yt + +
=) N ; 7
t i-m%. vert.

Le point M (0) = (0, 0) est un point de tangence verticale puisque

On peut maintenant tracer la courbe :

———— t = —0.65

\L(K)
M(—0.649)

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B
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6.2. Vecteur tangent

Exemple 6.9. Si on reprend la courbe paramétrée décrivant un cercle, on a
o [cos(t) oo [ —sin(t)
) = (sin(t)) ’ ) = ( cos(t) ) '

_o— t=0.59

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

(On remarque que 7(t) L 7(t) pour tout ¢, une caractéristique spécifique au mouvement
circulaire.) o

6.2.1 Points stationnaires

Considérons un cas ot le vecteur tangent peut s’annuler.
Exemple 6.10. Pour ¢ € R, considérons la courbe décrite par

0= () 0= (3)-

Puisque

le vecteur tangent a l'instant ¢ = 0 ne donne aucune information sur 'allure de la courbe
au voisinage de ce point (tangence, sens de déplacement, etc.). Comment faire, donc, pour
étudier la courbe au voisinage de M (0) = (0,0)?

Ce qu'il faut remarquer c’est que ¢ = 0 est 'unique instant owt 7(t) s’annule. Or tant qu’il
n’est pas nul, méme trés petit, il contient quand méme de l'information.

On peut par exemple considérer la pente du vecteur tangent en un temps ¢ # 0, donnée par

ORI

@) 32
Au voisinage de ¢t = 0, le vecteur tangent a donc une pente qui est négative si ¢ < 0, positive
sit > 0, et dans la limite ¢ — 0 tend vers
/(¢
i Y@

m—= =1limt3=0.
t—0 q;(t) t—0
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6.2. Vecteur tangent

Ceci signifie que la courbe doit posseder en ¢ = 0 une tangente horizontale.

M(t)

S
~

————— t = —0.84

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

Remarquons qu’on aurait pu obtenir la méme information en remarquant que t° = (¢*)?, et
donc y(t) = z(t)?/2, ce qui signifie que tous les points M (¢) = (z(t),y(t)) de la courbe sont
sur la parabole y = z?/2. En particulier, le point M (0) = (0,0) est forcément un point de
tangence horizontale.

o

Définition 6.11. M (t,) est un point stationnaire de I" si 7"(ty) = (8)

Pour étudier I' au voisinage d’un point stationnaire, on pourra procéder comme dans I’'exemple
précédent :

* en étudiant les signes de &(t) et y(t) pour t < tpett > ¢,

e étudier la pente de 7(t), donnée par % lorsque t — t7.
Exemple 6.12. Considérons, pour t € R, la courbe

= (). 0= (5)

O), M(0) = (0,0) est un point stationnaire. Etudions 1’allure de la courbe

Puisque 7(0) = <O
au voisinage de ce point.

Les signes de z(t) et y(t) renseignent sur le quadrant :

O
f s t
xt) + ? +
I
yltd - f +
g I

Puis, les signes de i(t) et () renseignent sur la direction dans laquelle pointe #(¢) :

o)
i
X - ? +
I
AL +
4 + !o
ey SN i

C shat.
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De plus, a 'approche du point stationnaire, la pente de 7(t) tend vers

7(t 3t? 3t
hm& —lm e =lim > =0.
t—0 x(t) t—0 2t t—0 2

On en déduit que le point stationnaire M (0) = (0,0) est un “point de rebroussement”,
puisque la particule arrive depuis IV, avec la pente du vecteur tangent proche de zéro,
puis repart dans /, avec la pente du vecteur tangent toujours proche de zéro.

——— 1 — ().65

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

6.3 Branches infinies

Comme pour les fonctions, 1'étude d"une courbe pourra inclure 1’analyse des branches infi-
nies, a savoir les parties de la courbe (s’il y en a) qui contiennent des points situés arbitraire-
ment loin de l'origine.

Une cours paramétrée
M :D — R?
t—r M(t) = (2(t),y(?)) .-
posséde une branche infinie s’il existe une région du domaine D dans laquelle au moins une
des fonctions, (z(t) ou y(t)) prend des valeurs arbitrairement grandes. Cette région sera soit

au voisinage d'un point, soit lorsque ¢ — oo lorsque c’est possible.
e Si x(t) — +oo et y(t) — L, alors la droite horizontale y = L est une asymptote

horizontale.
y /

—

> x
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6.4. Exemples

e Sixz(t) - Lety(t) — £oo, alors la droite verticale d’équation z = L est une asymptote

verticale.
y /

—

e Six(t) » +ooety(t) — £oo, et si

y(t)

m:=lim>—= R, et
x(t)
h = lim(y(t) —m - x(t)) € R,

alors la droite d’équation y = maz + h est une asymptote oblique.

y /

-

> x

Silim[y(t) — m - z(t)] = oo, il s’agit d’une branche parabolique de pente m.

6.4 Exemples

Exemple 6.13. Sur D = R\ {1}, considérons la courbe paramétrée M (t) = (z(t),y(t)), ol

1 t?
= YW=

x(t)

Etude des branches infinies : La courbe peut admettre des branches infinies aux bornes de
son domaine : en +oo eten 1.
* Lorsquet — —oo,
lim z(t) =0, lim y(t) = +o0.

t——o0 t——o0
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La courbe admet donc une asymptote verticale d’équation z = 0. Remarquons que

x(t) > 0 pour t < 1 eten particulier au voisinage de —oo; la courbe reste donc a droite

de son asymptote lorsque ¢t — —o0.
* Lorsquet — +oo,

1i = li = —00.
Ame =0, m ylt) = —oo

La courbe admet donc la méme asymptote verticale d’équation z = 0,avec z(t) < 0 au

voisinage de +00; la courbe reste donc a gauche de son asymptote lorsque ¢t — +o0.
* Lorsquet — —17,

lim z(t) = lim y(t) = +oo.

t——1— t——1—

Pour détecter une potentielle asymptote oblique lorsque ¢ tend vers —1 par la gauche,

on calcule
. y(t) . . .
1 L | =1 1 H—1-z2(t)= 1 —(t+1)=-2.
Jm s T m =1 dimoy() = Lea(t) = lm —(0 4 1)

La courbe admet donc une asymptote oblique d’équation y = v — 2 lorsque t — —1~.

De plus, on peut vérifier que y(t) — (z(t) — 2) = —t + 1 est positif pour t < 1, en
particulier pour ¢ tendant vers 1 par la gauche; donc on sait que la courbe reste au-
dessus de la droite y = x — 2 lorsque t — —1".

e Lorsque ¢ — —17, un calcul similaire nous permet d’obtenir la méme asymptote
oblique d’équation y = = — 2 et de vérifier que la courbe reste au-dessous de cette
asymptote.

Etudions ensuite le vecteur tangent. On a

_
= | Gk
(1—1)

&(t) > 0 pour tout t € D, et
y(t) =0 <= 2—-1*=0 <= t=0out=2.

La courbe admet donc deux points a tangente horizontale : M (0) = (1,0) et M(2) =
(—1,—4). De plus :

En mettant ensemble toutes ces informations, on peut esquisser le tracé de la courbe dans le
plan:
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-0 t=—-4.00
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Exemple 6.14. Sur D = R\ {£1}, considérons la courbe M (t) = (x(t),y(t)), ot

1 12

)= syt =

Il'y a a priori six régions de D dans lesquelles au moins une des fonctions prend des valeurs
grandes : proche de +oco et proche de ¢t = £1 (a gauche ou a droite dans chaque cas). On va
donc séparer 'analyse en considérant les six limites suivantes :

-1 1
1. Lorsque t — —oo,
lim z(t) =0, lim y(t) = —o0,
t——o0 t——o0

et donc la droite = = 0 est une asymptote verticale. (Se souvenir pour plus tard : pour
des temps ¢ tres éloignés dans le passé, x(t) est proche de zéro, y(t) est grand, négatif.)

. Lorsquet — —17,

1
Ii t) = Ii t)=—2
Jm_alf) =teo,  lm y()= -3,
et donc la droite y = —3 est asymptote horizontale. (Se souvenir pour plus tard : pour

des temps ¢ peu avant ¢ = —1, z(t) est trés grand, positif, et y(t) est proche de —3.)

NumChap: chap-courbesparam, Derniére compilation: 2025-03-19 15:19:20+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net/analyse-B) 123


botafogo.saitis.net/analyse-B
botafogo.saitis.net/analyse-B

6.4. Exemples

3. Lorsque t — —17,

1
lim z(t) = —oc0 lim y(t) = —<
t——1+ ( ) ’ t——1+ y( ) 2’
et donc la droite y = —3 est asymptote horizontale. (Se souvenir pour plus tard : pour

des temps ¢ peu apres t = —1, z(t) est trés grand, négatif, et y(¢) est proche de —3.)
4. Lorsquet — 17,

li t) = — li t) = —00.
Jim 2(t) = oo, lim y(t) = —o0

On peut donc tester 1'existence d"une asymptote oblique. Commengons par

2042
o R0
t—1- x(t) t—»1- t—1
204 _
S e ()
t—1— t— 1

=2.

Ensuite,

h= Tim (y(t) — 22(2)) = lim( £, 1 )

t—1- - \t—1 “#2-1
. tI+tP -2 5

= lim —— = —.

i—1- 2 —1 2

Ainsi, la droite d’équation y = 2z + 2 est asymptote oblique. (Se souvenir pour plus
tard : pour des temps t peu avant ¢t = 1, z(t) et y(¢) sont tous deux grands, négatifs, et
M (t) est proche de cette asymptote.)

5. Lorsque t — 17,

li t) = li t) = .
Jim z(t) = oo, lim y(t) = oo

Les mémes calculs que ceux du point précédent montrent que la méme droite y =
2z 4 2 est asymptote oblique. (Se souvenir pour plus tard : pour des temps ¢ peu
apres t = 1, z(t) et y(t) sont tous deux grands, positifs, et M(¢) est proche de cette
asymptote.)

6. Lorsque t — +o0,

lim z(t) =0, lim y(t) = +o0,

t—400 t——+00

et donc z = 0 est asymptote verticale. (Se souvenir pour plus tard : pour des temps ¢
tres éloignés dans le futur, z(t) est proche de zéro, y(t) est grand, positif.)

L’étude des branches infinies permet déja de faire une premiere esquisse :
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X=0

®

Rendons I’analyse plus précise en étudiant le vecteur tangent.
1 . 2—2t -
- (%), - (T2
t—1 (t—1)2

* un point de tangence horizontale en t = 2, M(2) = (3,4),
* un point stationnaireen t = 0, M (0) = (—1,0)
L’étude des signes révele le comportement du vecteur tangent sur le reste du domaine :

On a donc

x(#)  + -+
gl + + — — +

“’rw)/ Tt S N

Regardons ce qui se passe au voisinage du point stationnaire :

)t 2 1)
MR E) TS e

Le point stationnaire est donc un “point de rebroussement”, proche duquel la courbe a une
pente proche de 1, indiquée en traitillé sur I’animation ci-dessous.
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t=-1.03

Q

stat
L

rA
LdJd

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

Exemple 6.15. Considérons la courbe de Lissajous définie par

sin(t)

F(t) = (m(%)) . tel-ma.

Avant de commencer, deux remarques :

e 1z(t) et y(t) sont des fonctions impaires, donc la partie de la courbe pour ¢ € [—, 0]
s’obtient & partir de la partie de la courbe pour ¢ € [0, 7], par une rotation de 180°
autour de l'origine.

* De plus, on peut remarquer que pour tout s € R,

HG-s)=als+5), -9 =i+,

et donc la partie de la courbe avect € [T, 7] s’obtient a partir de la partie avect € [0, 7],
par une réflexion a travers Oz.

On peut donc se concentrer sur ¢ € [0, 7]. Sur cet intervalle, on a z(t) > 0, y(t) > 0, et les
signes des dérivées i (t) = cos(t), y(2) = 2 cos(2t) sont donnés par :
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6.4. Exemples

x (4)= cos(+) + +
g({)'-' 2¢0s(21) + —

Ces informations permettent d’esquisser le tracé pour ¢ € [0, 7], de le réfléchir a travers Oz,
puis d’effectuer une rotation du tout, de 180° autour de 'origine :

u(-T I ME) = (%, )

()= (&) M (3)

La courbe de ce dernier exemple est un cas particulier d"un type de courbe plus général,

Lo (sin(kt)
r(t) = (Sin(ﬁt)) : t€[—m, ]
ou k, ¢ € N sont des parametres :
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—O————— t = 3.61

M(t)
NGO
—_——————— k=2
——— [ =3
Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

Exemple 6.16. Le Folium de Descartes est défini comme
I'={(z,y) € R*: 2® — 3wy + > = 0}.

Remarquons quesi (z,y) € I, alors (y,z) € I'.

Cherchons des points (z,y) € I, de la forme y = tz. En injectant dans la condition qui définit
[, on obtient x® — 3z (tx) + (tx)* = 0, c’est-a-dire

2} (x — 3t +t77) = 0.

On a donc deux possibilités :
¢ 7 =0, quientrainey = t0 = 0, ou
3L, qui entraine y = tr = 2.
On peut donc étudier I' a I'aide de la paramétrisation

o T —=

3t () = 3t?
143 N =15s

z(t) teR\ {-1}.

—| O
X (+) + —
I — + +

+

Les dérivées sont
1—2t3 t(2 —t3)

o(t) = 3(1_'_—tg)2ﬁ y(t) = 3(1 e

et I’étude des signes :
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/
~ 0 = 2

x(t) + + b B =

s — 0 4 "

O___

Ny O NO S N0 S

On a donc
1. un point de tangence horizontale en M (0) = (0,0),

2. un point de tangence verticale en M (%) = (2*3,V/2),

3. un point de tangence horizontale en M (v/2) = (v/2,22/?) (le symétrique de M (=) a

travers la diagonale),
4. aucun point stationnaire.

Etudions les branches infinies.

Lorsquet — —1,
lim z(t) = £o0, lim y(t) = Foo

t——1F t——1F

On peut alors regarder

. y(t) . 3t 143
m= lim <%= lim — + — =
t——1F .CE(t) t——1F 1 4+ ¢3 3t

Y
puis

h= Tim [y(t) - (~La(t)]

t——1F

. 3t? N 3t
= 1m
t—1F\1 4+t 14+1¢3

. 3t(t+1)
= lim ——=~
t——1F 1413
3t(t+1)
lim
t——17 (t+1)(t2 —t+1)
-3

= —1.
3

et donc y = —x — 1 est une asymptote oblique lorsque t — —17F.
On remarque que lim;_, 1o 2(t) = lim; 4 oo y(t) = 0.

Tracé :
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M(t)

t=0.51

Q

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

(On a aussi représenté la droite y = tx.) o

Exemple 6.17. Soient

7 le cercle de rayon 1 centré a l'origine,
A=(2,0),

T € v (un point qui va bouger)
dlatangenteayenT,

p la droite perpendiculaire a « passant par A4,

1 30 NumChap: chap-courbesparam, Derniére compilation: 2025-03-19 15:19:20+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net/analyse-B)


botafogo.saitis.net/analyse-B
botafogo.saitis.net/analyse-B

6.4. Exemples

¢ M le point d’intersection de p avec
La trajectoire de M, lorsque T" se déplace sur v, est appelée le Limacon de Pascal :

Cltrace \ /

/\

Animation disponible sur botafogo.saitis.net/analyse-B

Introduisons le parametre ¢t € [, 7] pour localiser 7" sur le cercle :

o= (1)

sin(¢
Puisque la tangente « est perpendiculaire a OT (¢ ), elle est dirigée par le vecteur
— sin(t)
cos(t) |-
Pour une valeur fixée de ¢, les expressions paramétriques de « et p sont
[z _ [cos(t) — sin(t)
' (y) N (Sin(t)) A ( cos(t) )  AER,
[z (2 cos(t)
(0= () e (i) mem
Puisque M (t) est le point d’intersection de ces deux droites, on pose
cos(t) —sin(t)\ (2 cos(t)
(sin(t)) +A ( cos(t) ) N (O) Tt (sin(t) ’
que 'on résout pour trouver

A = —2sin(t)
pw=1—2cos(t).
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On a donc le point d’intersection M (t) = (x(t),y(t)), our

x(t) = cos(t) + 2sin*(t),
y(t) = (1 — 2cos(t)) sin(?).

On étudie le Limagon ainsi paramétré, pour ¢t € [—, 7.

Les dérivées sont

i(t) = —sin(t) (1 — 4 cos(t)),
y(t) = —4cos*(t) + cos(t) + 2,

etona

* i(t) = 0 si et seulement si sin(t) = 0 ou cos(t) = 1, ce qui implique ¢ = 0, ¢ = %7, ou
t= :*:82, ou

1
S9 1= arccos (Z) ~ 75.6°

e y(t) = 0 si et seulement si cos(t) = _Htg/@

1—+/33
$1 := arccos ( 8\/_> ~ 32°,

1 33
§3 1= arccos ( +8\/_> ~ 126.3°

ce qui implique ¢t = s; ou s3, out

7 0 <, S, Ss 7
0 o+ +0- =0
y (5) — 0O + + 0 —
P N AR
Symitne ) -y TH. TV T.H TV
TV. = Aogiuce alicas
TH  —  famglace hevi eontalle

On remarque que z(t) est paire et y(¢) est impaire, donc la partie t € [—, 0] s’obtient a partir
de la partie ¢ € [0, 7] par réflexion a travers Oz.
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M{ﬂ)

Mls,)

M(s,
Mb) )

Mlo) = (1 a)

Mls) = (1.%2,-037)
M(s)> (2,0.¢)
M) = (072, ¢ %)
M) = (-0)

N M/st)

t=0.79
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