Chapitre 4

Fonctions continues

4.1 Introduction

On a vu que la valeur qu'une fonction f prend un un point z, peut n’avoir aucun lien avec
la valeur de sa limite lim,_,,, f(z).

Pour certaines fonctions, pourtant, la limite lim, ., f(x) est égale a la valeur f(x() de f en
xo. Ces fonctions sont dites continues.

Définition 4.1. Si f est définie en x, € R et dans son voisinage, et si

lim f(z) = f(xo),

Tr—IQ

on dit que f est continue en . Sinon, f est dite discontinue en .

La définition de continuité comporte implicitement trois exigences :

e f(xo) existe, c’est-a-dire xy € Dy,
e lim, ,,, f(x) existe, lim, ,,, f(z) = L € R, et
e cette limite L = f(x).

Exemple 4.2. La fonction f(z) = 2% est continue en 2, puisque lim,_,, f(x) = 4 (voir section
précédente), et f(2) = 22 = 4, donc lim, 5 f(z) = f(2). o
On remarque qu’il est donc tres facile de calculer les limites des fonctions continues : pour
trouver lim,_,,, f(z), on doit simplement évaluer la fonction f en x.
Considérons quelques exemples de fonctions discontinues :

* Discontinuité de type “trou” : lim,_,,, f(x) existe mais f n’est pas définie en z,. Par

sin(x)

exemple, f(z) = == en zy = 0.
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* Discontinuité de type “trou-saut” : f(z) existe, lim,_,,, f(z) existe aussi, mais f(x() #
lim,_,,, f(z). Par exemple, si

alors avec zp = 5on a f(zp) = 6 mais lim,_,,, f(z) =5

#/\

. —> X
/ X,

* Discontinuité de type “saut” : lim,_, .+ f(z) et lim__, - f(x) existent mais ne sont pas
égales (et donc lim,_,,, f(x) n’existe pas). Par exemple,

sixz > 2

o) = {2 six <2,

enxy=2:
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* Discontinuité de type infini : Au moins une des limites lim,,_, — f(z), lim,_, + f(z) ou
lim,_,,, f(x) est £oo.

Par exemple, f(z) = —L5 est discontinue en z, = 2.

;/\

'
>

Xo

On peut expliciter la définition de la continuité en remplagant la limite par sa définition : f
est continue en z( si Ve > 0, 36 > 0 tel que

T—aol <5 = |f(@) = flao) <.

Remarquons que pour la continuité, on s’intéresse justement a ce qui se passe en z,, et on
remplace donc la condition “0 < |z —x¢| < ¢§”, dans la définition de limite, par “|z —xz(| < ¢”.

Définition 4.3. Soit [ un intervalle ouvert. Une fonction f est dite continue sur [ si elle est
continue en x, pour tout z, € I.

L'ensemble de toutes les fonctions continues sur I est noté C°(I).

Intuitivement, une fonction est continue sur [ si on peut y tracer son graphe “sans lever le
crayon”.
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Exemple 4.4. Montrons que f(z) = 2* est continue en tout x¢. Soit € > 0. On cherche § > 0
tel que |z — 2| <6 = |f(z) — f(z0)| <e.Ona

f(x) = f(zo)| = [2® — xf]
= [(z — ) - (z + )|
= |z — x| - |z + o]
= |z — xo| - |z — xo + T0 + 0|
< |@ = o - (|2 — o[ + [220])

= | — mo|? + |220| - |2 — o).
On doit donc choisir § > 0 tel que
lz— 20| <0 = |z —z0]* + 220 - |7 — 0] < €.

Ona
lz—20l <5 = |x—xo|® +|2m0] - |2 — wo| < 5%+ |220] - .

On peut donc prendre ¢ > 0 tel que 6%+ |2z¢|-d < . En exigeant que § < 1, ona 6>+ |2z¢|-6 =
3(0+2x0]) < 6(1+2|xo]), et donc il suffit de prendre 6 > 0 tel que §(1+2|xo|) < ¢, 'est-a-dire
§ <

__ £
= 1+2|zo‘ :

Ainsi, en prenant 0 < 0 < min{l, 51}, ona
[z —ml <6 = [f(z) - flzo)| <e.

<

Exemples 4.5. e Soit f(z) = sin(x), et soit zp € R un point fixé. Montrons que f est
continue en zy. Soit £ > 0. On cherche § > 0 tel que |z — 2| < 6 = |f(z) — f(z0)| < e
On remarque pour commencer que

Prenons maintenant un J tel que 0 < § < €. On a alors, pour ce §, que

|t —mo| <6 = |f(z) = f(x0)| < |7 — 20
0
£.

/

NN

Ceci montre que f est continue en zo. On a donc montré que f € C°(R).
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* En utilisant I'identité
cos(z) — cos(xg) = —2sin (x —;xo) sin <x _2%) :

on prouve de méme que cos(x) est continue en tout zy € R.

&

Proposition 4. Soient f et g continues en x,. Alors les fonctions suivantes sont aussi continues en
Xo .

Af pour A € R,
| f],

f*g

f g,

§ (si g(xo) #0).

Ces propriétés sont conséquences des propriétés des limites. Par exemple, f et g sont conti-
nues en ry <= lim, ., f(z) = f(zo) et lim,—,, g(z) = g(x0). On a donc lim, ., (f(z) +

g(x)) = f(xo) + g(xg), et donc lim, .., (f + g)(x) = (f + g)(x), d’out f + g est continue en z.
2

Exemples 4.6. e En utilisant ces propriétés, la preuve de la continuité de f(z) = «
devient immédiate : comme la fonction identité g(x) = = est continue (puisque pour
tout o, on a lim, ., g(z) = lim, ., © = o = g(x0)), on a que f(z) = g(z)* = g(x)g(x)
est continue en z, étant donné que c’est un produit de fonctions continues en xy.

* De méme, comme les fonctions constantes sont continues, on en déduit que les po-
lyndmes sont des fonctions continues en tout z, puisque ce sont des sommes de
produits de fonctions continues.

e Il en découle aussi que les fonctions rationnelles (de la forme f(z) = ggg, ou Pet@
sont des polyndmes) sont continues sur leur domaine.

e tan(x) = %((?) est continue sur son domaine puisqu’elle est donnée par le quotient de
deux fonctions continues.

* exp(z) et log(x) sont continues sur leurs domaines de définitions respectifs (on ne le

démontre pas).

o

Théoreme 4.7. Soit f définie sur un voisinage épointé de x telle que lim,_,,, f(x) = L € R, et soit
g continue au point L. Alors

lim g(f(x)) = g(lim f(x)) = g(L).

T—T0 T—rTo

Le théoreme ci-dessus dit qu’on peut “passer les limites a l'intérieur d’une fonction conti-

4

nue”.
Exemple 4.8. Considérons la limite

lim y/1 + sin(x) .

z—0
On peut écrire /1 +sin(xz) = g(f(x)), ot g(x) = vz, f(x) = 1+ sin(z). On sait que
lim,_,o f(z) = 1, et puisque g est continue en 1, on peut “rentrer la limite dans g” :

lim /1 + sin(z) = \/ilg(l)(l +sin(z) =vV1=1.

z—0
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Une conséquence du théoréme :

Corollaire 2. Si f est continue en x et g est continue en f(x), alors la composition g o f est
continue en x.

La caractérisation par les suites implique la caractérisation suivante de la continuité.

Théoreme 4.9. f est continue en xy <= pour toute suite (x,) telle que x, — xo, on a
im0 f(2n) = f(20).

On peut utiliser ce théoreme pour montrer qu’une fonction n’est pas continue.

Définition 4.10. e Silim, .+ f(z) = f(z0), la fonction f est dite continue a droite.

 Silim, .- f (x) = f(zo), la fonction f est dite continue a gauche.

g/\ g\

1

| 1

I I
X, > X X 2 X
conterme. & droile e X, conlomue. 4 gm/ua L X,
Exemples 4.11. * f(z) = E(z) est continue a droite et discontinue a gauche en tout

62

xo € Z. En effet, si xy € Z,

lim E(x) = E(xg) —1=x0—1# 20 = E(x9) .

$%Z‘0

d A

&

[ o)
W
>

NumChap: chap-continuite, Derniére compilation: 2025-03-19 15:19:20+01:00. (Version Web:botafogo.saitis.net/analyse-B)


botafogo.saitis.net/analyse-B

4.2. Théoréme de la valeur intermédiaire

e Soit f : [-2, +oo[— R définie par

siz < 2,
1 A

v six =2
202 — 4 six > 2.

fz) =

Discutons de la continuité de f en g = 2. On a

V2 -2
lim f(z)= lim vaeta—2
r—2~ r—2~ X — 2

(V2F+z-2) (V2+2+2)

pu 1'
o (@-2)(V2tz+2)
lim v 2
=l
-2 (2 —2) (V2 +2+2)
1 1
= lim , et

2 2tz 2 4
Ii = lim 22% —4 = 4.
S )= g
On a lim, ,»- f(x) = % = f(2) et la fonction est donc continue a gauche en 2. Par

contre, puisque lim, o+ f(x) # f(2), la fonction n’est pas continue a droite.
o

4.2 Théoréme de la valeur intermédiaire

Définition 4.12. Une fonction f : [a, b] — R est dite continue si
* f est continue en tout z, € ]a, ],
e f est continue a droite en a, et
* f est continue a gauche en b.

Théoreme 4.13 (Théoreme de la valeur intermédiaire (TVI)). Soit f : [a,b] — R continue, telle
que f(a) < f(b). Alors pour tout h € |f(a), f(b)], il existe c € ]a, b[ tel que f(c) = h.

A4
Pe
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Démonstration. Soit f : [a,b] — R continue, telle que f(a) < f(b), et soit h € |f(a), f(b)[. On
va utiliser un algorithme de bissection pour construire ¢ € |a, b[ tel que f(c) = h comme une
limite de suites. On procéde par étapes :

Etape 1: Soit ag = a et by = b. On considere le milieu —“0‘2“1’0 de [ag, bo].
o Si f (%) = h, ona trouvé c € Ja, b[ tel que f(c) = h. Sinon,
o sif (%) <h onposea; =2 ethy=b
o sif (%) > h, on pose a; = qg et by = 2tho,

Dans les deux derniers cas, on s’est ramené a un intervalle [a;, b;] de longueur ¢

fla1) < het f(by) > h.

, avec

Etape 2 : On considere le milieu de l'intervalle [ay, b;] : soit on obtient un ¢ € |a, b| tel que
f(¢) = h, soit on se ramene a un intervalle [a,, by] de longueur 5%, avec f(az) < het f(bs) >
h.

On répete cette procédure de telle sorte qu’a l'issue de I’étape n, si on n’a pas encore trouvé
un ¢ € Ja, b[ tel que f(c) = h, on a défini un intervalle [a,, b,] C [a,b], de longueur %2, avec

f(ay) < het f(b,) > h. T,

On obtient ainsi :

e Une suite (a,) croissante et majorée par b
* Une suite b,, décroissante et minorée par a.

Ces deux suites convergent, et on a de plus que

h—
a:O7

lim (b, — a,) = lim
n—00 n—oo 2N

donc lim,,_,~ b, = lim,, s, a,,. On définit

c= lim a, = lim b,.
n—0o0 n—0o0

Il nous reste a prouver que f(c) = h. Par la continuité de f et puisque a,, — ¢, le théoréeme de
caractérisation de la continuité par les suites nous permet de dire que lim,,_, f(a,) = f(c).
De méme, lim,, ., f(b,) = f(c).

Or pour tout n, f(a,) < h, donc lim,_, f(a,) < h. De méme, pour tout n, f(b,) > h, donc
lim,_, f(a,) = h. Donc lim,,_, b, = lim,,_, a, implique que

lim a, = lim b, = h
n—oo n—oo

et enfin que f(c) = h. O

On remarque que sans I’hypothese de continuité, le résultat n’est plus vrai en général.
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Exemple 4.14. On peut utiliser le TVI pour fournir une solution approximative d"une équa-
tion (et, en particulier, montrer qu'une solution existe). Considérons 1'équation 2 =1-—z.
On pose f(x) = 2° + 2 — 1, une fonction continue. Sur I'intervalle [0, 1], on a

(0) =1,
(1) = 1.

On prend h := 0. Par le TV], il existe ¢ € |0,1] tel que f(c) = h = 0. Ce ¢ satisfait f(c) =
>+ c¢—1=0,il est donc solution de f(z) = 0. On remarque que la longueur de l'intervalle
[0,1] est 1.

f
f

Comme f (1) = (3)”+1 —1 = 5 < 0, on peut maintenant considérer [, 1], un intervalle

de longueur 1. De nouveau par le TVI pour h = 0, il existe c € |1, 1] tel que f(c) = h = 0.

On continue de cette maniere pour réduire a chaque fois la longueur de l'intervalle dans
lequel se trouve la solution c. Ainsi, on obtient une bonne approximation de cette solution,
sans la connaitre exactement. o

La preuve du TVI utilise la méme idée d"un algorithme de bissection.

On remarque qu’on peut utiliser le TVI pour localiser un point d’intersection de deux courbes
a un certain degré de précision. Si les deux courbes sont données par y = g(z) ety = h(x),
alors on considere la fonction f(z) = g(x) — h(z) et on étudie les points ot f(z) s’annule en
utilisant le TVIL.

Corollaire 3. Un polyndme de degré impair possede toujours une racine.
Démonstration. Considérons un polynéme de degré impair,
p(x) = azn 18" + a9 x®" + agy 12+ 4 ag,

avec ag, 1 # 0.

Si agpyr > 0, alors lim, o p(x) = +oo et lim, ,  p(x) = —oo. On a donc M > 0 tel que
p(M) > 0et N <0 tel que p(IN) < 0. En appliquant le TVI sur l'intervalle [N, M], on a qu’il
existe ¢ €]V, M| tel que p(c) = 0.
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Si agpt1 < 0, alors lim, o p(x) = —oo et lim,_,_ p(x) = +00, et on peut adapter le méme
argument. O

Théoreme 4.15. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
* Si f est strictement croissante, alors Im(f) = [f(a), f()], et f : [a,b] — Im(f) est bijective.
® Si f est strictement décroissante, alors Im(f) = [f(D), f(a)], et f : [a,b] — Im(f) est
bijective.

Démonstration. Considérons le premier cas, dans lequel f est strictement croissante. Dans
ce cas, f(a) < f(z) < f(b) pour tout xz € |a,b], et donc Im(f) C [f(a), f(b)]. Puis, si on
fixe une valeur intermédiaire h, f(a) < h < f(b), le Théoreme de la valeur intermédiaire
garantit l'existence d'un = €la, b tel que f(z) = h, ce qui implique que h € Im(f). Ainsi,
|f(a), f(b)[C Im(f). Puisque f(a), f(b) € Im(f), on a aussi [f(a), f(b)] C Im(f). On conclut
donc que Im(f) = [f(a), f(b)]-

On sait maintenant que f : [a,b] — Im(f) est surjective. Mais étant strictement croissante,
elle est également injective. Elle est donc bijective. O
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